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第 1 章什么是组合数学 

组合数学问题在生活中随处可见。例如，计算下列赛制下总的比赛次数： n 个球队参 
赛，每队只和其他队比赛一次。创建幻方。在纸上画一个网络，用铅笔沿着网络的线路走， 
在笔不离开纸面且不重复线路的条件下，一笔画出网络图。在玩扑克牌游戏中，计算满堂红 
j .(full house ) 牌的手数，以确定出现一手满堂红牌的几率。所有这些都是组合数学问题。正 
如人们想到的，组合数学的历史渊源扎根于数学娱乐和游戏之中。过去研究过的许多问题，不 
论出于消遣还是出于对其美学的考虑，如今在纯科学和应用科学中都具有高度的重要性。今 
天，组合数学是数学的一门重要分支，而且它的影响还在继续扩大。组合数学自20世纪60年 
代以来急速发展的部分原因就在于计算机在我们的社会中所发挥的重要影响，而且这种影响还 
在继续发挥。由于运算速度的持续增加，计算机已经能够解决大型问题，这在以前是不可能做 
到的。然而计算机不能独立运行，它需要编程来控制。这些程序的基础往往是求解问题的组合 
数学算法。对于这些算法，运行时间效率和存储需求分析需要更多的组合数学思想。 

组合数学近期发展的另一个原因是它对于那些过去很少与数学正式接触的学科的适用 
性。由此我们发现，组合数学的思想和技巧不仅正在用于数学应用的传统自然科学领域，而 
且也用于社会科学、生物科学、信息论等领域。此外，组合数学和组合学思想在许多数学分 
支中已经变得越来越重要。 

组合数学涉及将一个集合的物体排列成满足一些指定规则的格式。如下两类一般性问题 
反复 出现： 

。排列的存在性 如果有人想要排列一个集合的成员使得某些条件得以满足，那么这样 
一种排列是否可行根本就不是显而易见的。这是最根本的问题。如果这种排列不总是 
可能的，那么我们要问，这种排列在什么样的（必要和充分）条件下能够实现？ 

•排列 的计数和分类 如果一个指定的排列是可能的，那么就会存在多种方法去实现 
它。此时，人们就可以计数并将它们分类。 

虽然对任何组合问题都可以考虑其存在性和计数问题，但在实践中常常发生的却 是：如 
果存在性问题需要广泛地研究，那么计数问题则是非常困难的。然而，如果指定的排列问题 
的存在性容易解决，那么计算实现该排列的方法的数目则是可能的。在例外的情形下（即当 
它们的数目较小时），这些排列可以被列出来。理解列出所有的排列与确定它们的数目之间 
的区别很重要。 一 旦这些排列被列出，它们就可通过与整数集 U ， 2, 3, …， 《丨之间建 

立 对应而被数出，其中 n 是某个整数。我们计数的方法就是：1，2，3，…。但是，我 

们主要关心的是事先不列出指定类型的排列而确定它们的数目的方法。当然，这些排列的总 
数也许很大以至于不可能把它们都列出来。概括地说，许多组合数学问题常呈现下列 形式： 

“能否排列……” 

“存在一个……吗?” 

“能用多少方法……” 

“计算……的数目。” 
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与上述问题同时出现的另外两种组合数学问 题是： 

。研 究一个已知的排列当人们建立起满足某些指定条件的一个排列（可能不容易）以 
后，可能要考察这个排列的性质和结构。这样的结构可能会涉及分类问题，也许还涉 
及一些潜在的应用，它还可能牵扯到下面的问题。 

。构造一个最优的排列如果有可能存在多于一个的排列，人们也许想要确定满足某些 
优化准则的一个排列，即找出某种规定意义下的“最好的”或“最优的”排列。 

因此，组合数学可以一般地描 述为： 组合数学是研究离散结构的存在、计数、分析和优 
化等问题的一门学科。虽然某些离散结构是无限的，但本书一般把离散视为有限的。 

验证发现的组合数学主要工具之一为数学归纳法。归纳是一个强有力的过程，在组合数 
学中尤其是如此。用数学归纳法证明一个强结果常常比证明一个弱结果更容易。虽然在归纳 
阶段验证多一些是必要的，但归纳假设却是更强的一步。数学归纳法的部分技巧就是找到假 
设的正确的平衡来进行归纳。我们假设读者熟悉归 纳法； 尤其读完本书以后更会如此。 

然而，许多组合数学问题的解决常常需要某些特别的论证，而且有时需要结合使用一般 
的理论。人们不能总是退到已知的结果或公理那里。他们必须建立数学模型，研究模型，对 
一些小的情形进行计算，抓住要害，并运用他们灵活的谋略来解决问题。这里并不是说不存 
在可以使用的一般原则和方法。对于计数问题，容斥原理、所谓的鸽巢原理、递归关系和生 
成函数的方法、 Burnside 定理以及 P 6 lya 计数法等就是一般的原则和方法，我们将在后面各 
章讨论这些原则和方法。但是，洞察到这些原则和方法能够使用以及如何使用常常需要智 
慧。这样的经验在解决组合问题时是非常重要的。也就是说，用组合数学解决问题一般说来 
和用数学解决问题一样，你解决的问题越多，那么能够解决下一个问题的可能性就越大。 

为了使前面的讨论更加具体，现在让我们转到组合问题的几个实例。这些例子从相对简 
单（但需要解题的灵感）的问题直到其解曾是组合数学中主要成就的那样一些问题。有些问 
题在后面的章节中还要更详细地讨论。 

1。1 例：棋盘的完美覆盖 

考虑一张普通的国际象棋棋盘，它被分成 8 X 8 (8 行8列）的64个正方形。设有形状 
一样的多米诺牌，每张牌恰好覆盖棋盘上相邻的两个方格。那么，是否能够把32张多米诺 
牌摆放到棋盘上，使得任何两张多米诺牌均不重叠，每张多米诺牌覆盖两个方格，并且棋盘 
上所有的方格都被覆盖住？ 我们把这样一种排列称为棋盘被多米诺牌1^11^ 这是一个 
简单的排列问题，人们能够很快构造许多不同的完美覆盖。但是，计算不同的完美覆盖的总 
数就不是一件容易的事情了，不过，这还是有可能做到的。这个数由 Fischer 0 在1961年发 
现，它是12 988 816 =2 4 X (901 ) 2 0 这种普通的国际象棋棋盘可以用排成 m 行 n 列的 Tnn 个 
方格的一般棋盘代替。此时，这种棋盘的完美覆盖就未必存在了。比如，3行3列的棋盘就 
确实不存在完美覆盖。那么，对于什么样的 m 和 n 存在完美覆盖呢？ pt 看出， mjm . 
m 和 n 中至少有一个是偶 f 时^ m Xn 棋盘存在完美覆盖 ▲ .或 者说，当且仅当棋盘的方格 
.数为偶数时 . mXn _棋盘存在完美覆盖 n Fischer 已经得出涉及三角函数的用来计算 m X n 
棋盘不同完美覆盖数的更一般公式。这个问题等价于分子物理学中的一个著名问题，即所谓 


㊀ M.E.Fischer: Statistical Mechanics of Dimers on a Plane Lattice, Physical Review, 124 (1961) ， 1664-1672 。 
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的二聚物冋题 。 该问题起源于对表面双原子分子（二聚物）的吸收的考察。棋盘上的那些方 
格对应这些分子，而多米诺牌则对应二聚物。 

再来考察 8 X 8 的国际象棋棋盘并用一把剪刀剪掉棋盘一副对角上的两个方格，总共剩 
；下62个方格。那么，是否能够排列31张多米诺牌来得出对这副被剪过的棋盘的完美 覆盖? 
虽然这副被剪过的棋盘与 8 X 8 棋盘非常接近，且后者有1200多万个完美覆盖，但是，这副 
被剪过的棋盘却没有完美覆盖。其证明是简单而巧妙的组合推理的一个实例。在一副普通的 
8 X 8 棋盘上交替地将方格涂成黑色和白色，则其中 32个方格是白色 的，而另外32个方格 
色的。如果我们剪掉棋盘一副对角上的两个方 格厂 那 么我们就剪除了同样方 
比如两个白色方格。 这就变成了 32个黑方格和30个白方格。但是，每张多米诺牌需要 
盖住一个黑方格和一个白方格，于是，31张不重叠的多米诺牌则盖住31个白方格和31个 
黑方格。因此，这副被剪过的棋盘没有完美覆盖，上述推理可总结为 


黑 

白 

#32 

黑 

+ 30 

白 


更一般地，可以将棋盘上的方格交替涂成黑色和白色，切除一些方格，得到一 
块被切过的棋盘。这块被切过的棋盘什么时候能有一个完 
美覆盖？ 为使完美覆盖存在，这块被切 过的棋盘必须具有， 
jg 等的黑方格数和白方_格 数但是,这个条件却不是充分 
的，图 1-1 中的例子指出了这一点。 

因此，我们要问：一块被切过的棋盘具有完美覆盖的 
必要和充分条件是什么？我们将在第9章讨论这个问题并 图 1-1 

将应用二分图中的匹配理论得到完全的解决方案。这个问题存在一个实际的公式表示，但它 
是以指派申请人去做他们有资格胜任的工作的形式给出的。 

怼于 mXn ggMg 米 gg g 美覆盖的问题，还存在另0^ 赶一_般井控是 
一个正整数。 我们用由6个1 X 1的方 格并排连接成的1 X b 的方格条来代替多米诺牌。我 
们称34些: 此，一张6牌可以盖住一行上或是一列上的6个连续 
的方格。图 1-2 画出了一张5-牌。一张2-牌就是上面提到的普通的多米诺牌。 1- 牌叫做单牌 
( monomino ) 0 / 

m 乂 7 i 棋盘被6-牌的一个完美覆盖是6-牌在棋盘上的这样一个排 烈， 使得盘上没有两 

张牌重叠，每一条6-牌盖住盘上的6个方格，并 ---- —r - 

且盘上的所有方格都被盖住。 pE 么，何时 mXn -- —— -J -- 

棋盘将具有一个 6-牌的完美覆^既然图 1-2 —张 5 -牌 

个方格恰被一条6-牌覆盖，于是， 罢想 使覆盖 成为完美覆盖 • 6就必须是 mn 的= 个[^子。 
的确，完美覆盖存在的一个充分条件 就是： 6是 m 的一个因子或6是《的一个因子。因为， 
如果的一个因壬，我们就可对列的每一列用 w /6 个6-牌 gl 盖并进而完成对 m 乂 n 
. 堪盘放完 羞覆盖，而枣果△是”的一个因子， 我们也可对 w 行的每一行用个6-牌铺 
盖，从而完成对该棋盘的完美覆盖。这样的充分条件是否也是完美覆盖存在的必要条件呢？ 
现在设6是素数且存在 mX „ 棋盘被6-牌的完美覆盖。于是，6是的因子，且由素数基 
本性质可知6或者是的因子，或者是 n 的因子。我们断言，至少在6是素数的情况下， 


白 

X 

白 

黑 

白 

X 

白 

黑 

X 

黑 

白 

黑 

X 

黑 

白 

黑 

白 

黑 

白 

黑 






4 组合数学 


一块 mX „ 棋盘被6-牌完美覆盖当且仅当6是 m 的因子，或者6是 n 的因子。 

当6不是素数时，我们要用不同的方式讨论。设我们有对 mX ” 棋盘的6-牌完美覆盖。 
此时我们证明， m 和 n 分别被6除所得余数至少有一个是零。设用6除 m 和 n 分别得到商 
f 和 g 以及余数 r 和 

m — pb + r , 其中 — 1 
n = qb + s , 其中 —1 

如果 r = 0， 则 6 是 to . 的因子。如果 s = 0， 则6是 n 因子。我们不妨设 r <5， 因为如果有 
必要，我们可将棋盘的行列互换。下面我们要证 r = 0。 

现在我们把在讨论用多米诺牌 (6=2) 覆盖国际象棋盘时将棋盘方格交替涂成黑白色 
的情况推广成涂成6种颜色。把6种颜色标成1，2,…，6。我们用图 1-3 所示的方式将 
6 X 6 棋盘涂色，并用这种方法对 m = 10 ，n = ll , 6 = 4的情况以图 1-4 所示的方式拓展到 
m X n 棋盘的涂色。 
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部分.以及右下方 r 行 s 列部分（对于图 1-4 的 10XII 棋盘，上面是 8 XII 的部分，左下方 
. —* T ' ■ 


是 2 X 8 的部分，而右下方是 2 X 3 的部分)。'上面部分的每一列中各种颜色均出现 P 次，故 


各种颜色在盘上总共出现 fn 次。盘的左下部分每行各种颜色均出现<?次，故各种颜色在盘 
上总共出现 n ? 次。既然每种颜色在整个棋盘上出现的次数都是相同的，那么，棋盘的右下 


方 r 行 s 列部分每种颜色出现的次数也必然是相同的。 

右下方 rXs 部分中的颜色1 (从而每种颜色）究竟出现多少次呢？由于已经假设 
我们的涂色特点使得颜色 1 在右下方 r X 5 部分的每一行出现一次从而在这 r X $部分岀现 r 
次。现在让我们计算这 r X s 部分中方块的数目。一方面，它有 r 5 个方块；另一方面，6种 











颜色中的每一种颜色有 r 个方块从而共有个方块。于是， rs = rb 。 如果 r ^0, 则两边消 
去 r 得到 s = 6, 这与1矛盾。因此，正如所料， r = 0 o 我们总结 如下： 

r ■张饥 行 n 列棋今有一个 6 -牌妁完美覆盖，当且仅当6是〒 的: -个因子或煮6是 n 的 



上述结论的一个惊人的改述 如下。 j 口果完美覆盖中所有的6-牌都是水平摆放或者所有 

于是，一张 w 行《列棋盘有一个6-牌完美覆盖， 
当且仅当它是一个平凡的完美覆盖。应当指岀，这并不意味着只有完美覆盖才是平凡覆盖。 
但它确实意味着，如 能的 i 

1.2 例： 切割立方体 



考虑一个边长3英尺的立方体木块。我们希望把它切割成27个边长1英尺的小立方体。 
完成这项工作所需切割的最少次数是多少？一种方法是依序切割6次，每个方向上切割2 
次，并在切割时保持该立方体形状不变，如图 1-5 所示。可是，如果在每次切割后重新排放 
所切得的各块，则是否能用更少的切割次数完成这项工作呢？在图 1-5 中也给出了这样一个 
例子，其中的第二刀比在第一刀后不重新排放所切得的切块要多。因此要切的木头块数以及 
木头块的排放方式数随着切割的进行而增加，这似乎是一个分析起来困难的问题。 




让我们换一种方式来看一看这个问题。.这27个小立方体除去中间的一块以外其余各块 
都至少有一面是原来的大立方体表面的一部分。中间的这个立方体的每个侧面都是通过切割 
形成的。既然它有6个侧面，那就必须切割6次才能形成。因此，至少需要6次切割，而每 
次重新排放再切不会再少于6次。有精力的学生可以尝试一些不同的切割方式，看一看哪些 
方式只用6次能够切成27个小立方体。 


另外一个结合 1.1 节的例子和上述切割立方体特点的例子如下。考 
察一块 4 X 4 棋盘，它有一个8张多米诺牌的 完美覆盖 。证明总能够把 
棋盘镬包或者忽 g 切成非空的巧譽且不使这些被切断。 

忠里或设存在对于 4 
行4列棋盘的一个完美覆盖，使得能将棋盘切割成非空两部分的位于盘 



图 1-6 


上的二条横线和二条竖线都不是断层线。令_3：2， X 3 分别是被这三条横线所切到的多米 


诺牌数（见图 1-6) 因为不存在断层线，故 Xb _ X 2 , ：中的％一张横向放 
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置的多米诺牌盖住一行上的两个方格，而一张纵向放置的多米诺牌则盖住两行上各一个方 
格。从这些事实我们成功地得出 结论： 〜是偶数， 工 2 是偶数， X 3 也是偶数。因此 

X\ + X2 + ^ 3^2 + 2 + 2 = 6 


并且在这个完美覆盖中至少存在6张纵向放置的多米诺牌。这就不难以一种简单的方式得出 
结论： 盘上至少存在6张纵向多米诺牌。但12>8,所以这是不可能的。因此，不可能存在 
用这样的多米诺牌对一个4 X 4棋盘的完美覆盖而不产生断层线。 

1.3 例 ：幻方 — 一 一一 


幻方是最古老和最流行的数学游戏之一。一个 n 阶幻方是由整数1，2, 3,…，” 2 按下 
述方式组成的 方阵： 该方阵每行上的整数的和、每列上的整数的和以及两条对角线中 
每条对角线上的整数的和都等于同一个数 h ^整下面是 3 阶 
和4阶幻方的两个 例子： 


"8 1 6 ~ 

3 5 7 和 

-4 9 2- 


16 3 2 13— 

5 10 11 8 

9 6 7 12 

-4 15 14 1- 


( 1 - 1 ) 


这两个幻方的幻和分别是15和34。在中世纪时期曾存在与幻方相关的 玄想； 人们将幻方佩 
戴身上用来辟邪。本杰明 • 富兰克林就是一个幻方迷，他的论文中包含很多有趣的例子。 
一个《阶幻方中的所有整数的和为 ' 


1 4-04 - 4- 7 n 2 (n 2 + l ) 

l + 2 + 3 + .“ + ?z — 2 

• — --- ■ ■…^^, 

这里用到了算术级数的求和公式（见 7.1 节)。由于一个《阶幻方共有 n 行，每一行都有一 
个幻和 h 因此我们得到关系 7W = n 2 (« 2 + l)/2。 于是，任意两个 n 阶幻方都有相同的幻 
和，即 


_ n(n 2 + 1) 

其组合问题就是，确定那些能够组成 n 阶幻方的 n 的值，同时找出一般的构造方法。不难 
验证，不可能存在2阶幻方（其幻和应该是5)。但是，对于所有其他的《， n 阶幻方能够 
构造出来。存在着许多构造幻方的特殊方法。这里，我们介绍 delaLoubke 在17世纪发现 
的一种构造《阶幻方的方法， 其中 n 是$数 。首先将1放在％其后的整数 
沿着自这条对角线按照自然顺序放置，但同时须作如下修正： 

f i ) 在到达顶行时，下一个整数要放在底行，所放位置就是把底行当作顶行上边一行时 
I 该数应该放置的位置。 

\ ii) 当到达最右边的一列时，下一个整数要放在最左边的一列上，所放位置就是把最左 
1 边的一列当作最右边那列的右边的列时该数应该放置的位置。 

liii ) 当要放的位置上已经填好了整数，或上一个整数已经放在了幻方则当 
v 前要摆放的整数将放在紧挨上述位/ 
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式 (1-1) 中的3阶幻方以及下面的5阶幻方都是用 de la LoubSre 的方法构 造的： 

「17 24 1 8 15] 

23 5 7 14 16 

4 • 6 13 20 22 (1-2) 

10 12 19 21 3 

Lll 18 25 2 9 」 s i V 

构造偶数阶幻方的不同于式 (1-2) 和其他构造奇数阶幻方的方法，它们可在 Rouse 
Ball e 的书中找到。 

幻方在3维情形下的推广也已经被研究。 n 阶 幻方体 （magic cube ) 是以下述方式由整 
数1，2,…， n 3 构造成的一个 nX „ x n 的立方体阵列，其在下述每一条直线上的 n 个元 
素的和 s 都是相 同的： o y , 

i ) 平行于立方体一条边的直线。 ,；-| ± ：, 

ii ) 每个截面上的两条对角线。 

iii ) 四条空间对角线。 ' . 

数5叫做幻方体的 幻和且 其值为（?2 4 + 72)/2。不难证明，不存在2阶幻方体，我们把它留 
作练习。可以证明，也不存在3阶幻方体。 

设存在3阶幻方体。该幻方体的幻和就应该是42。考虑其任一个 3 X 3 横截面 



其上元素已如所示。由于该正方体是幻方，故 

a + y + f —42 
b + y + e = 42 
c + y + d =42 
a + 6 + c — 42 
d + e + f ~42 

将前三个方程相加并减去后两个方程，我们得到3^ = 42,从而 j = 14。 但是， y 是位于横 
截面的中心的，于是，就摸截理，它们的中心位置不同但又都必须;％可是 
w 值14只能占据一个位置，因此我们 断言： 不存在3阶幻方体。证明不存方体要 
困难得多。一个8阶的幻方体在 Gardner 的一篇文章中给出 ㊁ 。 

本书将不对幻方进行进一步研究。 

1.4 例： 四色问 题 E :. ; r ■'.?： 

考虑一张平面地图或在一个球面上的地图，地图上的国家都是连通的区域为了能够 
很快地区分岀国家来，需要对这些国家着色，以使得具有共同边界的国家被涂成不同的颜色 

© W.W.Rouse Ball ： Mathematical Recreations and Essays; revised by H.S.M.Coxeter. Macmillan, New York 
(1962) 193-221 。 

㊁ M.Gardner ： Mathematical Games, Scientific American , January (1976), 118-123 。 

㊂ 因此，密执安州就不能当作的国家，除非人们认为密执安的上下两个半岛被 Mackinac 海峡大桥所连 
通。肯塔基州也不能，因为 Fulton 县的最西边完全被密莽里州和田纳西州所包围。 
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(角点处不算作共同边界)。能够保证如此着色的每一张地图所需最少的颜色数是多少？直到 
不久前，这还曾是数学中著名的尚未解决的问题之一。由于该问题叙述起来简单，理解起来 
又容易，因此它吸引着众多的非专业人员。除去著名的三等分已知角问题外，四色问题可能 
比任何其他问题都会激发更多的业余数学爱好者的兴趣。它大约在 1850 年由 Francis Guthrie 
首先提岀，那时他还仅是名研究生。四色问题也刺激了大量的数学研究。一些地图需要 4 种 
颜色。图 1-7 中的地图就是一个例子。既然这个地图的四个国家 
中每两国都有一条共同的边界，那么很清楚，对该地图着色必 
须用 4 种颜色。 1890 年 Heawood © 证明了用 5 种颜色对任何地图 
着色都是足够的。证明下面的问题也不是非常困难的， g 卩：不 
可能有这样的平面地图，图上有 5 个国家，其中的每两个国家 
都有一条共同的边界。这样的地图假如存在，那就需要 5 种颜 
色。但是，没有 5 个国家其中每两国都有一条共同边界并不意 
味着四种颜色就足够了。也许某张平面地图因为其他一些更加 
微妙的原因而需要 5 种颜色。 

在1976年， Appel 与 Haken © 宣称他们已经证明了任意平面地图都能够用4种颜色着 
色。他们的证明需要计算机计算1 200小时，100亿个分离的逻辑判定！他们的证明的完整 
描述在他们的书 ㊂ 中。最近， Appel-Haken 证明被 N . Robertson 、 D . P . Sanders 、 P . D.Seymour 和 
简化，不过简化了的证明仍然需要大量的计算机检验。 - 

1.5 例： 36 军官问题 

设有分别来自6个军团共有6种不同军衔的36名军官，他们能否排成 6 X6 (6 行6列） 

逛里队僂遷备赶要適肢军直1备，羞旦每赶起■每翅上迪王風蜀 1 IL 6 名军肓竺 
、分别來自不向的军团 这个问题于18世纪由瑞士数学家欧拉 ( L . Euler ) 作为一个数学游戏 
提£*，它对统计学产生重要的影响，特别是在实验设计方面（见第10章)。一个军官可由一 
个序偶 （ i ， J ) 来表示，其中 Z •表示该军官的军衔 （f = l ， 2,…，6)，而』表示他所在的 
军团（户1，2,…，6)。于是，这个问题 是问： 

36个序偶 U ，_/) (/ = 1，2,…，6; j = l , 2, 6) 能否排成 6 X 6 阵列，使 

得在每行和每列，这6个整数1，2,…，6都能以某种顺序出现在序偶第一个元素 
的位置上，并以某种顺序出现在序偶第二个元素的位置上？ 

这样的阵列可以分裂成两个 6 X 6 的阵列，一个对应序偶的第一个位置（军衔阵列），而另一 
个则对应序偶的第二个位置（军团阵列）。因此，该问题又可以叙 述成： 

是否存在这样的两个 6 X 6 矩阵，其元素取自1，2,…，6使得 

i ) 整数1，2, …， 6以某种顺序出现在矩阵的每一行和每 一列； 

ii ) 当这两个矩阵并置 （ juxtapose ) 时，所有的36个序偶 （ /，_/ ) (i = l , 2, •••, 6; 

㊀ P. J.Heawood ： Map-colour theorems, Quarterly J. Mathematics , Oxford ser., 24 (1890), 332-338 。 

㊁ K. Appel and W. Haken : Every planar map is four colorable, Bulletin of the American Mathematical Society , 82 
(1976) ， 711-712 。 

㊂ K.Appel and W. Haken: Every planar map is four colorable , American Math. Society, Providence (1989 )。 

@ N. Robertson, D. P. Sanders, P. D. Seymour, and R. Thcmas ： The four-colour theoron, J . Combin • Theory Ser . 
70 (1997) ， 244 。 
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7 = 1, 2, 6) 全部出现？ 

为把上述问题具体化，我们设有来自3个军团共有3种军衔的9名军官。此时，问题的 


—个解为 


"1 2 3— 


军衔矩阵 


"1 2 3' 
2 3 1 


军团矩阵 


'( I , 1) (2, 2) (3, 3)' 

(3, 2) (1, 3) (2, 1) 

-(2, 3) (3, 1) (1, 2) - 

并置矩阵 


(1-3) 


上述的军衔矩阵和军团矩阵是所谓的3阶拉 丁方的 例子； 在矩阵每行上和每列上，整数 
1，2和3中的每一个都出现一次。下述两个矩阵是2阶和4阶拉 丁方： 


4 12 3 
3 4 12 


(1-4) 


式 （1-3) 中的两个3阶拉丁方叫做是正交的，因为此时存在由；=1，2，3及 j = l , 2, 3 
生成的全部9个可能的序偶 （ i ， j ')。 于是，我们又可将欧拉问题改 述为： 

是否存在两个正交的6阶拉丁方？ 

欧拉考察了更一般的《阶正交拉丁方的问题。容易看出，由于除了式 (1-4) 给出的2阶拉 
丁方外，就只有拉丁方 


'2 V 
■ 1 2- 

| :. 。 :h. . .. . fsO.:.. ... ； " - v,; ••: . ： ； •.：. : - 

了，而且这两个拉丁方不是正交的，因此也就不存在2阶正交拉丁方。欧拉指出如何构造一 
对《阶正交拉丁方，而无论 n 是奇数还是4的倍数。注意，这并不包括 n -6 0 在经过多次 
尝试的基础上，他断言不存在6阶正交拉丁方对，但没有证明。他猜想，不存在像6, 10, 
14, 18,…，4^+2,…这样阶数的拉丁方对。通过穷举法， Tarry ® 在1901年证明了欧拉 
猜想，对于 n =6是成立的。大约在1960年前后，三位数理统计学家 R . C . Bose 、 E , T . Parker 和 
S . S . Shrikhande ®^ 功地证明了欧拉猜想对于所有的 ？ z >6都是不成立的。就是说，他们指 
出了对于每一个 n =4 A +2, k =2, 3, 4,如何构造一对 n 阶正交拉丁方，这是一个重 
要的成就，它使得欧拉猜想可以休矣。后面，我们将探讨如何使用叫做有限域的由有限个数 
组成的数系来构造正交拉丁方，以及它们是怎样被应用到实验设计中去的。 

I 

I 

1.6 例： 最短路径问题 

考虑一个由道路和路口组成的系统。一人想从一个路口 A 行进到另一个路口 B 。 一般 
: 说来，从路口 A 到 B 存在许多通路。现在的问题是要确定一条通路，使沿此通路从 A 到 B 

I i '■ 

㊀ G.Tarry ： Le probleme de 36 officeurs , Compte Rendu de l' Association Francaise pour l ’ Advancement de Science 
NatureL, 1 (1900), 122-123; 2 (1901), 170-203 。 

㊁ R.C.Bose, E.T.Parker and S.S.Shrikhande ： Further results on the construction of mutually orthogonal Latin squares 
and the falsity of the Euler’s conjecture, Cayiadian Journal of Mathematics , 12 (1960) , 189-203 o 


r^ 孩容 • 祕 sggl 结？舞 :il's!®8:;®:lss I I?sI!l 翁 allgjg ll lj ^ 笼 _ f «* ssl ^^^g{ M ®J^gl 翁这 


■ • • :. : 
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的距离尽可能小-条最短 路径。 这是组合优化问题的一个例子。解决这个问题的一种可 

能的方法是以某种系统的方式列出从 A 到 B 所有可能的路径(当然，沿着任何一条道路行进 
都没有必要多于一次，因此，从 A 到 B 的路径只存在有限多条），计算沿每条路径的距离， 
然后选择一条最短的路径。但是，这并不是一种非常有效的计算方式，对于大的系统，工作 
量可能太大，以致在合理的时间范围内得不到问题的解。因此，现在需要的是这样一种确定 
最短路径的算法，它所需要的工作量随着系统规模的增加而不会增加得太快。更精确地说， 
算法的工作量应该不超出问题规模的一个多项式函数(相反的情况，比如指数函数)。我们将 
在后面描述这样的算法。这种算法实际上将找出从 A 到系统的每一个其他路口的最短路径。 

找出两个路口间的最短路径问题可以抽象地叙述如下。令 X 为称做顶点的对象的有限 
集(顶点对应交叉路口以及道路的终点），而令 E 为顶点的无序对并称之为边（边对应道路） 
的集合。于是，某些顶点对被边联结起来，而其他的顶点之间没有边联结。有序二元组 
( X , E ) 叫做图。图中联结顶点 x 和 y 的途径 （ walk ) 即顶点的这样的序列，其中的第一 
个顶点是 x , 最后一个顶点是 > 而其中的任意两个相邻顶点由一条边联结。每条边对应一 
个非负实数——该边的长。联结途径的相邻顶点的边的长的和称做该途径的长。给定两个顶 
点 x 和: V ，最短路径问题就是找出从 X 到: y : 的一条具有最小长的途径 i 图 1-8 所描述的图中 
有6个顶点和10条边。标在边上的数表示相应的边的长。联结： c 和^的一条途径是 I ， a ， 
b , d , y , 其长为4。另一条途径是 x , 6， < i ，： y ， 其长为3。.不难看出，后者给出了联结 
• z 和: y 的最短路径。 

图是组合学中已经研究而且还将继续广泛研究的离散结构的一个例子。图的概念的普遍 
性使得它在下述不同的领域取得广泛的应用，如心理学、社会学、化学、遗传学以及通信科 
学。因此，可以让一个图的顶点对应人，如果两人互不信任那么就用一条边将它们联结起 
来； 也可让顶点代表原子，边则表示原子间的化学键。你也许能够设想其他的方法使图模拟 
一些现象。图的某些重要的概念和性质将在第9、11和12章研究。 

1.7 例： Nim 取子游戏 

我们通过追溯娱乐数学中的组合数学 
起源来结束本章，考察古代的 Nim 取子 
游戏 e 。 游戏的解依赖于奇偶性，它是解 
决组合数学概念的一个重要问题。当我们 
考察棋盘的完美覆盖时指出，为使一张棋 
盘能有一个用多米诺牌产生的完美覆盖，这张棋盘就必须要有偶数个方格，此时我们用到了 
一个简单的奇偶性结论。 : 

Nim 取子游戏是由两个人面对若干堆硬币（或石子，或豆粒，或…）进行的游戏。设 
有々>1堆硬币，各堆分别含有 n 2 , …，〜枚硬币。游戏的目的就是选取最后剩下的 
硬币。游戏法则 如下： 

i ) 游戏人交替进行游戏（我们称第一个取子者为游戏人 I ，称第二个为游戏人 H )。 

.ii ) 当轮到每个游戏人取子时，选择这些硬币堆中的一堆，并从所选的堆中取走至少 


© Nim 莱自德语 Nimm ! ，意为拿取。 
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一枚硬币（游戏人也可以取走他所选择的堆中的全部硬币，于是留下一个空堆)。 

当所有的堆都变成空堆时，游戏结束。最后取子（即能够取走最后一堆中剩下的所有硬币） 
的游戏人，视为游戏的得胜者。 

这个游戏中的变量是堆数々和各堆的硬币数 M ， n 2 ，…，％。对应的组合问题是，确 
定游戏人 I 获胜还是游戏人 n 获胜 e 以及游戏人应该如何取子才能保证获胜 （获胜策略)。 

为了进一步理解 Nim 取子游戏，我们考察某些特殊情况 @ 。如果游戏开始时只有一堆硬 
币，游戏人 I 则通过取走所有的硬币而获胜。现在设有2 堆且它们分别含有枚硬 
币。游戏人 I 能否获胜并不在于的具体值是多少，而是取决于它们是不是相等。设 
n ^ n 2 , 游戏人 I 从大堆中取走足够的硬币使得两堆含有相同数目的硬币留给游戏人 II 去 
取。以后当轮到游戏人工取子时就模仿游戏人 n 来取子。于是，如果游戏人 n 从一堆取走 c 
枚硬币，那么游戏人 I 就从另一堆也取走 C 枚硬币。这样的策略将保证游戏人 I 获胜。如果 
ni =n 2 , 游戏人 n 则可通过模仿游戏人 I 来取子而获胜。这样，我们就完全解决了 2 -堆 Nim 
取子游戏问题。一堆有8枚硬币而另一堆有5枚硬币的2 ■•堆 Nim 取子游戏的例子叙述 如下： 


s 工 n I n i 

8 ，5 —^5，5—^5，2 —^ 2, 2 —^ 0, 2 —^0，0 

上述求解2-堆 Nim 取子游戏的思想，即 i 子貞後得筲卞 2 璀子数相等的方法,可以雅 
1 广到任意6 «的 f 形。游戏人所需要鉍洞_；力莱自以2为棊的正整数的概念。回忆一下， 
每个正整数 n 都可以通过反复减去不超过该数的2的最大幂而被表示出来。例如，为了将 
十进制数57表示成基为2的数，我们观察到 



2 5 <57<2 6 ， 

57 - 2 5 = 25 


2 4 <25<2 5 ， 

25 - 2 4 = 9 


2 3 <9<2 4 ,. 

9-2 3 = 1 

因此 

2 °<1<2 1 , 

丄 一 2 0 = 0 

而_57表示成基为2的数是 

57 = 2 5 + 2 4 + 2 3 + 2 0 

111001 


在基为 2 的数中的每位数字不是 0 就是1。第 f 个位置上的数字对应 2 ; , 叫做第 i ( z >0) 
个比特 ®。 我们可以认为每一堆硬币数由2的幂数的子堆组成，而2则是该数的基。于是, 
53 枚硬币组成的堆则由大小为 2 5 , 2 4 , 2 2 和 2 G 的各子堆组成。在 2 -堆 Nim 取子游戏中，各 
种大小的子堆的总数只能是0, 1或2。具有特定大小的子堆恰好存在一个当且仅当游戏中 
的两堆具有不同的大小。换句话说，各种大小的子堆的总堆数是偶数当且仅当游戏中的 2- 
堆具有相同的大小，也就是说，游戏人 n 可以取胜。 

现在考虑各堆大小分 别为？ ? n 2 , …，叫的一般的 Nim 取子游戏。将每一个数〜表 


© 游戏是明智地进行的。 

© 这是一般需要遵守的重要原则：为了深人理解和强化直觉力，往往 考虑小 的或特殊的情療。 MJB , 为了一般地 
解决问题再努力扩展你的想法。 

㊂ 术语比特 (bit) 是 binary digit 的简称。 


V ^ ' - ■ ' : V ■ - . ^ - ^ . ■ ■ - ■ ■ ^ ■ > . - ^ . 
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示成基为2 的数： 





^1 = 


" aia 0 


n 2 : 

' V ， 


'■ : — ..彳 ..： ：： 

n k : 


m eieo 


(我们通过在前面补0的方法可以假设，所有各堆的大小都是具有相同位数的以2为基的 
数。）如果每一种大小的子堆的个数都是偶数，我们就称 Nitn 取子游戏是平衡的。因此， 
Nim 取子游戏是平衡的，当且仅当 

〜 +…+ 是偶数 
CLi + & +…+ 是偶数 
ao +心+…+ eo 是偶数 

一个 Nim 取子游戏如果不是平衡的，就称为非平衡的。如果和数& + ~ +… + A 是偶数， 
我们就说第 i 位是平衡的，否则就称为非平衡的。因此，一个平衡的取子游戏就是其中的所 
有的位都是平衡的游戏，而非平衡取子游戏则是至少存在一个非平衡位的游戏。 

于是，我们有 

游戏人 I 能够在非平衡 Nim 取子游戏中取胜，而游戏人 II 能够在平衡 Nim 取子游 
戏中取胜。 

为了理解上述结论，我们推广在2-堆 Nim 取子游戏中所用的策略。设 Nim 取子游戏是 
非平衡的。令最大的非平衡位为第位。于是，游戏人 I 用这样一种方法取子，使得留给游 
戏人] I 的游戏是平衡的取子游戏。具体地说，游戏人 I 选择第位是1 的一个堆，然后从所 
选的堆中取走一些硬币使得游戏成为平衡的游戏（见练习题 33) o 此后，无论游戏人 n 怎么 
做，他留给游戏人 I 的都将是非平衡的游戏，而游戏人 I 再次将游戏变成平衡状态。如此继 
续进行下去，则游戏人 I 必然取胜。如果取子游戏从平衡状态开始，那么游戏人 I 第一次取 
子后必将形成非平衡游戏，这时，只要游戏人 n 取子，他就采取使游戏平衡的策略。 

例如，考虑4-堆 Nim 取子游戏，其中各堆大小分别为7, 9, 12和15枚硬币。这些堆 
的大小写成基为2的数分别是0111, 1001, 1100和1111。用2的幂的子堆表示，我们有 


2 3 = 8 2 2 = 4 2 1 =2 2 ° = 1 

: 大小为 7 的堆 __ 0 1 1 1 

大小为 : 9 的堆 1 0 0 1 

大小为 12 的堆 1 1 0 0 

. 大小为 15 的堆 . 1 1 1 1 


这局游戏是非平衡的，其中第3号位、第2号位和第0号位都是非平衡的。游戏人 I 可以选 
择大小为12的堆并取走11枚硬币，只剩下1枚硬币。由于基为2的数1是0001，取子游戏 
变为平衡状态。同样的道理，游戏人 I 也可以选择大小为9的堆并取走5枚硬币而剩下4枚 
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硬币，或者，游戏人 I 还能选择大小为15的堆并取走13枚硬币而留下2枚硬币。 

1.8 练习题 , 

1 . 证明一张 m 行 n 列棋盘被多米诺牌完美覆盖当且仅当 m 和 n 中至少有一个是偶数。 

2 . 考察一张 m 行 n 列棋盘，其中 m 和 n 都是奇数。为了固定记号，设左上角的方格被涂 
成白色。证明，如果切除棋盘上的任意一个白色方格，那么剩下的棋盘可被多米诺牌完 
美覆盖 。 

3. 设想一个监狱由64个囚室组成，这些囚室排列得恰如一张8行8列的棋盘。所有相邻的 
囚室之间都有门相通。一个被囚在某个角上囚室中的犯人被告知，如果他能够恰好通过 
每个囚室一次而到达对角位置上的囚室，他就将被释放。该犯人能否得到自由？ 

4. 丨）令/ ( n ) 为用多米诺牌覆盖2行”列棋盘而形成的不同的完美覆盖的个数。写出 
/ (1)、/ (2)、/ (3)、/ (4) 和/ (5) 的值。试找出（并验证）计数函数/所满足的 
—个简单的关系。用这个关系计算/ (12)。 

1) 令 g U ) 为用多米诺牌覆盖3行 n 列棋盘而形成的不同的完美覆盖的个数。求出 
g (1)^ g (2), •", g (6 ) 的值。 - •* 

找出用多米诺牌覆盖3行4列棋盘而形成的不同的完美覆盖的个数。 

6 . 指出如何用恰好6 ?欠将一个边长为3英尺的立方体切割成27个边长为1英尺的小立方 

体，但是，在每两次切割之间要对切块进行非平凡的重新摆放。 ^ 

7. 考虑下述棋盘问题的3维情形。定 义一个 3 维多米诺牌为 这样一 个几何 图形，彳#函形 
由两个边长为1个单位的立方体沿表面联结起来而形成的一个长方体。证明能够由3维 
多米诺牌构成边长为 n 个单位的立方体当且仅当”是偶数。如果《是奇数，那么能否构 
造这样一个边长为《个单位的立方体，在其中心有一个边长为1个单位的立方形空洞？ 
(提 示： 将边长为 n 个单位的立方体看成是由边长为1个单位的 n 3 立方体组成的。用黑 
白两色交替对这些立方体着色。） 

8 . 令 a 和6是两个正整数， a 是6的因子。证明，—张 mX n 棋盘能被 a X 6牌片完美覆盖 
当且仅当 a 是 m 及 n 的因子并且6是 m 或 w 的因子（提 示： 将 a X 6牌片分成1 X 6牌 

: 片)。 ' 

9. 利用练习题8论证，当 a 是6的因 子时， 一张 m X w 棋盘能被 a x 6牌片完美覆盖当且仅 
当它有一个平凡的完美覆盖，在这个平凡的完美覆盖中，所有的牌片都朝向一个方向。 

10. 证明当 a 不是6的因子时，练习题8和练习题9的结论未必成立。 

11 . 验证不存在2阶幻方。 

12. 用 de la Loubere 方法构造一'个7阶幻方。 

:13 .用 de la Loubfere 方法构造一个9阶幻方。_ 

14. 构造一个6阶幻方。 

4 ^证明3阶幻方必然在中心位置有一个5。试 推导： 恰好存在8个3阶幻方。 

; 16. 能将下列不完全的方形阵列填成一个4阶幻方吗？ 



14 组合数学 


17. 证明，用 n 2 + l - a 替换 n 阶幻方中每一个整数 a 的结果是”阶幻方。 

18 .令 n 是一个能被4整除的正整数，比如 《=4 m 。 考虑 n X n 方阵的构造。 

I ) 依序从左至右、从第一行到第”行将1, 2，…，填入该方阵。 

II ) 将所得方阵分成 m 2 个 4 X 4 小方阵。将每个这样的 4X4 方阵的两条对角线上的每一 

个数 a 用其“补” n 2 + l - a 替换。 

验证，当》=4或》=8时这种构造产生一个”阶幻方。（对于每一个能被4整除的 n 
都产生一个幻方。） 

19. 证明不存在2阶幻方体。 

*20. 证明不存在4阶幻方体。 

21 •证明，下列10个国家|1，2，…， 10} 的地图（图 1-9 所示）能够用3种但不少于3种 
颜色着色。如果所用颜色是红、白和蓝3色，确定不同的着色方法数。 
i ) 是否存在:2阶幻6边形 （magic hexagon of order 
2 ) ——就是说，能否在下面的六边形阵型中放置 



n 

B 

B 

MM 

B 

D 

D 

D 

■ 



图 1-9 



图 1-10 


22 


1 ，2,…，7七个数使得所有9条“线”的和（即由 
通过对边中点的直线所穿过的六边形盒子内的数的 
和）都是相同的？ 

* ii ) 构造一个3阶幻六边形，即在六边形阵型中（见图 
1 „10)放置1，2,…， W 十九个数（一条边上3个整数）， 

使得所有15条“线”上的和都是相同的（即38)。 

23. 构造一对4阶正交拉丁方。 

24 .构造5阶和6 阶拉丁方。 - 

25. 找出构造^阶拉丁方的一般的方法。 

Z 6 r - 一张6 x 6棋盘被18张多米诺牌完美覆盖。证明，能够将棋盘横 

向或者纵向切割成非空的两部为纟丽不伤及多米 诺牌； 即证明必然 
存在一条断层线。多右上食夜 1 乂 

27. 构造一个用多米诺牌对 8 X 8 棋盘形成的没有断层线的完美覆盖。 

改.在图 1-11 中描述的道路和路口系统（即图论 
中的图）中，确定从 A 到 B 所有的最短路 
径。' 道路上的这些数表示以某种度量单位测 
量出的道路的长度。 

29. 考虑3-堆 Nim 取子游戏，各堆大小分别为 
1, 2和4。证明该局游戏是平衡的并确定游 
戏人 I 第一次取子的方式。 

30. 各堆大小分别为22, 19，14和11的4-堆 Nim 
取子游戏是平衡的还是非平衡的？游戏人工的 

第一次取子方式是从大小为19的堆中取走6枚硬币，游戏人 n 的第一次取子方式是什 
么？ f 

31. 考虑各堆大小分别为10, 20，30, 40和50的5-堆 Nim 取子游戏，这局游戏是平衡的 
吗？确定游戏人 I 第一次取子的方式。 
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32. 证明，在具有奇数枚硬币的堆的数目是奇数的 Nim 取子游戏中游戏人 I 总能够取胜。 

33 •证明，在最大非平衡位为第位的非平衡 Nim 取子游戏中，游戏人 I 总能够通过从其基 
为2的数字中在第 ； 位是1的任意一堆中取走一些硬币，使得游戏达到平衡。 ’ 

34,假设我们改变 Nim 游戏目标，使得最后取走硬币者判为输 （ miske 变形）。证明下述策 
略为取胜 策略： 游戏仍像通常的 Nim 取子游戏那样，但朝着只剩下一堆而且该堆只有 
一枚硬币的目标进行。于是，要么取走一堆中的全部硬币，要么将一堆中的硬币只留下 
一枚而将其余硬币全部取走，以使得取走之后全部游戏中只含有一枚硬币的堆的数目为 

j 奇数。 

| 35. —局游戏在两个游戏人之间如下交替 进行： 游戏从一空堆开始。当轮到一个游戏人时， 
他可以往该堆中加进1, 2, 3或4枚硬币。往堆中加进第100枚硬币的游戏人为得胜 
者。确定在这局游戏中是游戏人 I 还是游戏人 II 能够确保取胜。取胜的策略是什么？ 

36. 假设在练习题35中往堆中加进第100枚梗币的游戏人为失败者，那么谁又能取胜？如 
何取胜？ 

37. 在一次聚会中有8个人，他们逐对分开，分成4个队，每队2人。有多少种分法？（这 
是一类“非结构”覆盖问题。）' '一 …—一 

38. 如果整数1，2，…， n 依序出现在对角线位置（1，1)，（2，2)，…，（《， 《) 上，则 
这个”阶拉丁方就称为幂 等的； 如果在位置 （ f ， j ) 上的整数等于位置（）， /) 上的整 
数，其中^尹_7+，则这个拉丁方就称为是对称的。不存在2阶对称、幂等的拉丁方，构造 
一个3阶对称、幂等的拉丁方。证明不存在对称、幂等的 4 阶拉丁方。对于一般的„阶 
拉丁方又会如何 （ n 为偶数)？ 

39. 在平面上取 2 n 个点的集合，其中没有三个点是共线的，然后将每一个点任意地涂成红 
色或蓝色。证明总能够把红点和蓝点配成对并用线段连接起来，使得没有两条线段是相 

j 交的。 V … 

40. 考虑一块”行 n 列的棋盘和 L 型四格拼板 （4 个方格连在一起形成 L 型）。证明，如果 

棋盘存在一个 L 型四格拼板的完美覆盖，那么”可被4整除。若是棋盘又 

如何？ 



我们在本章考虑一个重要而又初等的组合学原理，它能够用来解决各种有趣的问题，常 
常得出一些令人惊奇的结论。这个原理有许多的名字，但最普通的名字叫鹤巢原理，也叫做 
Dirichlet 抽屉原理，以及 鞋盒原 理 ㊀ 。有关于鸽巢原理的阐释，粗略地说就是如果有许多鵠 
子飞进不足够多的鸽子巢内，那么至少要有一个鸽巢被两个或多个鸽子占据。更精确的叙述 
在下面给出。 

2.1 鸽巢 原理： 简单形式 

鸽巢原理的最简单的形式如下。 

定理 2.1.1 如果 n + 1 个物休被放进 h .个盒子，那么至少有二个盒子包 含两个或更■多 
的物体 。 

II . 

证明： 如果这 n 个盒子中的每一个都至多含有一个物体，那么物体的总数最多 是”。 
既然我们有》+ 1个物体，于是某个盒子就必然包含至少两个物体。 口 

注意，无论是鸽巢原理，还是它的证明，对于找出含有两个或更多物体的盒子都没有任 
何帮助。它们只是简单地断言，如果人们检查每一个盒子，那么他们会发现有的盒子里面放 
有多个物体。鸽巢原理只是保证这样的盒子存在。因此，无论何时鸽巢原理被用来证明一个 
排列或某种现象的存在性，除了考察所有可能性之外，它都不能对任何构造排列或寻找现象 
的例证给出任何指示。 

还要注意，.鸽巢原理的结论不能被推广到只存 在”个 （或更少）物体的情形。这是因 
为我们可以把不同的物体放到 n 个盒子的每一个中去。当然，在这些盒子当中可以这样分 
发 物体： 一个盒子放入两个物体，但对任意分发这是没有保证的。鹤巢原理只是断言’在《 
个盒子中无论如何分发《 + 1个物体，总不能避免把两个物体放进同一个盒子中去。 

我们可以把将物体放入盒子改为用《种颜色中的一种颜色对每一个物体涂色。此时，鹤 
巢原理断言，如果 n + 1 个物体用 n 中颜色涂色，那么必然有两个物体被涂成相同的颜色。 

下面是两个简单的应用。 

应用1在13个人中存在两个人，他们的生日在同一个月份里。 口 

应用2设有 n 对已婚夫妇。为保证能够有一对夫妇被选出，至少要从这2«个人中选 
出多少人？ 

为了在这种情形下应用鹤巢原理，考虑”个盒子，其中一个盒子对应一对夫妇。如果 
我们选择《 + 1个人并把他们中的每一个人放到他们对偶所在的那个盒子中去，那么就有同 
一个盒子含有两 个人； 也就是说，我们已经选择了一对已婚夫妇。选择 71 个人使他们当中 


㊀鞋盒这个词是误译，它来自德文 Schubfach， 其原意为鸽巢或文件架（在书桌里面)。 
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一对夫妻也不能有的两种方法是选择所有的丈夫或选择所有的妻子。因此 ， n + 1 是保证能 

| 有一对夫妇被选中的最小的人数。 . □ 

, 

还存在一些与鸽巢原理相关的其他原理，有必要正式叙述如下。 

。 也運 个物体放入 n 个盒子并且没有一个盒子是牵的.那么县个含干怜 f 紅食二 

± M ^ ^ 

a 左•没有盒子被放入多于一个的物体，那么每个盒子里 

~ ' " ^^ 

在应用2里，如果我们这样 选择” 个人，从每一对夫妻中至少选一人，那么我们就从 
每对夫妻中恰好选出了一个人。同样，如果我们选择 n 个人的方法是从每一对夫妻中至多 
选一人，那么我们就从每对夫妻中至少（从而也恰好）选出了一个人。 

现在，把所阐明的这三个原理更抽象地表述为： 

令 x 和 y 是两个有限集，并令/: x — y 是一个从 x 到 y 的函数。 

。如果 X 的元素多于 Y 的元素，那么/就不是一对一的。 

。如果 X 和 Y 含有相同个数的元素，并且/是映上 （ onto ) 的，那么/就是一对一的。 

9 如果 x 和: T 含有相同个数的元素，并且/是一对一的，那么/就是映上的。 □ 

应用 3 給定-饥士笔数內， a 2 , …，、，存在整数々和/， 0^ k < Km , 使得， + 1 + 

I 些 a 的和能被 w 戀。 * 

I 为了深入这个问题，考虑 m 个和 

a l ? + <^25 + <22 + …， 江1 ++ <23 + ••• + 

如果这些和当中的任意一个可被 m 整除，那么结论就成立。因此，我们可以设这些和中的 

每一个除以 m 都有一个非零余数，余数等于1，2,…， m - U 由于存在 m 个和而只有 

肌 -1 个余数，则必然有两个和数除以 m 有相同的余数。因此，存在整数 々和 Z ， 々</，使 

得 a ! + a 2..+ …+办和〜+ & +…+屮除以 m 有相同的余数 r : 

I " "" ： - . . 

I ^a x + a 2 + **• + = 6m + r , q + a 2 + ••• + ^ = cm + r r 

二式相减，我们发现 a k +! + •-- + a / = (c - b)m , 从而办. +1 +…+ a z 能够被 m 整除。 

为了解释上面的论断 e ， 令 m = 7 并令整数为2, 4, 6, 3, 5, 5, 6。计算上面的和得 
到2, 6, 12, 15, 20, 25, 31,其中当被7除时余数分别为2, 6, 5, 1, 6, 4, 3。有两个 
等于6的余数，这意味着 结论： 6 + 3 + 5 = 14可被7整除。 … □ 

座里土 _ 厂位国际象棋大师有 U 周的时间备战一场锦标赛，他决定每天至少下一盘棋， 
但为了不使自己过于疲劳他还决定在每周不能下棋超过12盘。证明存在连续若干天，期间 
这位大师恰好下了 21盘棋。 

令 q 是在第一天所下的盘数， a 2 是在第一天和第二天所下的总盘数，而巧是在第一 
:天、第二天和第三天所下的总盘数，等等。由于每天至少要下一盘棋，故数值序列〜， 

；- « . - 

㊀ 这个论断实际上包含一个好的算法，它的有效性依赖于鸽巢原理，为了找到那些连续的 a , 该算法比考察连续 

个 a 所有的和要更有效。 
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a 2 ，…， fl 77 是一个严格递增的序列 61 。此外， a ,>\, 而且由于每周下棋最多是12盘， a 77 < 
12 X 11=132®。因此，我们有 

序列 q + 21 Ta 2 + 21， •• • ， 勾 7 +迈也是二干^袼递增序列: 

.〜一 ..二」芝緣〜… 22 么1 + ^ «2+. 21 < •：••< «77 + 21^132 + 21 = 153 : r : 乂 

于是，这 154 个数 

ai ， a 2 , …， a 17 , ai +21, a 2 + 21, …， a 77 + 21 

中的每一个都是1到153之间的一个整数。由此可知，它们中间有两个是相等的。既然 
a 2 , a 77 中没有相等的数，并且〜+21， 幻 + 21，…， a 77 + 21 中也没有相等的数，因 

此必然存在一个 f 和一个 j _ 使得 a ; = % + 21。从而，这位国际象棋大师在第 i + 1, j +2, •••, 
天总共下了 21盘棋。 口 

应用 S 从整数1，2,…，200中我们选择101个整_数。证明，在所选韵这些整数之间 
存在—个 i 样的整数，其中的一个可被另一个整除。 

. J 甬付分解,屮，尽可能多的2因子，我们看到， 整数都 可以写 _ 成夕 x a 的形式，甚史 
左>0并且 a 是奇数 & 对于1和 -200 之间的一■个 整数， a 是100个数1, 3, 5，…，199中的 
一；此，一 fiS 的101个—数中存在两个整数，当写成上述形式时这两个数具有相同的 
a 值。令这两个数是 2〃 x a *2 5 x a 。 如果 r < s ， 那么第二个数就能被第一个数整除。如果 
r > s , 那么第一个数就能被第二个数整除。 口 

^), g 用5在这种意义下是最好的可 能: 从1，2,…，200中可以选择这样的100个 
数，# 没有一个能被另一个整除，比如，101，102,…，199, 200就是这样的整数。 

我们以另外的、来自数论中的应用来结束本段。首先我们回忆，如果两个正整数 m 和 
n 的最大公约数*^是1，我们就称它们为 互素。 于是，12和35互素，而12和15则否，因为 
3是12和15的公因子。 . , 

应用6 (中国剩余定理）令爪和 n 为二互素的正整数，并令 a 和6为两整数，且0< 
- 1以及 - 1。于是，存在一个正整数 X ，使得 x 除以 m 的余数为〜并且 x 
除以 n ' 的余数为6;即: c 可以写成 i = _ + a 的同时又可写成工=奶+ 6的形式，这里，户 
和 g 是两个整^ 

为证明这个^论，我们考虑〃个整数 

a , m + a , 2 m + a , …， (n — 1) ?n + a 

这些整数中的每一个除以 w 都余 a 。 设其中的两个除以 n 有相同的余数 r 。 令这两个数为 


© 序列的每一项大于它前面的那一项。 

㊁ 这是仅有的一处用到假设的 地方： 在这 11 周韵任一周，都是最多只能下 12 盘棋。因此，该假设可被替换成假 
设： 在 77 天内最多只能下 132 盘棋。 

㊂ 也叫做最大公因子或最高公因子。 
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1 和 jm + a ， 其中 - 1。因此，存在两整数&和％，使得 

im + a = q(n + r 

I " 〜二 .〜 二 ： .. 〆， ..... ~.一 .. … . 一 , ...... ' 

I 及又 ....> '■" ■ . ] -r : ' - ■ H 乂二二 ：. V . V 

jm + a = qjn + r .. 二一 

I 第二个方程减去第一个方程，得到 

( j ~ i )m = .(qj - qi )n 

上面的方程告诉我们， n 是（_7'-0 m 的一个因子。 由于 n 与 m 没有除1之外的公因 

I 子， 因此”是尸 i 的一个因子。然而， Q ^ f < - 1意味着 0</-：^^ nj - 1,也 就是说 

I n T 可能是 j - 、的因 f 。该 矛盾产生 w 个整数 a , m + a , 2 m + a , , 

(?z - 1) + a 中会余塾。因此我们断言，这 n 个数中的每一个数除 

以 n 都有不同的余数。根据鸽巢 原理： n 个数，0, 1，…， H -1 中的每一个^都要 

出现； 特别是数6也是如此。令/>为整数，满足且使数1 = ^77^以„ 

；：余数为6。则对于某个适当的 g ， 

囊 „ n _{_ L 

饔 x — qn 十 b 

I ^：- t v - 

因此 ， x = pm + a_&x = gn + 6, 从而 x 具有所要求的性质。 □ 

一个有理数 a 外最终可以写成十进制的结论实际上就是鸽巢原理的推论，我 
们将其证明留作练习。 ^ 

对于进一步的应用，需要鸽巢原理的一种增强的形式。 

2.2 鸽巢 原理： 加强彤式 

下列定理包含定理2 . 1 . 1作为它的特殊情形。 

議 

定理 2.2.1 令 ' q \，（ j 2, , g ；! 为正整数。如果将一 

q { -{- q 2 + - q n — ?1 + 1 

I 

I n 个盒子3，那么，或者第： 企盒壬■至 或第二企金子至■少. 

| 含有仍 个物体， …，或者第 n 今盒子至少金肩1^ 4" 物体 。 

证明：设将 gi I gi + ••• + <?„ ~ n + l 个物体分放到 _?z 个盒子中。如果対于每个 i _= 1， 

2, n , 第 f 个盒子含有少 于&个 物体，那么所有盒子中的物体总数不超过 

….…： .„.,.. ; . r ，: , ：i： ;i ... . ..., ,, r； , .，：. VSj ，, v . - 

(gi - 1) + (92 — 1) 十 … 十 (q n — i) -qi + 92 + "■ + Qn ~ n 

1 : 

该数比所分发的物体总数少1，因此我们断言，对于某一个 z = l , 2,…，〃，第 f 个盒子 
至少包含&个物体。 □ 

注意，能够将 yi + <? 2 +〜 + 个物体用下面的方法分到 n 个盒子中，对所有的/ = 

1，2,…， n ， 第 i 个盒子都不能含有&个或更多的物体。我们可以通过将 a -1 个物体放 
. 入第一个盒子，将 g 2 - 1个物体放人第二个盒子等等来实现。 

鸽巢原理的简单形式是由其强化形式通过使 = = 〜 = 得到的。由此有 
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qi + q 2 + + q n ~ n + \ = 2n — n + \ — n + 1 


鸽巢原理的加强形式用着色的术语表述 就是： 如果 h + g 2 + …+ - n + 1个物体中的％ 

在初等数学中，鸽巢原理加强形式最常用于 ？1 ， g 2 , …，<?„都等于同一个整数 r •的特 
殊情况。在这种情况下，该原理叙述 如下： 


• 如果； z 0-1) + 1个物体放入 n 个盒子中，那么至少有一个盒子含有 r 个或更多 

的物 体。 ' 、 ：: i 、 ; ； ： ，： 

0 如果 77 个非企整数 m 〗， mo , …， m n 的平均数 大 — 1 : 

I ~ I I ~ ill. I " ' ■ l| ,l ■!■ ■« -一丨 ~ 


my + 撕 2 + … + m n 

n 


> r — 1 


么至少有一个整数大于或等于 r 。 

这两种叙述之间的联系可以通过取 n ( r - l ) + l 个物体并将它们放入 n 个盒子中得到。 
对于 z ‘ = 1, 2 ,…， w ,令 m , •是第 z ‘个盒子中的物体个数。_于是这 w 个数7^， m 2 , …， 
m n 的平均数为 


7?1 { + m 2 + •" + m n n ( r -1) +1 / ,、 ，1 

: n = n = (r ~ 1} + n 

由于这个平均数大于 r -1， 故而有一个整数 w ; 至少是 r 。 换句话说，这些盒子中有一个盒 
子至少含有 r 个物体。 

另一个平均原理是： 

。如果《个非负整数叫， m 2 , …， m n 的平均数小于 r + 1， 即 


?7 l i + 7712 十 • • • + m n 


| 史 y ~ r 个整数 小于 r + 1 Q ^ 

■•' ■"»»•„. .'." 1 " •- ••-：r°T~~™ , "™ r T-— .. 1111 " Ml 11 * 1 **"* 11 ... • -: .， - - -. .... , n- . ..... ..二 .. . . 

应用 7 —篮子水果装有苹果、香蕉和橘子。为了保证箄子内或者至少8个苹果或者至 
少6个香蕉或者至少9个橘子，则放人篮子中的水果的最小件数是多少？ ^ 

由鸽巢原理的加强形式可知，无论如何选择， 8 + 6 + 9-3 + 1 = 21 件水果将保证篮子内 
的水果满足所要求的性质。但是，7个苹果、5个香蕉和8个橘子，总数20件水果则不满足 
所要求的性质。 □ 

另外一个平均原理是： 

。 如果 n 个 非负整数 ?^， m ,， 的平均数至少等于 r , 那么这 7 Z 个整数叫， 
m 2 , •••, .至少有一个满足 

1 唯痛 I — _ . ⑴ 1 *- 1 丨 U 丨 ^ 

应用8两个碟子，其中一个比另一个小，它们均被分成200个恒等的扇形。在大碟子 
中佳造100个扇形并涂成 红色； 而其余的100个扇形则涂成蓝色。在小碟子中，每一个扇形 
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或者涂成红色，或者涂成蓝色，所涂红色扇形和蓝色扇形的数目没有限制。然后，将小碟子 
放到大碟子上面使两个碟子的中心重合。证明，能够 篮两个碟子的扇形对齐使得小碟 f 和女 
碟子上相同颜色重合的扇形的数目至少是 loo 个。 . . . . . . 〜 

为了分析问题，我们来考察，如果将大碟子固定，那么就存在200个可能的位置使得小 
碟子的每一个扇形含于大碟子的扇形中。我们首先数一下两个碟子重合的200个扇形中颜色 
匹配的扇形的总数，由于大碟子每种颜色的扇形都有100个，因此小碟子的每个扇形在颜色 
上匹配大碟子上的对应扇形恰好是200个可能位置中的100个。于是，在所有的位置上，颜 
色匹配的总数等于小碟子上的扇形数乘以100,其结果为20 000。因此，每一个位置上的平 

从而; j 必然存在某个位置其颜色匹配数至少为 iqqo _ □ 

下面我们要讨论的应用是由 Erd 6 s 和 Szekeres 首先发现的 e 。 

I 

W fWk 9 证明每个由 n 2 + l 个实数构成的序列 ai , a 2 ，…， 〜 2 + 1 或者含有长度为 n + 1 
白'勺递增子序列，或者含有长度为 n + i 的递减子序列。 

| 

我们首先澄清子序列的概念。如果6 2 ，…，是一个序列，那么，\，\， …， 
^则是 一个子序列，其中， Kii < i 2 < h < m 。 于是，6 2 ，6 4 ，6 5 __，6 6 _是 h ， 

b 2 , •••，〜的子序列，但办2,则不是。子序列\，匕 2 ，…，\若满足 — 
则称为递增的（更恰当的），而若满足则称为递减的。 

现在来证明应用9的结论。我们假设不存在长度为^ + 1的递增子序列，则证明必然存 
在长度为 n + 1的递减子序列。对于每一个々 = 1，2,…，《 2 + 1，令为最长的递增子序 
列的长度，该子序列从％开始。__设对于每一个6 = 1，2，…， n 2 + l , 有 m k ^n ,使得不 
存在长度为 《+1 的递增子序列。由于 叫>1 对每一个6 = 1，2,…，立，故]^ 
数叫， m 2 ，…， m „ 2 + 1 是1 和月 之间的 n 2 + l 个整数。 、由路辱辱理巧加强形式可 g ， 数 
m x , m 2 , •••, .饥》 2 +1 有 »+ 1 _个是相笔 的。令 ?? 

. : ^ r = % 2 = … = 叫„+丄 

其中 …< h + i ^ 722 + 1。设对于某个 i = 1，2， ••• ， n ，有 a k :< a k , 。于是， 

I i r +1 

由于 k { < k i+l , 我们可做成一个从开始的:迸将％放在前面而得到一 
个从％.开始的递增子序列。但这意味着 + 因此我们断言， al > a ki+ : 0 由于这对 
于每一 Yhl , 2, ■••:.， n 均成立，因此我们又有 1 : 

从而我们断言 ， qw ，…， Q 是一个长度为 rz 丈1的递减子序列。 □ 

下面是应用9的一个有趣的实例。设& 1个人肩并肩地排成一条直线。于 
+ 1 个人向 前历出一弗.俥得从斧至右他们的身高是递增（或梯减）的„ 只要用排队和 
身高的术语通读一遍应用9的证明，即可得到这个结论的证明。 


© P.Erdos and A. Szekeres: A combinatorial problem in geometry, Coinpositw Mathematica l 2 (1935) ， 463-470 。 
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2.3 Ramsey 定理 

现在義们来论鸽巢原理的一个深刻而又重要的推广，它就是以英国逻辑学家 Frank 
Ramsey® 的名字命名的 Ramsey 定理 @ 。 

Ramsey 定理的最流行和容易理解的例子是： 

在6个(或更多的）人中，或者有3个人，他们中的每两个人都互相 认识； 或者有3个 

人，典们中的每两个人都彼此不认识。 

证明该结果的一种方法是考察这6个人相识和不相识的所有不同的可能方式。这是一种 
冗长乏味的工作，但是，坚毅的人能够完成这项工作。然而，有一个既简单又优美的证明， 
它避免了对各种情形的考虑 r 在给出这个证明以前， 

K 6 -K 3 , K s (读做 K 6 箭指 K 3 , K 3 ) (2-1) 

这是什么意思呢？首先，我们用 K 6 代表6个物体（例如6个人）和由它们配成的全部 
15对（无序的）对的集合。我们通过在平面上选出6个点来画出 K 6 , 其中没有3个点是共 
线的。然后，画出连接每一对点的连线或边（现在，这些边就代表这些点对)®。一般说来， 
我们用表示 n 个物体和这些物体中所有的由每两个物体配成的对。对 {n = l , 2, 3, 
4, 5) 的解释由下面的图 2-1 给出。注意， K 3 的图是一个 H 角形图形，我们常常把 K 3 叫 
做三角形。 : 



K 2 K 3 K 4 K 5 

. - ： ■ . ■ - *■ \ 

我们把边涂成红色表示熟人相识，涂成蓝色表示彼此不认识，由此我们可以分辨出两个人 
是相识还是不 相识。 现在， Ig jA 识的_3个人即为仏， K , 的$ 条)1都被涂成是个红 
K 3 o 类似地，3个互不相识的陌生人则形成一个蓝 iC 3 。 现在我们可以解释表达式（2-1)。 
K 6 — K 3 , K 3 是一个结论： $论的边用红色和_蓝色如何去淦. 

(原始的6个点中有3个点，它们之间妁3条线段均被着成红色）原始的 

为了证明尺 6 — k 3 , k 3 , 我们论述如下。设 K 6 的边已被以任一种方式涂成红色或蓝 
色。考虑 K 6 的任意一点力。它接触到5条边。由于这5条边的每一条都被涂成红色或是蓝 

© Frank Ramsey 生于 1903_ 年，死于 1930 年，时年不足 27 岁。尽管他过早辞世，但是他奠定了如今称为 Ramsey 

理论的基础。一 " … — 一 ：:了 

㊁ 该定理的一个证明見 H.J.Ryser ： Co?7ibinatorial Mathematics , Mathematical Association of America, Providence 
(1963 )， 或 R.L.Graham, E.L.Rothschild and J.H.Spencer ： Ramsey Theory, second edition, Wiley, New York 
(1990 )。 

㊂ 在后面各意中， 叫做 n 阶完全图。 
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色，从加强形式的鸽巢原理可知，这5条边中或者至少有3条边涂的是红色，或者至少有3 
条边涂的是蓝色。我们设接触到 f 点的这5条边中有3条边是红色的（如果有3条边是蓝色 
| 的，则以下的证明类似）。令这 ^条红盈分 cj 点相连。考虑将 a 、 6 、 c 
i 两两相连的边。如果这些边都是、6, 如果它们 

中的势，比如连接 a 和6的边是红色的，那么 t a 、 6就确定一个红 K 3 。 因此，我们 
得到： 適塞 或考是 个红 ^者是二个_蓝_&。_ 

我^15^7^5'^^17^"5^5^75是因为存在某种给 k 5 的边涂色的方式， 

:使得既无红 _ K 3 也无蓝 K 3 。 这种涂色方式由图 2-2 表示，其中五边形的边（以实线表示的 
边）是红色边，而里面的五角星形的边（以虚线表示的边）是蓝色的边。 

更一般地， Ramsey 定理可叙述为： 

印果是两个整数，叨辟在一个正整笔 p 使 得 

K P — K m，L 

无过，淳个定理仍然疋是 Rainsev 定理的最二~般_的避式^ 

用话来叙述就是，给定 m 和 n ， 存在一个正整数 f ， 使得如 
果的边被涂成红色或蓝色，那么或者有一个红色的，或 
者有一个蓝色的 K „。 MtK p 的边如何着色，红色或者蓝色 
K n 的存在性是保证的。 

如果 JCp — K m ，，那么对任何的 q>p HKq 一 K m , K^n Ramsev 数 —r ( m _. n 、— 

j 上面我们证明了 ^ ~~ ~ " ’ 

I r (3,3) = 6 

可以确定 r (2， n ) 和 r ( m ，2)。 我们下面证明 r (2, n ) = n : 

( r (2, n )< n )： 事实上，如果我们把 K „ 的边或者涂成红色'或者涂成蓝色，那么，或者 
的某条边是红色的（因此我们就得到一个红 K 2 )， 或者所有的边都是蓝色的（因此 
我们就得到一个蓝/^)。 

( r (2, n )> n ~ l )： 事实上，如果我们把的边都涂成蓝色，那么我们既得不到红 
； K 2 , 也得不到蓝 K „。 

用类似的方法可以 证明厂 ( m , 2) — m Q 这—数梦为矛八巧 Rgmsey 数。 一 般地，可以_ 
通过交换红色和蓝色的位置得到 — ^ 

r(m , ? 2 ) = r(n , m ) 

记住上面这个结论，则关于非平凡 Ramsey 数 r ( m , n ) 的一些已知结果可列表如下 : e 
, r (3,3) = 6 

r (3,4) = r (4,3) = 9 
r (3,5) = r (5,3) = 14 



㊀ 由 S. P，Radziszowski 所写的论文 “Small Ramsey Numbers”, Electronic Journal of Combinatorics , Dynamic Survey # 1 
包含这些信息及其他信息。 
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r(3,6)=r(6,3) = 18 
r(3,7) = r(7,3) = 23 
r(3,8) = r(8,3)=28 
r(3,9) = r(9,3) = 36 
40<r(3,10) = r(l0,3)<43 
r(4,4) = 18 
r(4,5) = r(5,4) =25 
43<r(5,5)<55 

注意 ， r (3 ， ]0) 在 40 和 43 之间意味着 


以及 


K43-K3, K 10 


k 29 /^k 3 , k 10 

因此，不存在既不形成红 K 3 又不形成蓝 K 10 的给 K 43 的边涂色的 方法； 存在给 K 39 的边涂 
色的方法使得既不形成红 K 3 又不形成蓝 K 1G ， 但是不知道这两个结论对 K 4G ， K 41 和 K 42 是 
否成 JL 。 结论 43 <r (5, 5) <55意味着， K55 — K5 ， K5 并存在一■种给 K42 的边涂色的方 
法使得无法形成单色的 K 5 。 

Ramsey 定理可以推广到任意多种颜色的情况。于是，如果 ni , 和〃 3 是大于或等于 
2的3个整数，则存在一个整数使得 

Kp—K、, K„ 2 , K„ 3 

就是说，如果〜的每条边被涂上红色或蓝色或绿色，那么或者存在一个红或者存在 
—个蓝 K „ 2 , 或者存在一个绿 K „ 3 。 使该结论成立的最小的整数 {称为 Ramse ^ 数 r ( 7Zl ， 
n 2 , n 3 )。 已知这种类型的仅有的非平凡 Ramsey 数为 

r (3,3,3) = 17 

Ramsey 数 r ( n u n 2 ， …， n k ) 可用类似的方法定义，而 Ramsey 定理在点对（边）情形 
下的完全推广形 式是： 这些数 存在； 即存在一个整数 p 使得 

K p ~^K ni , K„ z ， K„ t 

Ramsey 定理还有更一般的形式，在这种形式中点对（两个元素的子集）由 z 个元素的 
子集代替，其中为某个整数。令 


K 

表示 n 个元素的集合中所有的 f 个元素的子集的集合。将上面的概念推广， Ramsey 定理的 
一般形式可叙述 如下： 给定整数及整数 91 ， g 2 ， …， q k > t , 存在一个整数 f 使得 

d ， 乂，…，々 

也就是说，存在一个整数 p 使得如果将 f 元素集合中的每一个 r 元素子集指定》种颜色 Cl ， 
c 2 , …， Q 中的一种，那么或者存在 91 个元素，这些元素的所有 i 元素子集都被指定颜色 
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- Cl ， 或者存在<?2个兀素，这些兀素的所有 i 元素子集都被指定颜色 C 2 , …，或者存在 .办个 
: 元素，这些元素的所有 f 元素子集都被指定颜色 q 。 最小的这样的整数 > 则为 Ramsey 
!数 

r t ( qi ， q2r -' , q k ) 

设 r = l 。 于是 ， n ( gi , g 2 ， …，办）就是最小的数夕，它满足如果夕个元素集合的元素 
用颜色 Cl ， c 2 ，…，中的一种颜色涂色，那么或者存在个涂成颜色^的元素，或者存 
:在 g 2 个涂成颜色 c 2 的元素，…，或者存在％个涂成颜色4的元素。因此，由鸽巢原理的 
加强形式， 

,Qk)~ qi + q2 + '" + Qk~ k + l 

就证明了 Ramsey 定理是鸽巢原理的加强形式的推广。 

确定一般的 Ramsey 数 r , ( w ， g 2 ， …，办）是一个困难的问题。关于它们的准确值我 
们知道得很少。不难看出， 

| r t {t , q 2 ,"-, q k ) = r t { q 2 ,-" , q k ) 

\ 并且这里01，幻，…，办的顺序并不影响 Ramsey 数的值。 

2.4 练习题 

V 关于本节中的应用4,证明对于每个 A = 1，2,…，21存在连续若干天，在此期间国际 
象棋大师将恰好下完6局棋（情形 A =21是在应用4中处理的情况）。能否 论断： 存在连 
续若干天，在此期间国际象棋大师将恰好下完22局棋？ 

I 2.关于应用5,证明如果从1，2,…，200中选出100个整数，所选的这些整数中有一个 
小于16,那么存在2个所选出的整数，使得它们中的一个能被另一个整除？ 

3. 通过从集合 jl ， 2,…，2«丨中选择一些整数，（选多少?）来推广应用5。 

4. 证明，如果从集合|1, 2,…，2刹中选择77 + 1个整数，那么总存在两个整数，它们 
之间相差为1。 

5•证明，如果从 jl ， 1…， 3 n 丨中选择 n + 1 个整数，那么总存在两个整数，它们之间 
最多差2。 

: 6 .推广练习4和练习5。 

j ，.证明，对任意给定的52个整数，存在其中的两个整数，要么两者的和能被100整除， 
要么两者的差能被100整除。 

务/用鸽巢原理证明，有理数〃展开的十进制小数最终是要循环的。例如， 

34 478/99 900 = 0.345 125 125 125 125 12… 

9.— 间屋内有10个人，他们当中没有人超过60岁（年龄只能以整数给出）但又至少不低 
于1岁。证明,.总能够找出两组人（两组不含相同的人），各组人的年龄和是相同的。题 
中的数10能换成更小的数吗？ 

一个孩子每天至少看一个小时电视，总共看7周，但是每周看电视从不超过11小时。 

/证明，存在连续若干天在此期间这个孩子恰好看电视20个小时（假设这个孩子每天看 
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电视的时间为整数个小时)。 

11. 一个学生有37天用来准备考试。根据过去的经验，她知道她需要不超过60小时的学习 
时间。她还希望每天至少学习1小时。证明，无论她如何安排她的学习时间（不过，每 
天都是整数个小时），都存在连续的若干天，在此期间她恰好学习了 13个小时。 

12. 举例证明，中国余数定理的结论（应用6)，当州和《不互素时未必成立。 

M 3 .令 S 是平面上6个点的集合，其中没有3个点共线。由 S 的点所确定的15条点间线 
段或者被涂成红色，或者被涂成蓝色。证明，至少存在两个由 S 的点所确定的三角形 
或者是红色三角形或者是蓝色三角形（或者两者都是红色三角形，或者两者都是蓝色 
三角形，或者一个是红色三角形而另一个是蓝色三角形）。 

14. 一只袋子装了 100个苹果、100个香蕉、100个橘子和100个梨。如果我每分钟从袋子 
里取出1种水果，那么需要多少时间我就能肯定至少已拿岀了1打相同种类的水果？ 

15. 证明，对任意 n + 1个整数々，<22，…，+1存在两个整数屯和屮， i 參 j , 使得〜-丐 
能够被 n 整除。 

16. 证明，在一群 n > l 个人中，存在两个人，他们在这群人中肴相同数目的熟人（假设没 
有人与他或她自己是熟人)。 

Q ). 有一个100人的聚会。每个人都有偶数个（有可能是0个）熟人。证明，在这次聚会上- 
存在3个人有相同个数的熟人。 

18. 证明，从边长为2的正方形中任选5个点，它们当中存在2个点，这2点的距离至多为 

19. i ) 证明，在边长为1的等边三角形内任意选择5个点，存在2个点，其间距离至多为 
1/2。 

ii ) 证明，在边长为1的等边三角形内任意选择10个点，存在2个点，其间距离至多 
为 1/3。 

iii ) 确定一个整数使得如果在边长为1的等边三角形内任意选择的个点，则 
存在2个点，其间距离至多为 1/ n 。 
jQ . 证明 ， r (3, 3, 3) <17。 

\ l . 通过展示用红蓝绿3色给连接16个点的各线段涂色的方法证明 r (3, 3, 3) >11, 
其中，涂色结果具有 性质： 不存在3个点使得连接它们的3条线段都被涂成相同的颜 
色。 

22. 证明 ， r (3, 3,…， 3) < U + 1) (， （3, 3, …， 3) — 1) +2 

' ~k + l , ' k ~ 

利用该结果得出 r (3, 3,…， 3) 的一个上界。 

s Y / 

23. 将连接10个点的各个线段 I 意涂成红色或涂成蓝色。证明，必然存在3个点使得连接 
该3点的3条线段都是红色的，或必然存在4个点使得连接该 4 点的6条线段都是蓝色 
的（即 r (3, 4) <10 ) o 

24. 令 g 3 和 f 为正整数且确定 Ramsey 数((， g 3 )。 

25•令 Q ， g 2 ， …，办 ， Z 为正整数且 q 2 > t , …， qk ^ t 。 ♦ m 为 q u q 2 , …， q k 
中之最大者。证明 
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- r t ( m ， m ， …， m )'^ r t ( gi , ，…，仍). 

结论： 为了证明 Ramsey 定理，只要在 9l = g 2 =…=仍的情形下证明之即可。 


26. 设游行乐队的 mn 个人以下述方式站成 m 行 n 列的 方队： 在每一行中的每个人都比他 
V 或她左边的人高。假设指挥将每一列的人以身高从前至后增加的顺序重排。证明，各行 

仍然是以身高从左至右增加的顺序排列。 

27. jl , 2, n | 的子集的集合具有如下 性质： 每一对子集至少有一个元素是公共的。证 
明，在该子集的集合中最多存在个子集。 

28. 在一次舞会上有100位男士和20位女士。对于1，2,…，100中的每个£，第 i 位男士 

选择 A 位女士作为他的潜舞伴（这~位女士组成他的跳舞表），以这种方式得到20位 
男士的任意组，然而，将20位男士和20位女士配成舞伴对使得每位男士和他的跳舞表 
中的一位女士结成舞伴总是可能的。保证做到这一点的最小的和 q +…+ a „ 是 

f 少？摩 f 減 '二呵觀：闸<你辑冰）^ 3 
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本书的大部分读者会有简单的计数问题的经验，因此很可能熟悉“排列”和“组合”的 
概念。但是，有经验的计数者知道，即使看似颇为简单的一些问题也可能在它们的解法中出 
现诸多困难。众所周知，为了学好数学必须去做数学，在这里尤其更是如此——严肃的学生 
应该尝试解决大量的问题。 

本章探讨两个一般的原理及它们所蕴涵的某些计数公式。这些原理中的每一个都给出一 
个我们也要讨论的“补”原理。 

3.1 四个基本的计数原理 - 1 

第一个原理 e 是初等的。它是全体等于它的各部分的和这一原理的公式化 
集合 S 的一个划 ，即为！ M 壬集啟集合 S 」， S 2 ，•_-/„,， 使得 _5_的每二±元素恰妊是这_ 
基壬 皇之一的元_考_ : 

； f]Sj = 0 ( i^j ) 

孟塞我们注意，划分的一个部分可以是空的，不过，考 
虑带有一个或多个空部分的戈 | 分通常没有什么益处。集合 s 的元素个数表示为 isi , 有时称 
之为 S 的大小。 t: 

加法原理^墓金部 金^，&，‘“，心。则5的_元素的企数可以通过故出它的 
每一 个部分的元 素的个 数来确定 ，- 我们把这典 i •相力 if 到-_ 

J ! 丨，丨》丨+丨 ^2 + …+丨 〜.… 

如果集合…， S m 可以重叠，那么我们能够使用一个更深刻的原理来计数 S 中元素的 
个数。这个定理就是第6章的容斥原理。 

在应用加法原理时，我们通常先要描述性地定义部分。换句话说，我们把问题分成互相 
排斥的若干情形，而这些情形包括了所有的可能。 应用加法原理的技巧 g 在于把要被计数的 
集合 分’_’，即 _ iil 分成能够容易计数的部分 t 不过.这句话需要解 
释。如果我们把集合 S 划分成太多的部分，那么我们就给自己找了麻烦。例如，如果我们 
把 S 划分成一些部分，使得每部分只含有 f 个元素，那么应用加法原理就与对部分的数目 
计数是一样的，而这基本上与列出 S 的所有的元素并没有什么区别。因此，一个更为恰当 
的描述是，应用加法原理的技巧在于把集合 S 划分成“不太多的易于处理的部分”。 

例设我们想求出威斯康星大学麦迪逊分校所开设的不同课程的数目。我们按照列出课 


㊀ 按照 77ie Random House College Dictionary 1975 年的修订版，一个原理是： 1) 一条被接受或承认的行动或行为的法 
则； 2 )— 条基本的定律、公理或信条。我们的原理是数学的基本苳律，以及求解计数问题的重要行动法则。 
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程的系来划分这些课程。假设没有交叉列出（交叉列出发生在同一课程被多于一个的系列岀 
的情况），则该大学开设的课程数等于每个系开设的课程数目的和。 □ 

用选择的术语叙述加法原理的形 式为： 如果有 f 种方法能够从一堆中选择一个物体， 
而有 g 种方法也能够从另外一堆中选择一个物体，那么从这两堆中选择一个物体的方法共 
有 p + g 种。这 种形式的加法原理可以容易地推广到多于两堆的情况。 

例一名学生想选修一门数学课程或一门生物课程，但两者不同时都选。如果现有4门 
数学课程和3门生物课程为该生的选课范围，那么该学生能够以4 + 3 = 7种方法选择一门课 
\ 程来进修。 □ 

第二个计数原理要稍微复杂一些。虽然我们是以两个集合的形式叙述的，但它可以推广 
到任意有限多个集合的情形。 

乘法原理 4^ S 是々童逆 房偶 （ a 」〕、 的 集合.其中第一个元素 <2来自 大4、为的一个^ 
集合，而对于^的每个选择，元素6存在着 a 种选择。于是， S 的大小为 AYr /: 

ISl ^ pXq 

乘法原理是加法原理的一个推论。令~， &2 ，…，~是对元素 a 的 p 个不同的选择。我 
们将 S 划分成部分 Si , S 2 ，…，士，'其中 S , •是 S 内第一个元素为七 （f = 1，2 v • ， f ) 的序偶的 
： ；集合。每个 S ; 的大小为 g , 因此由加法原理有 

I S I = I S ! | + | S 2 1 + …+ I I 

= q + q + ■•- + q(.P q ) 

^pXq 

j 上述推导用到了整数的乘法就是重复的加法这一事实。 

乘法原理的第二种形 式是： 如果第一项任务有个结果，而不论第一项任务的结果如 
何，第二项任务都有 g 个结果，那么，这两项任务连续执行就有 A Xg 个结果。 

議 

例一位学生要修两门课程。第一门课是在上午3个小时中的任一小时上课，第二门课 
则是在下午4个小时的任一小时上课。对该生可能的课表数为3 x 4 = 12。 □ 

上面已经提到，乘法原理可被推广到3, 4或任意有限多个集合的情形。以下给出 n =3 
和《 =4的例子，我们就不针对 n 个集合的情形给岀一般的公式了。 

例粉笔有3种不同的长度，8种不同的颜色，4种不同的直径。粉笔有多少个不同的 
\ 种类？ 

为了确定一支粉笔，我们执行3个不同的任务（这3项任务的选取顺序不影响最后的结 
果）： 选择一个长度，选择一种颜色，选择一个直径。由乘法原理可知，共有 3 X 8 X 4 = 96 
| 种不同的粉笔。 □ 

例从5位男士、6位女士、2名男孩和4名女孩中选择一男一女一男孩和一女孩的方 
::法共有 5 X 6 X 2 X 4 = 240 种。 

这么做的原因在于，我们有4种不同的任务要 执行： 选择一位男士 （5 种方法），选择 
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一位女士 （6 种方法），选择一名男孩 （2 种方法），选择一名女孩 （4 种方法)。此外，如果 
我们要求出选取一个人的方法数，那么答案则是5+ 6 +2 + 4 = 17种。这从对于4堆的加法 
原理中可以得出。 □ 

?? lira 定数 

3 4 x 5 2 x ll 7 xi 3 8 

的正整数因子的个数。 

数3, 5, 11和13均为素数。根据算术基本定理，每个因子都有 


3 1 . x 5) x 11* X 13’ 


的形式，其中 i 有5个选择，有3个选择，々有8个 
选择，而 Z 有9个选择。由乘法原理，因子总数为 


5 X 3 X 8 X 9 = 1 080 口 

在乘法原理中，元素6的 g 种选择可以随着 a 的选择而变化。唯一的要求是，选择的个 
数应是相同的<?个，而不必是相同的选择。 

例两位数字有多少两个位互异且非零的两位数？ 

一个两位数以可以看作是一个序偶 u ， 6)'，其中 a 是十位数字而6是个位数字。 这 g 
位数字 琴中都 能是0,而且这两位数字还不能相同。对于 a 有9个选择， mT , 
2,-, f 7~^ RSS 7 rMbJm 8种选择。如果 a = 1，那么这8中选择为2，3，…，9 ,如 
果 a =2, 那么这8种选择就是1，3,…，9，等等。应用乘法原理的重要性在于，6的选择总 
是8种。根椐乘法原理，本题的答案为9 X 8 = 72。 

我们还可以用另外的方法得到答案 72。 两位数字数共有 90 个： 10，11，12，...,99。 在这 
些数中， 9 个有 0( 即 10,20,…，90)，9 个有相等的两位（即 11,22，“.，99)。 因此，带有互异 
且非零的两个位的两位数字的个数等 f 90 - 9二9 = J 2 yo □ 

上面的例子表述了两个想法。一个想法是，可以有多于一种的方法得到计数问题的答 
案。另一个想法是，为了求出集合 A 的元素个数（本题是带有互异且非零的两个位的两位 
数字的集合），求解包含 A 的更大的集合 L 7 (即该例中所有两位数字的集合）的元素个数可 
能会更容易，然后再减去 L 7 中不属于 A 的元素（包含0或两个位上的数字相同的两位数字） 
的个数。我们把这个想法总结成第三个原理。 ^ 


减法原理 令 A 是一个集合.而 T 7 著句，会 /\的更大的集合 。设 

丨_|」- 一 . - * " "" - 嫌― 

是 A 在1/中的补。那么 A 中的元素个教 IA 丨由下列法则 给出: 




\A\^\U\-\AA 

■— > n ,1 I — M I —*"*• "* ' 

在应用减法原理中，集合 U 通常是某个自然的集合，包含讨论中所有的元素（即所谓 
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的泛集)。使用减法原理只有当对 U 中元素计数和对 IA | 中元素计数比对 A 中元素计数容 
I 易时才有意义。 

例计算机口令字计划由0, 1, 2，…，9和小写字母 a ， 6， c ，…， 2 中取出的6个 
字符构成的一个串组成。具有重复字符的计算机口令字共有多少？ 

我们想要计算具有重复字符的计算机口令字集合 A 中元素的个数。令 L 7 是所有计算机 
口令字的集合。取 A 在 LJ 中的补，我们得到无重复字符的计算机口令字的集合 A 。 应用两 
次乘法原理，可以得到 

I U \ =36 6 = 2 176 782 336 

5及 

| A | =36_35.34.33.32.31 = 1 402 410 240 
，因此，有 . 

IA | = | U | - | A 丨= 2 176 782 336 — 1 402 410 240 = 774 372 096 □ 

现在我们讨论本节最后一个原理。 

除法原理合 S 是一_个 皮限集 . . g 以下述方式被划分成々部分，每一部分包含相同数 
此 u 念史 i 趣分、的数目 虫下述全丞曼 . 一 

I __ isl 

S —在一个部分中的元素个数 

層 • - 

于是， 如果我们知道 S 中元素个数以及各部分所含元素的相同的个数，则可以确定部 
I 分的数目。 

例在一组鸽巢中有740只鸽子。如果每个鸽巢含有5只鸽子，那么鸽巢的数目为 

^ = 148 □ 

5 

除法原理的更深奥的应用将在本书稍后出现。现在考虑下一个例子。 


例你想送给你的 Mollie 大婶一篮子水果。 在你的冰箱里6个橘子和9个苹唯一 
的要求是，篮子内至少必须要有一个水果(即不容许水果篮子内空无水果）。有可能装配成多< 
少种不同舒 絲？ ‘ 

—种计数不同篮子数的方法如下。首先,后面再把这个要求 


补进去。一篮子水果与另一篮子水果的区别是篮子内的橘子数和苹果数。有7种选择确定橘 
子数(0，1,…， 6) 以及10种选择确定苹果数(0，1，…，9)。根据乘法原理，有 7 X 10 = 70 种可 
能的不同篮子水果。扣除空篮子这种可能，答案是69。注意，如果我们不是暂时忽略篮子 
非空的要求，那么苹果数就有9或是10种选择，而这要看橘子数是不是0来决定， .因此我_ 


i 门取就不 f 直接应用乘法原理来计算 I 。但是，可以有另外一种解法。把这些非空水果篮子 


划分成两部分 Si * S 2 , 其中 & 由没有橘子的篮子组成， s 2 由至少装有一个橘子的篮子组 
成。 Si 的大小为9 (1，2,…，9个苹果）， S 2 的大小根据上面的推理为 6 X 10 = 60。由加法 



原理可知，可能的篮子水果的装配数是9 + 60 = 69 0 


□ 


在前面的例子中我们做了一个含蓄的假设，现在应该把它公开。在解中假设橘子与橘子 
间没有区别，而苹果与苹果之间也没有区别。于是，装一篮子水果关键不是哪些苹果和哪些 
橘子装进了篮子，而仅仅是每种水果的数量。如果我们在各个橘子之间和各个苹果之间加以 
区别（一个橘子是圆的，另一个有磕伤，第3个汁多水大等等），那么篮子的数目就会加大。 

在继续考察更多的例子以前，我们讨论某些一般的想法。 

大量的计数问题呈现如下的 类型： 

丨 ） 对元素的有序的摆放数或有序的选择数进行计数 
f a ) 没有重复任何元素。 
lb ) 允许元素重复(但可能是有限的）。 
ii ) 对元素的无序的摆放数或无序的选择数进行计数 
； a ) 没有重复任何元素。 
t b ) 允许元素重复（但可能是有限的）。 

有时候不是在元素的非重复和重复之间进行区分，而是从集合和多重集合中的选择来区分会 


更方便。 一个£重集除其成员不 乾 区贫外 1 鮮 


，例如，多重集 


M^\a,a,a,b,c,c,d,d,d,d\ 

有10个元素，4 扁 的 类型： 3个类型《，1个类型6, 2个类型 C ， 4个类型 d 。 我们也 
可通过指定不同类型元素出现的次数来表^一个多重集。因此， M — 也可.表枣苎乜二 


逢意 &为了 在各类元素出现的次数没有限度的时候仍然能够包括上述情形 b )， 我们可以使用 
无限重复数 @ 。于是，可以通 过彳⑺ 4,2*6,007,4。《^表示一个多重集，其中的 a 和 c 都有 
无穷重复数而6和 d 的重复数分别是2和> 在 i 

而 ii ) 、忠皇 下面两节我们将进一步得到关于集合和多重集 
的排列数和组合数的某些一般的公式。但是，并非所有的排列和组合问题都能够用这些公式 


得到解决，而是常常需要回到基本的加法原理和乘法原理来解决。 


例在1 000和9 999之间有多少具有^^的奇数？ 

在1 000和9 999之间的一个数就是4个数字的一个有序放置。我们有4种选择 要作: 
个位数字，十位数字，百位数字，千位数字。由于我们要计数的这些数是奇数，因此个位数 
字可以是1，3,5,7,9中的任一个。十位数字和百位数字可以是0，1，…，9中的任何一个，而 
千位数字可以是1，2,…，9中的任意一个。因此，个位数字有5种选择。 由于各位数字要互 

于是，不论前两位数字选择的 

是什么，百位数字都有8种选择，不论前3位数字选择的是什么，十位数字都有7种选择。 


0 于是，多重集破坏了集合的一条笛卡儿法则，即元素在集合中不得重 复 ;. 它们或者在集合中或者不在集合中。 
㊁ 不存在令我们担心的无穷的大小不同的情况。 




因此，根据乘法原理，本题的答案是 5 X 8 X 8 = 2 240。 □ 


假设在前面的例子中我们以相反的顺序进行 选择： 先选千位数字，然后再选百位数字， 
十位数字和个位数字。千位数字有9种选择，然后百位数字有9种选择（因为我们可以使用 
' 数字0)，十位数字有8种选择，但是现在个位数字（必须是奇数）的选择则 依赖于 前面的 
各个选择了。如果我们还没有选到奇数数字，那么个位数字的选择数就是5;如果我们选择 
i 了一个奇数，那么个位数字的选择数就是4;等等。这样一来如果我们以相反的顺序进行选 
I 择，我们就不能应用乘法原理了。从这个例子中我们有两点要学。一是只要在你对一个任务 
:的选择数的答案用到“依赖于”（或类似的词语），则乘法原理就不能使用。二是可能不存在 
: 一个固定的顺序来执行这些任务，但是通过改变任务的执行顺序，一个问题可能会更容易地 
通过乘法原理而得到解决。 _要牢记一个经验 法则: ih 悬有约束性的诜择优先。 

例在0和10 000之间有多少个整数恰好有一位数字是5? 

令 S 为在0和10 000之间恰好有一位数字是5的整数的集合。 

解 法一： 一位数字等于5。很自然想到把 S 划分成一位数字的集合 Si ， 两位数字的集 
合 S 2 , 三位数字的集合 S 3 , 四位数字的集合 S 4 。 在 S 中没有5位数字的数。显然，我们 
:有 

I Si | = 1 

s 2 的数很自然地分成两种类型 ： （i ) 个俭数字是5。. （ ii ) 十位数字是5。第一种类型的数的 
:数目为 8 (十位数字既不能是0也不能是5)。第二种类型的数的个数为9 (个偉数字不能是 
| 5) 0 因此， — 二 

I I 

js 2 | =8 + 9 = 17 

i : 用类似的推理我们得到 

| S 3 I =8 X 9 + 8 X 9 + 9 X 9 = 225 

I :以及 


因此 


| S 4 I =8 x 9 x 9 + 8 x 9 x 9 + 8 x 9 x 9 + 9 x 9 x 9 = 2 673 

I S | =1 + 17 十 225+ 2 673 = 2 916 


通过填加前导零（如6看作0006, 25看作0025, 352看作0352)，可以把 S 
中的每一个数都当作是 4 位数。现在我们根椐数字^^^^第 2 位、第 3 位还是第 4 
位而把 S 划分成 S ^， S ' 2 , S 、 和 S ' 4 。 这 4 个集合中的每一个都含有 9 X 9 X 9 = 729 个整 
数，从而 S 所含整数的数目等于 

4 X 729 = 2 916 □ 


例从数字1，1,1，3，8可以构造岀多少个不同的5位数？ 

我们这里要计算多重集的排列数，该集有3个第一种类型的元素，1个第二种类型的元 
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素和1个第三种类型的元素。实际上我们只要进行两种 选择： 哪个位置要被3 (5 个选择) 
占据，然后是哪个位置要被8 (4 个选择）占据。其余的3处位置由这3个1占据。根据乘 
法原理，答案是5 X 4 = 20。 

, 则答案就是10,是上例的一半。 □ 

这些例子清楚地表明，精通加法原理和乘法原理对于成为专业计数专家是必不可少的。 

3.2 集合的排列 t 

令 r 为正整数。我们把 n 个元素的集合 S 的一个 r - 排列理解为 n 个元素中的 r 个元素 
的有序摆放。如果 S = U ，6， d ，则 S 的3个、心排列是 

a 6 c 

S 的6个2-排列是 

ab ac ba be ca cb 

S 的 6 个 3 -排列是 


abc acb bac bca cab eba 


因为 s 的元素个数少于 4 。 



‘韵；于是， 

元袁 & 上面我们已经看到 _ P (3，1)=3 ，尸 (3,2) = 6 和 P (3,3)=6。 

定理 3.2.1 _对 立正整数 n 和 〜有 

P(?z,r) = ^X(^ — l)x...x(；2 — r + 1) 

证明： 在构建 n - 元素集的一个 r - 排列时，我们可以用 n 种方法选择第一项，不论第一 
项如何选出，都可以用 n -1 种方法选择第二项，…，以及不论前 r -1 项如何选出，都可 
以用 n - (r - 1) 种方法选择第 r 项。根据乘法原理，这 r 项可以用 n X („ - 1) X…X ( n - r 
+ 1) 种方法选出。 □ 


我们定义 n ! (读作 n 的阶乘）为 


n ! = ?2 X ( n -1) X ... X 2 X 1 
并约定0! =1。于是我们可以写成 


P ( n , r )^ 


71 ! 

(n ~ r) ! 


对于上面的 n >0, 我们定义 P ( n ，0) 为1，而这正与 r = 0 时的公式一致。72个元素的排列 
数为 


P { n , n )~ 


n ! 

Ol 


n , 


□ 
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例使用字母 a ，6, c ， d ， e ，每个最多一次而形成的4-字母“词”的数目等于 P (5,4) = 
5!/(5-4)! = 120。由它们形成的5-字母词 P (5,5) 的个数也是120。 □ 


例所谓的“15迷阵”由15个单位滑动方块组成，各块 

1 

2 

3 

4 

以数字1到15标注并摆放在图 3-1 所示的 4 X 4 方框内。该迷 

5 

6 

7 

8 

阵的难题在于移动诸方块使从图中的初始位置到任意指定的位 

9 

10 

11 

12 

置。这里的位置指的是在方框内的这15个标有数字的方块的 

13 

14 

15 


一种摆放方法，其中有一个方块是空的。本迷阵中的位置的总 
数是多少（不管位置是否能够从初始位置移动得到)？ 


图 

3-1 



这个问题等价于确定指定数字1，2,…，15给 4 X 4 网格的16个方块并留，出一个空白方块 
的方_^1数目。由于我们能够指定16为空白方块，因此该问题又等价于确定将1，2,…，16 
指派给;:1.6个方块的方法的数目，而这正是 P ( 16, 16) = 16 !。 

将数字1，2,…，15指派给 6 X 6 网格中的方块并留出21个空白方块的方法的总数是多 
少？这些指派对应36方块的15-排列如下。对于将1，2,…，15到36个方块中的15个方块 
的一个指派，我们首先摆放标有1的方块，第二个摆放标有2的方块，等等。通过这种方法 
就得到36方块的15-排列。因此，指派的总数是 P (36,15) = 36! /21!。 口 

例将字母表中的26个字母排序使得元音字母 a ， e ， Z _， o ， M 中任意两个都不得相继出 
现，这种排序的方法的总数是多少？ 

该问题的解（像许多计数问题一样）一旦看出如何去做则可立刻得出。我们考虑两个要 
完成的主要任务。第一个任务是决定如何对这些辅音字母排序。计有21个辅音字母，故有 
辅音字母的排列数是21!。由于我们不能有两个元音字母相连地出现在最终的字母排序中， 
因此这些元音字母必须放在这些辅音字母之前、之后、之间的22个空间。我们的第二个任 
务是把这些元音字母放入这些位置^对于 a 有22个位置，对 e 有21个位置， i 有20个位 
置， 0 有19个位置， m 有18个位置。就是说，第二个任务可以用 

P (22, 5) = |~| 

种方法完成。根据乘法原理，有序摆放26个字母使得元音字母 a 中任意两个都不 

得相继出现的方法数为 


例有多少取自|1，2,…,91的各位互异的7位数使得数字5和6不以任何顺序出 
现？ 

我们要对|1，2,…，91的某些7-排列计数，并为此将这些7-排列划分成4种 类型； 
j ) 在7位数字中5和6均不 出现； li )5 作为数字出现但6不 出现； iii )6 作为数字出现但5 
不 出现； 1 V )5 和6都出现在7位数字中。类型丨 ） 是|1，2,3,4,7,8,91的7-排列，它们的总 
数是尸(7,7)=7!=5 040 。 ii ) 型的排列可以如下计算。数字5可以是7位数字中的任何一 
位。其余6位数字是|1，2,3,4,7,8,91的一个6-排列。因此11)型的7位数有7戶(7,6)=7(7!)= 
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35 280个。类似地，我们看到， iii ) 型的7位数也有35 280个。为了计数 iv ) 型数，我们把 
iv )型排列划分成三部分： 

第一位数字等于5: 


5 尹6 


数字6有5个位置。其他5位数字组成7位数字|1，2,3,4,7,8,9丨的5-排列。因此，该 
部分有 

5 xp (7,5) = ^-| p -12 600 

个7位数。 

最后一位数字是5: 


9^6 5 


通过类似于前面的论述，我们得到，该部分也有12 600个7位数字。 
数字5出现在首尾之外的其他位 置上： 

尹6 5 9^6 


被5占据的位置是中间5个位置的任意一个位置。于是，6的位置可用4种方法选择。其余 
5个数字构成7位数字丨1，2,3,4,7,8,9丨的一个5-排列。因此，在这个范围内的7 
位数有 5 X 4 X _ P (7,5)=50 400 个。从而， jV ) 型数有 

2(12 600)+50 400 = 75 600 

个。根据加法原理，本题答案为 


5 040 + 2(35 280)+75 600=151 200 

刚刚给出的解通过将我们要计数的元素的集合划分成可管理的部分，即我们能够计算其 
元素个数的部分，然后再应用加法原理而得到。但是，加法原理还能够以更巧妙的方式使 
用，导致另外一种更容易计算的解。让我们考虑使用取自 U ，2, …， 9} 而形成的互异7位数字 
全体的集合： T 。 则 T 包含 


P (9, 7)=|| = 181 440 

我们将了划分成两个 子集： S 和 S 的补5。 S 由丁中5和6不相继出现的数组成，互 0 由 ： T 
中使5和6连续出现的数组成。我们希望确定 S 的大小。根据加法原理，： T 的大小等于 S 
的大小加上豆的大小。如果我们求出豆的大小，那么我们的问题就解决了。孓中有多少元素 
呢？在互中数字5和6都是连续地出现。有6种方法置5后接6,且有6种方法置6后接5。 


© S ( 相对于： T) 的补由所有属于了但不属于 S 的元素组成。 
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其余数字构成 U ,2,3,4,7,8,9! 的5-排列。因此，豆中的数的数目为 

2 X 6 XP (7,5)=30 240 


从而 S 含有 


个数。 


181 440-30 240 = 151 200 


□ 


\我们刚刚考虑过的排列更恰当些应该叫做 我们把元素看作是排成一条线。如 

* Ul1 ' ' *" |riiYI .一 I 丄： W:..r V- 

果我们不把它们排成一条线而是排成一个圆，那么#列的数目就要减少。这样思考这个问 
题： 设6个孩子沿圆圈行进。他们能够以多少种不同的方式形成一个圆？由于孩子们在行 
进，重要的是他们彼此间的相对位置而不是他们的状态。因此，如果两个循环排列通过一个 
旋转，即一个循环移位，从其中的一个变到另一个，那么自然要把他/门看成是相同的。例 
如，循环排列 

1 

2 6 

3 5 

4 


可从下列线性排列 


123456 

456123 


234561 

561234 


345612 

612345 


中的每一个通过将第一个元素看成接在最后一个元素后面的元素产生。这样，在6个孩子的 
线性排列和6个孩子的循环排列之间就存在着6到1的对应。因此，要想求得循环排列的 
数目，我们只要用 6 去除线性排列的数目即可。由此可知， 循 BL 棑 
等于6!/6二5!。 

定理 3.2.2 n 个元素的集合的循环 _r -排列的个数由 .， 


Pin ,： 


n ! 


r • (n — r ) ! 


给出。特别地， w 个元素的循环排列的个数表 （n _ 


l)!o 


证明： 上述段落基本上包含了本定理的证明。可以把线性 r - 排列的集合划分成一些部 
分，使得两个线性 ；•- 排列对应同一个循环 r - 排列当且仅当它们在同一个部分中。于是，循 
环 r - 排列的个数等于部分的个数。既然每一个部分都含有 r 个线性 r - 排列，因此，部分的 


个数就是 


P ( n , r ) 


n ! 


r • 


(72 — r ) ! ° 


□ 


注意，因为每一部分都包含相同个数 r 个 r - 排列，我们可以应用除法原理，所以前面的 
结论是成立的。但是，比如，如果我们把10个元素的集合分成大小分别为2, 4和4的3部 
分，那么部分的个数却不是10/3。 
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另一种观察循环排列的计数问题的方法如下。设我们想要计算 A，_B，C，D ,£,_ F 的循环 
排列的个数(围绕一个桌子安排座位 A，_B，C，D，E，F 的方法的数目）。既然可以使人们围着 
桌子自由轮转，那么任何一个循环排列都可以转到使 A 处在一个固定的 位置； 我们把它看 
作是“桌 长”： 


A 

D C 

F B 

E 


|^_A. 

(±3g| 


已经固定， M ^ A , B , C , D , E,F 的 循环排 列可以等同于 B ， C ， D ， £ J 的线性排列 

但 B ， C ， D，£，F 的线性排列有 5! 个，因此， A ， 

B ， C ， D，£，F 的循环排列有5!个。 

当循环排列的公式不能 够 直接应用的时候 i 这种看接 循还 雄磁的 ^法还是有用•的# 

例10个人要围坐一圆桌，其中有两人不愿彼此挨着就坐。共有多少循环座位排放方 
法？ / . 


为解决该问题，令这10人为巧，!^，^，…，!^，其中尸是彼此不愿煮坐在一起的 
两个人。考虑9个人 X，P 3 ，…， P 1Q 围坐圆桌的座位安排。共有8!个这样的安排方法。如 
果在每一种座位安排中都用， Pi 代替X，那么我们都将得到10人的一种座 
位安排而尸彼此挨着就坐。因此，巧，尸 2 不坐在一起的座位安排方法总数为9! -2X8! = 
7X8!。 

这个问题的另一种分析方法如下。第一个座位1^在桌长的位置。 P 2 就不能在桌长两边 
的位置。心左边的人选有8个，巧右边的人选有7个，而其余的座位有7!种方法安排。因 
此，和不能坐在一起的座位安排方法共有 

8 X 7 X 7! =7 X 8! 


种。 □ 

像讨论循环排列以前那样，我们继续使用“排列”来代表“线性排列”。 

例将12个不同的记号记在旋转的圆鼓上的方法的个数是 P (12，12)/12 = ll ! 。 口 

I 例用20个不同颜色的念珠串取一条项链，能够做成多少不同的项链？ 

^ 20个念珠共有20!种不同的排列。由于每条项链都可以旋转而不必改变念珠的排列，项 
链的数目最多为20!/20 = 19!。又由于项链还可以翻转过来而念珠的排放未改动，因此项链 
的总数是19!/2。 □ 


循环 類麵将 纖章観觀。 

3.3 集合的组合—‘ ' 


令厂 为非负整数。 g fi ] 把元素的寒合 S 的 r - 组合理解为从 S 的72 @ 素中 






U 
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换句话说， S 的一个 r - 组合是 S 的一个子集，该子集 
的 r 个组成，即 S 的一个 r - 元素子集。如果 S = u ，6， c ，( i } ，那么 

\a,b,c\,\a,b,d\,\a,c,d\,\b,c,d\ 

是 S 的4个3-组合_。我们用 f n J 表示 w - 元素集的 r - 组合的个数 0 。显然 

|^|=0 若 r>n 

又有 


/0 


若 r >0 


容易看出，下述另外一些事实对非负整数 n 是成 立的： 


特别地， 


1 71 \ / n \ / n 

、 o 卜 1 ’ （1 )一 72 ’匕 


1。组合的基本公式在下一个定理中给出。 


定理 3.3.1 对于 0< r <«， 




P(?i , r ) = r \ 



因此 


n ! 


r ! (?i — r )\ 


证明：令 S 是一个元素集。 S 的每个 r - 排列都恰由下面的两个任务执行结果而产生。 

i ) 从 s 中选出 r 个元素。 

ii ) 将所选出的 r •个元素以某种顺序排列。 


执行第一个任务的方法数根据定义可知为组合数 n 。执行第二个任务的方法数则是 P ( r ， 


r ) = r \ 
得到 


根据乘法原理我们有 J ° U ， r)f r ! (' Mo 现在我们使用公式 P ( n , r ) = (n z ~ J ] 


n \_ Pin , r ) _ n ! 
r j r \ r ! (n - r ) ! 


□ 


例在平面上给出 25 个点，没有3个点共线。这些点确定多少条直线？确定多少个三 
角形？ 


© 该个数其他常用的记号是 C («, r ) 和广。 
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由于没有3个点位于同一条直线上，每一对点就确定唯一一条直线。因此，所确定的直 
线数目等于25-元素集的2-组合数，该组合数由 



_ 25! 
~2!23! 


= 300 


类似地，每3个点确定唯一一个三角形，因此，所确定的三角形的个数为 


25\_ 25! 

3广3!22! 


□ 


例有15人注册了数学课，但任意一天都恰有12名学生听课。选出12名学生的不同 
的方法数是 


( 15 )_ 15! 

\12/~12!3! 

如果教室内有25个座位，那么这12名学生可有 P (25，12)=25!/13! 种方法选择座位。因 
此，一位教师可以有 


0(25 ，⑵ 


15!25! 

12!3!13! 


种方式见到在教室里的12名学生。 □ 

例如果每个词包含3、4或5个元音，那么用字母表中的26个字母可以构造多少个 
8-字母词？可以理解为，在一个词中字母的使用次数没有限制。 

我们按照所含元音个数来对单词计数，然后应用加法原理。 

3元 音词： 由元音所占据的3个位置可以有@ j 种选择 方式； 其余5个位置由辅音占据。 

元音的位置可由5 3 种方式确定，辅音位置可由21 5 种方式确定。具有3个元音的词的个 
数为 


4元 音词: 


5元 音词: 


因此，词的总数为 


，8、 


5 3 21 5 = 2 jJy 5 3 21 5 


|5 4 21 4 = ^Jy5 4 21 4 


213 = 晶 55213 


8 ! 

3!5! 


5 3 21 5 + 


8 ! 

4!4! 


5 4 21 4 




5 5 21 3 


□ 


-Kitfi 
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下列重要性质由定理 3.3.1 立即得出。 
推论 3.3.2 对于, 




数(勺有许多重要的和便利的性质，其中的部分性质将在第5章讨论。现在只介绍1注质。 


定理 3.3.3 我们有 


这七董于 n 元素集的所有组合的善 个惠二 

证明： 通过证明上式两边是以不同的方式对 n - 元素集 S 的组合数计数来证明这个定理。 
首先我们观察 S 的每一个组合是 S 对于 r = 0 ， 1 ， 2 ，…， n 的一个 r - 组合。由于 ( j 等于 S 的 
r - 组合数，由加法原理 


等于 S 的所有组合的总个数。 

也可以如下计算 . S 的所有组合的总个数，.把一个组合的选取分成个任务来完成。令 
S 的元素为 q ，: c 2 , …， A 。在选取 S 的一个组合时，对 n 个元素的每一个都有两个选择： 
心要么在这个组合里，要么不在组合里， x 2 要么在这个组合里，要么不在组合里 ，…， A 
要么在这个组合里，要么不在组合里。因此，由乘法原理，存在2” 种方法使得我们可以形 
成 S 的一个组合。使两种方法相等就完成了定理的证明。 口 

定理 3.3.3 的证明是通过计数（此处是》个元素集合的所有组合的计数）得到恒等式 
的一个例子。它先对一个集合的元素用两种不同方法计数，然后令所得出的两个结果相等。 
这种“双计数”技术是组合学中的强大的方法。我们将再讨论几个其他的应用。 


例前 n 个正整数的集11,2，…，《丨的2-组合数为 | 


再按照所包含的最大整数划分 


这些2-组合。对每个^ = 1，2 ,…， n , 2-组合的个数为(另一个整数可以是1,2,…， z ‘-1 
中的任一个)。这两种计数结果应该相等，由此得到恒等式 


0+1+2 +… + (n — 1): 


( n \ _ n(n — l) 

12 j """ 


3。4多重集的排列 

如果 S 是一个多重集，那么 S 的一个 r - 排列是 
的元素总个数是《 (包括计算重复元素）， 




的二个 jy 熟 、 如 果 S 
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S = \2* a ^3* c \ ^ 那么 

acbc cbcc 

都是 S 的 4 -排列，而 

r abccca 〜 

因为 7>2+ 1 + 3 = 6,即 7 大于集 S 的元素个数。 
我们首先计算多重集 s 的 r - 排列 r 的个数，其每一个重复的次数都是无限的。 

定理 3.4.1 令 S 是一个多重 集.它有 6 个不同类型的元素，每一个元素都有无限重复 

•>— -.^ 1 -- _ — ■, ， 货 I , 晒 wr — — I I -" . . ~> 一 —. i n || . 

证明： 在构造 s 的一个 r - 排列时，选取第一项为 6 种元素中的任一种的一个元素。类 
似地，第二项也是々种元素中的任一种的一个元素等等。由于 S 的所有元素的重复数都是 
无限的，因此任意一项的不同选择的个数总是 I 而且不依赖于任何前面项的选择。根据乘 
法原理， r 项可以有 F 种选择方法。 □ 

定理的另一种证明方法 如下：&个不 同物体（每个物体都可以无限地提供）的 r - 排列的个 
数等于 F 。 我们还注意到，如果 S 的々个不同种类的元素的重复数均至少为 r ， 那么定理还 
是成 立的。 重复数无限的假设是保证我们在构造;•-排列时用不完任何一种元素的简单的方法。 

例最多4位数字的三进制数 0 的个数是多少？ 

这个 回题的等案是多重集 l 2£-0，° Q . l ， g °.2 lg ^^ g j 4.0,4. m I 65 4 j f 列的个数 。 
__定理3_.4.1 ^这个数等于31三 81 。 □ 

现在我们计算一种多重集的排列数，该集合具有6个不同类型的元素，每个元素重复 
次数有限士 

定理 3.4.2 令 S 是一个多重集，有々.个不同类型的元素，各元素的重数分别为 

no,---,?it o iLS 螂 g .續救列 

^ ' 4 ■. ： .'■； _ ll \ _ 

n \\ n 2 \ •■■ n k ! 

证明： 给定多重集 S ， 有 々种 类型的元素，比如说 q ， a 2 ，…，以，且分别有重数以， 
n 2 ,-, n k ,元素的总个数为 n = ni + n 2 + …十〜。要想确定这《个元素的排列数。可以这 
样来看这个问题。现在存在 n 个位置，而我们想要在每一个位置上恰好放 S 的一个元素。 
我们首先决定哪些位置要被 q 类型的元素占据。由于在 S 中有^个^，必须从〃个位置 

的集合选出 A 个位置的子集。有种方法选出这种子集。下一步决定哪些位置要被 
类型的元素占据。还剩下 n -以个 位置，必须选择其中的《 2 个。这可有种方法。 


㊀ 一个三进制歡，或基为 3 的数，即通过 3. 的幂表示而得到的数。例如， 46=1X3 3 十 Zxshoxsi + ixso ，. 因此 
它的三进制数是 1201 。 
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我们发现，为 a 3 选择放置的位置有 


n- n x ~ n 2 


I 种方法。像这样继续下去，由乘法原理可 


知， S 的排列的总数等于 


n ~ n\\ \ n — ri\ — ri2 


n — 71 \-~ no 


I V^i/\ n 2 I \ n 3 I \ n k ) 

应用定理 3.3.1, 我们看到，这个数等于 

|1 

n !_ 7i i)\ _ {n~ n\ - no )! . \n ~ ni~ nj~ : ■- ~ n k -j)\ 

n \! {n — n{)\ n^\ {.71 ~ n\~ n-}) ! nj ,! — n\~ ni~ n ^)! ! (n 一 n! 一 《2 — ■ 


化简后得到 


n\\ ni\ ^3! … 0! n!! n2! ?Z3! … 《是！ 


例在单词 MISSISSIPPI 中的字母排列数是 

11 ! 

1!4!4!2! 

因为这个数等于多重集彳 1* M ，4* J ，4* S ，2 •巧 的排列数。 □ 

轵墨# gS 只有两种类型_的^素〜和《 2 ,它们对应的重数分别是 n , 和 其中 


U \ ! n 


2! ^1! in — ni)\ \?zi, 


a 此，可以把' 


们的重数分别 j 


看作是"个元素集合的 
i 和 n 的多重集的排列 


两种类型的元素且它 


在定理 3.4.2 中出现的数 


721 ! ?? 2 ! 


「还有另外一种解释。它涉及把元素的一个集合 


划分成指定大小的部分的问题，其中，益些部分现在就有了指派给它 : fn 的标签。为了理解最 
I 后的短语的含义，我们举出下一个例子。 

例考虑4个元素集合如，6, c ； d\, 它要被划分成两个集合，每个的大小为2。如 
果这两部公没有做&签^那么存在三种不同的 划分： 

\a, b\ , \c , d. I; la, cl , \b', d\\ \a, d\ , \b, c\ 

然而， 如果这些部分被做了标签，那么让我们 里颜色红 laM 示 i 己它 IDi 此时， 

6 多; 实 际上，由于可以将标签红和蓝以两种方式指派给划分的每个部分，因此有6个划分。 
J 例如，对于划分 U ， 6!， Ic , c ? K 有 " -■■■ '■ 

红盒 U , 6丨，蓝盒丨 c ， 

I 、..： 

I 和 

蓝盒 U , W ，红盒」 c ，□ 


在一般情形下，我们标记部分 A ， B 2 , …，压（看成是颜色1，颜色2, 
并且把这些部分看成是盒子。 


,颜色々）， 




疋理 3 o 4 • 3 


^^ Ji h 




_ n! _ 

n \! n 2 ! 9 ^n k ! 

- ...，'. _ nl _ 

k\ nil n 2 l … M! 

证明： 证明是乘法原理的直接应用。我们必须选取哪些元素放进哪些盒子，并满足大小 
的限制。首先选择以个元素放人第一个盒子，然后从剩下的 n _ m 个元素中取 n 2 个元素 
放人第2个盒子，然后从剩下的 n - m - n 2 个元素中取 n 3 个元素放入第3个盒子，…，最后 


n — n 1 


= n k 个元素放人第 A 个盒子。由乘法原理，进行这些选择的方法数为 


I n \ ?i - ni\ n ~ ni~ n2 
^ n J\ n 2 /\ ”3 , 


n ~ u\ — ri2 


正如定理 3.4.2 的证明，这给出 


!1! 7Z2! '"n k \ 


现在设对这些盒子不做垮签。_此时韵 结是必 须被^ m 。. 情况正是这样，因为对于把元素 
放入々个无标签的盒子中的每一种方法，现在存在 A !种方法将标签1，2，…， A 贴在盒子 
上。因此，使用除法原理，我们发现，具有无标签盒子的划分的个数是 


ni! no\ "">ik ! 

对于那些其各部分的大小尚未指定的划分的更困难的计数问题在第 8.2 节中研究。 
我们用一类例子结束本段，这类例子我们将在本书其余部分多次提到 e 。 这个例子涉及国 
际象棋棋盘上的非攻击型车。为防止读者担心本书其余部分要涉及国际象棋的一些知识，我 
们现在要说，唯一需要知道的关于下棋的知 识是： 在 企车龍 够互相 迄也皇 棋 

象棋的其他知识就不需要了 ® I 1 

(且与问题也无补）。因此，(棋盘上 韭攻击型车的集 ~ ^ 

据着棋盘上的二^方務，并且没 有两个 车位」 


- | | | | 「| | | 

例在 8 X 8*^ 盘上对于8个非攻击型车有多少-^- — - 

可能的放法？ ' f 一~ 

在8 x 8棋盘上放置8个非攻击型车的例子 如下： 


© 这是作者喜爱的一类例子，它能解释很多思想。 
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卜 我们给棋盘上的每个方块一对坐标 ( i ， j )。 整数£指出方块的行数，整数 j 指出方块的 

列数。因此， i 和是1和8之间的整数。由于棋盘是 8 X 8 ，棋盘上就能有8个车它们不能 
彼此攻击，每行上必然恰好有一个车。因此，这些车必然占据8个方块而且具有坐标 

_ (l，ji)，(2，_/ 2 )，...，(8，j 8 ) 

^ im , 还必须在每一列上恰好有一个车，这使得数 ;1 ，） 2 ，…，九中没有两个是相等的。更准 
:: 确地说， - ’ 

I h ， i 2, …， 

卜 I 必须是{1，2,...，8|的一个排列。反过来，如果久，_; 2 ,…，是 U ， 2，…，8!的一个排 
_列，那么将车放在坐标为 (1， A )，（2, 允），…， （8, j 8 ) 的各个方块上，就得到盘上的8个非攻 
J 击型车。因此，在 8 X 8 棋盘上的8个非攻击型车与彳1，2,…，81的排列之间就有一个——对 
应，既然11,2,…,8!有8!个排列，因此将8个车放到 8 X 8 棋盘上使得它们具有非攻击性的 
、方法也有8!个。 

在卜.面的讨论中我们实际卜.已经间接假设这越车 是彼此没有什么区别 I 因此，唯一的 
关键在于哪些方块被这些车占据。如果我们有8个不同的车，比如，用8种不同的颜色分别 
给8个车涂色，那么我们还要考虑在8个被占据方块的每一个方块里放的是哪个车。让我们 
:这样假设，我们有8个不同颜色的车。在决定哪8个方块要被这些车占据后 （8! 种可能）， 
我们现在还要 决定： 在每个所占据的方块上的车是什么颜色？观察从第一行到第8行的这些 
_车时我们看到8种颜色的一个排列。因此，决定了哪8个方块要被这些车占据之后 （8! 种可 
^能），就必须决定8种颜色的哪个排列 （8! 种排列）需要指定。于是，在 8 X 8 棋盘上具有8 
种不同颜色的8个非攻击性车的放置方法数等于 


818! = (81) 2 


现在假设有意■丄^车。假设同颜色的车彼此 
没有区别 e 。 现在当我们从第1行到第8行观察这些车时看到多重集 

m 

颜色的一个排列。根据定理3.4.2,这个多重集的排列个数等于 

1 8 ! ^ 

| 1! 3! 4! ' . 

因此，在 8 X 8 棋盘上放置1个红车，3个蓝车，4个黄车并使它们彼此不能互相攻击的方法 

i " - ■ - - •- ，，..一 .-... ...... - 

!数等于 


8 ! _ ( 8!) 2 
1! 3! 4「1! 3! 4! 


□ 


前面的例子中的推理相当普遍且导致下面的定理。 


定理 3.4.4 有 n 个车共々种颜色，第一种颜色的车有个，第二种颜色的车有〜 
-"― ... 11 

0 换句话说，我们能够区别两个车的唯一的方法是通过辨别其颜色。 
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f ••，第々种颜色的车在^ 车摆兹在^.棋盘^億没 

n j _ n \ _ — ( n ! ) 2 

• I ! U 2 ! * * • ? ik ! ! 打 2 ! ^' n k ! 

— 1 • »—■■ " _ I - iii ..… n ' .…. -~ r -._ ■" —' i 

注意，如果这些车的颜色都不相同 U = n 且所有的 n ; = l ), 则公式的答案为 U !) 2 。 

令 S 是 n - 元素的多重集，各元素的重数分别等于 Hi ， n 2 ，…，屯，且使得《.=町+处+…+ 
n k0 定理 3.4.2 提供了计算 S 的《-排列的个数的简单公式。如果 r < n , 则一般就不存在 
计算 S 的 r -排列的个数的简单公式。但是，通过使用生成函数的技巧也可以得到问题的解， 
我们将在第7章讨论这种方法。在某些情形下，我们可以像下面的例子那样论证。 

例考虑3种类型9个元素的多重集5 = 

S 的 8 -排列可以被分成 3 个 部分： 

U ) |2 m ，2.6,4. c | 的8-排列，有 

' -^- = 420 

2! 2! 4 !㈣ 


3-a,2-6,4-c!o 求 S 的8-排列的个数。 



ii ) j3*a ，1 • 6 ,4*c | 的8-排列，有 



8! 

3! 1! 4! 


= 280 


iil ) |3*a，2*6,3*c| 的8-排列，有 


因此， S 的8-排列的个数为 


8 ! 

3! 2! 3! 


= 560 


420 + 280 + 560=1 260 


□ 


3.5 多重集的组合 

如果 S 是二 企多重集 ，那么 S g ) r •组舍是 ■个率 序选择_。固此 

如果 s 有 n 个元素，那么 S 只 
有一个 n- 组合，即 S 自己。 如果 S 含有6种不同.类型的元 么蜀 ff 在 j 的&个 1 -m 


例如果 S - H 2 w ，14,3« d ， 那么 S 的3-组合有 

|2 , a , l *6},|2 , a , l * c !, il * a , l *6, l * c |,{ l , a ,2- c |, il , 6,2* c !, j 3 , c } □ 

我们首先计算一个多重集的 r - 组合数，设该多重集的所有元素的重复数均为无限的。 
定理 3. S .1 &令 S 为具有6种类型元素的■每种元素均具有无限的重复数。 

■ "I ~~ Mm ,|< ^ ' | g5sasSS»<^gaS8S^^ ,> ~r_. J I 一 - ■- 7 、 



or/—: 1 ) 

证明：令 S 的々种类型的元素为 ai ， a 2 , …，％，满足 


S — Joo. ai ? oo. a2? ... ? oo. a ^ j 

I S 的任一个广组合均呈 Ui ，，: t 2 . g 2 , …，々 的形式，其中:^ 兩， ...，而皆为非负整数， 
| 且 工1 + 1'2 + …+ A = r 。反过来，满足 A + ：?：；2 +…+ A = r 的非负整数的每个序列： Cj ， 
：! _ r 2 , …， 々对应 S 的一个 r - 组合。因此， S 的卜组合的个数等于方程 


工 1 + 工 2 + … + ^ — r 

的解的个数，其中 …，々 是非负整数。我们证明， 这解的个数等于两种不同举铟元 

g 多電集 … 

一 . . 

T 二 1 r • 1, ( ^ — 1 ) • * } 


的排列的个数 e 。 给定： T 的一个排列，々- 1个*把 r 个1分成々组。设第一个*的左边有 
心个1，在第一个*号和第二个*号之间有 x 2 个1,…，在最后一个 * 号的右边有而个1。 
于是，々，；!： 2 ,…， A 是满足 u + : c 2 + …+ A = r 的非负整数。反之，给定非负整数 Xi ， 
工2,…， x k ， 满足 A +工2 +…+抑= r ，将上述步骤倒推并构造了的排列于是，多重集 
S 的；•-组合的个数等于多重集 T 的排列的个数，由定理 3.4.2 可知它等于 

(r + 焱 一 1)! / r H- ^ — 1 \ 

r\(k-l)\ = { r I 口 

定理 3.5.1 的另一种表述方式为： 

每种物体都可提供无限多个 数的& 种不同类型的元素的 r - 组合的个数等于 

m 

我们注意， 如果 S 的 ^^^的雲 _复数都至少是 r ， 5 今定理 3.5.1 仍然成立。 

例一家面包房生产8种炸面饼圈。如果一盒内打炸面饼圈，那么你能够买到多 
少种不同的盒装炸面饼圈？ 

假设面包房现有大量各种（每种至少12个）面饼圈。由于我们假设盒中的面饼圈顺序 


与购买者无关，因此这是一个组合问题。不同盒装的数量等于每种元素都可提供无限多个数 
的8种类型元素的多重集的12-组合数。根据定理3.5.1，这个数等于 


{ \ v 


12 +. 8-1 


^1其项取自1，2,…， A 的长为 r 的非减序列的个数是多少？ 


© 等价地，具有 r 个1和 6-1 个0的长为 r + 6-l 的0和1的序列的个数。 

㊁ 例如，如果々= 4和 r = 5, 则丁 的由 *111* Ml 给出的排列对应方程 Q + A + A + Ai 的由々=0^ = 3，：^ 
= 0,: c 4 = 2 给出的解。 
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要被计数的非减序列可以首先通过从多重集选择一个组合 

S= I 00 .1,00. 2, 

然后再以递增顺序排列这些元素。这样的序列的个数等于 S 的 r - 组合的个数，因此由定理 
3.5.1 可知等于 

r + 是 — 1 
r 

在定理 3.5.1 的证明中已经看到，在具有々种不同类型元素的多重集 S 的 r - 组合与方程 

XI + X2 + -" + x k = r 

的非负整数解之间存在一一对应。在这种对应中， x , •代表用于 r - 组合的第 i 种元素的个数。 
对每种元素在 r •组合中出现的次数施加限制等价于对;^施加限制。 

例令 S 是具有四种元素的多重集 U 0 w ，10 U 0* c ，10 d!。S 的使得4种 
元素的每一种都至少出现一次的 10- 组合的数目是多少？ 

本题答案是方程 



■ T 1 + 工2 + 工3 + 工4 = 10 

的正整数解的个数。这里，&代表在 10- 组合中 a 的个数， ： r 2 代表在 10- 组合中6的个数， 
代表在 10- 组合中 c 的个数， x 4 代表在 10- 组合中 d 的个数。由于重复数都等于10，而 
10又是被计数的组合的长度，因此可以忽略这个重复数。进行变量 代换： 


yi = xi~l,y 2 = x 2 -l,y^- x-i~l,y A = x A ~l 

则方程变为 

: yi + 52 + 夕 3 + 34 = 6 

既然这些•^是正的，那么这些 M 就是非负的。由定理 3.5.1 可知新方程的非负整数解的个 

数是 •' I . 


^6+4 -r 


:84 


□ 


例继续考虑在定理 3.5.1 后面的面饼圈的例子，用类似的方法看到，装有面饼圈且这 
8种面饼圈中每种至少包含一个的不同盒数等于 


, 4 + 8-1\ /ir 

、 4 )- 4 , 


330 


□ 


在组合中每种元素岀现的次数的一般下界也可以通过变量的变换来处理。 
方程 


的整数解的个数是多少？其中 


X 1 + 工2 + 工3 + 工4二20 
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X2^1 , X3^0, X4^5 


我们引入新的 变量： 


: yi = Xi — 3， ： y 2 =工2 — 1， ： V 3 =工3，>4 =工4 — 5 

此时方程变为 

I 

I i yi + yi + + 

j 

诸 a 的下界能够满足当且仅当这些％是非负的。新方程的非负整数解的个数是 

/11 + 4 — 1\ /14、 


\ 11 厂、11厂 

含有々 种元素且重复数为 Wl ， n 2 ,-, n k 的多重集 


364 


□ 


S = \ ni . ai ， n 2 . a2 ，'" , n k . a k \ 

I 的组合数的计数问题要更困难。 S 的 r - 组合数和方程 

i 

1 X1 + x 2 + ••- + x k = r 
的整数解的个数相同，其中 

1现在我们有诸 _ r , 的上界，但它们不能以与下界相同的方式来处理。我们将在第6章指出容 
:斥原理如何为这种情形提供满意的方法。 

3.6 练习题 

I .对于性质丨）和 ij ) 的四种组合中的每一种，计算四位数字可以是1, 2, 3, 4或5的四位 
\数的 个数： 

i ) 这些数字是互异的。 
ii ) 该数是偶数。 

注意，这里存在四个问题：0 (没有进一步的限 制）； 丨丨丨（性质丨）成 立 ）； I ii 丨（性质 
li )成立); I 丨， il 丨（性质1 ) 和性质 ii ) 同时成立)。 

2. 如果所有同花牌都放在一起，那么对于52张一副的牌有多少种排序方法？ 

: 3. 一手牌 （a poker hand —— 5 张牌）能有多少种处理方法？共有多少种不同的一手牌？ 

| 4. 下列各数各有多少互异正因子？ 
i ) 3 4 X 5 2 X 7 6 X 11 0 
ii ) 620 o 

j iii ) io 10 0 

\ 5 .确定成为下列各数的因子的 10 的最大幂（等价地，用通常10为基的表示方法时尾部0 
的个 数）： 
i ) 50 !o 
ii ) 1 000!。 



50 组合教学 


6. 有多少使下列性质同时成立的大于5 400的整数？ 

i ) 各位数字互异。 

ii ) 数字2和7不出现。 

\7./确定下列类型的一手牌 （5 张牌）的数目。 

V i ) full houses (3 张一样大小的牌及 2 张相同点数的另外大小的牌)。 

ii ) 顺牌 （5 张点数相连的牌)。 

iii ) 同花 （5 张一样花色的牌)。 

IV ) 同花顺 （5 张点数相连的同样花色的牌）。 

V ) 恰好两个对（一对同样大小，另一对另外点数同样大小，再有一张另外大小的 5 张 牌)。 
V !)恰好一个对（一对同样大小，另外三张另外大小且互异点数的牌）。 

8. 6男6女围坐一个圆桌。如果男女交替围坐，可有多少种围坐方式？ 

9. 15人围坐一个圆桌。如果 B 拒绝挨着 A 坐，有多少种围坐方式？ 

如果 B 只拒绝坐在 A 的右侧，又有多少种围坐方式？ 

10. 从拥有 10 名男会员和 12 名女会员的一个俱乐部选出一个 5 人委员会。如果至少要包含 
2位女士，能够有多少种方法形成这个委员会？此外，如果俱乐部还有一位特定的男士 
和一位特定的女士拒绝进入该委员会一起工作，形成委员会的方式又有多少？ 

11. 从数集|1，2,3,…， 20} 中形成3个数的集合，如果没有2个相连的数字在同一个集合中， 
那么能够形成多少3个数的集合？ 

12 . 从 15 个球员的集合中选人组成 11 个球员的足球队，其中 5 人只能踢后卫 ， 8 人只能踢 
边卫， 2 人既能踢后卫又能踢边卫。假设足球队有 7 个人踢边卫 4 个人踢后卫，确定足 
坪队 可能的组队方法数。 

^3..孥校有100名学生和3个宿舍 A ，召和(：，它们分别容纳25，35和40人。 

^ I ) 为学生安排宿舍有多少种方法？ 

ii ) 设100个学生中有50名男生和50名女生，而宿舍 A 是全男生宿舍，宿舍 B 是全 
女生宿舍，宿舍 C 男女兼收。有多少种方法可为学生安排宿舍？ 

14 •教室有两排每排 8 个座位。现有学生 14 人，其中 5 人总坐在前排， 4 人总坐在后排。有 
多少种方法将学生分派到座位上？ 

15. 在一个聚会上有 15 位男士和 20 位女士。 

i ) 有多少种方式形成15对男女？ 

ii ) 有多少种方式形成10对男女？ 

16. 用组合的论述但不要用如定理 3.3.1 中的公式，证明 



17. 6个没有区别的车放在 6 X 6 棋盘上，使没有两个车能够互相攻击的放置方法有多少? 
如果是2个红车4个蓝车，那么放置方法又是多少？ 

18. 2个红车4个蓝车放在 8 X 8 棋盘上，使没有两个车可以互相攻击的摆放方法有多少？ 

19. 给定8个车，其中5个红车，3个蓝车。 

i ) 将8个车放在 8 x 8 棋盘上，使没有两个车可以互相攻击的摆放方法有多少？ 
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\ 21 . 

* .番 

: 22 . 


I 25. 

I 

26. 


ii ) 将 8 个车放在 12X12 棋盘上，使没有两个车可以互相攻击的摆放方法有多少？ 

20.确定|0，1，2，一，91的循环排列的个数，其中0和9不在对面（提 示： 计算0和9在对面 
的循环排列的个数)。 

单词 ADDRESSES 的字母有多少排列？这 9 个字母有多少 8 -排列？ 

竞走比赛在 4 个运动员之间进行。如果允许名次并列（甚至是 4 个人同时到达终点）， 
那么比赛有多少种结束的方式？ 

23. 4 人打桥牌而一副牌共 52 张，开始时每人手里 13 张牌，桥牌开局时有多少种不同的状态? 

24 . 过山车有 5 个车厢，每个车厢 4 个座位，两个在前，两个在后。今有 20 人准备乘车， 
开始乘车时有多少种 方式？ 若有2人想坐在不同的车厢，有多少种开始乘车的方式？ 
大观览车有 5 个车厢，每个车厢有一排 4 个座位，今有 20 人准备乘车，开始乘车时的 
方式有多少种？若有2人想坐在不同的车厢，开始乘车的方式又有多少种？ 

一群个人要被编入 m 个队里， 每队” 个运动员。 

丨）如果每队都有一个不同的名字，则确定编队的方法数。 
ii ) 如果各队都没有名字，则确定编队的方法数。 

27. 5个没有区别的车放在 8 X 8 棋盘上，使没有车能够攻击别的车并且第一行和第一列都不 
能是空的摆放方法有多少？ . 

一位秘书在距离家以东 9 个街区、以北 8 个街区的一座大楼里工作。每天他都要步行 17 
个街区去上班（见右图）。 

丨）对他来说可能有多少不同的路线？ 
ii ) 如果在他家以东 4 个街区、以北 3 个街区开始向 
东方向的街区在水下（而他又不会游泳），则有 
多少条不同的路线（提 示： 计算使用水下这个街 
区的路线的数目）？ 

29•令 S 是重复数为，…，叫的多重集 ， Wl = l 。 令 
„ = „ 2 +…+叫。证明 S 的循环排列数等于 
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30. 我们用围绕一个桌子的循环排列的方式给 5 位男士、5位女士和1条狗安排座位。如果 
#士不坐在男士旁边，女士也不坐在女士旁边，那么能有多少种方法安排座位？ 

4 15个队参加的足球锦标赛中，最好的3支球队将获得金杯、银杯和铜杯，最差的3 
支球队将被降到低一级的联赛比赛。如果分别获得金银铜杯的那些球队是相同的，而遭 
到降级的那些球队也都是相同的，那么我们认为锦标赛的两个结果是相同的。试问锦标 
赛可能有多少种不同的结果？ 

32. 确定多重集 


S = |3*a.,4*6,5*c! 


的 11- 排列的个数。 
33. 确定多重集 



52 组合数学 


S = l 3* a ,4*6,5* c } 


的 10- 排列的个数。 



34. 确定多重集 



S = 

= 3*6,3* c ,3*^1 


的11-排列的个数。 


46 

35. 列出多重集 

{2* a , l *6,3 # c | 


的所有的3-组合和4-组合。 
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36. 确定 具有々 种不同物体且它们的重复数分别为化，的多重集的（任何大小的） 
组合的总数。 

37. 一个面包店销售6个不同种类的■皮糕点。假设该店每种糕点至少有1打，那么可能有 48 
多少种（装配成）不同打的酥皮糕点？如果在一盒中每种酥皮糕点至少有一块，又能有49 
多少打？ 

方程 

: Tl + 工 2 + A + 工 4 = 30 

有多少满足以>2， x 2 >0 ， x 3 > — 5， x 4 >8 的整数解？ 

39.有20根完全相同的棍列成一行，占据20个 位置： 


要从中选出6根。 
i ) 有多少种选择？ 

ii ) 如果所选出的棍中没有两根是相连的，那么又有多少种选择？ 

iii ) 如果在每一对所选的棍之间必须至少有两根棍，有多少种选择？ 

40. 有《根棍列成一行并将从中选出 々根。 _ 

i ) 有多少种选择？ 

ii ) 如果所选出的棍中没有两根是相连的，那么又有多少种选择？ 

iii ) 如果在每一对所选的棍之间必须至少有 z 根棍，有多少种选择？ 

41. 在三个孩子之间分发12个完全相同的苹果和1个橘子，使每个孩子至少得到一个水果， 
有多少种分发方法？ 

42. 将10罐橘子汁、1罐柠檬汁和1罐酸橙汁分发给4位口渴的学生，并要求每位学生至少 
得到一罐饮料，并且梓檬汁和酸橙汁要分给不同的学生。确定分发的方法数。 

43. 确定多重集 

的 r - 组合的个数。 

44. 证明，在 A 个孩子当中，分发《件不同的物体的分发方法数等于 P 。 

45. 20本书要放在5个书架上，每个书架至少能够存放20本书。 


50 
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i ) 如果只关心书架上书的数量（而不关心哪本书在什么地方），那么有多少种不同的 

I 摆放方法？ 

ii ) 如果关心书存放的地方但不关心书在书架上的顺序，那么有多少种不同的摆放方 

I 法？ .. 

iii ) 如果书架上书的顺序确实需荽考虑，那么又有多少种不同的摆放方法？ 

46.丨）在一次聚会上有偶数 2 n 个人，他们成对交谈，每一个人都和某个别人交谈（因此 
是《对)。 2 n 个人像这样交谈能有多少种不同的方式？ 

I ! ) 假设在一次聚会上有奇数 2 n + l 个人，除去一人外，每一个人都和某个人交谈。有 
多少种分对交谈的方法？ 

4 47•有 2 n + l 本相同的书要放人带有3个书架的书柜中，如果每一对书架一共包含的书的数 
} 量大于另一个书架上的书的数量，有多少种方法可把书放人书柜中？ 

r 48. 证明 m 个 A 和至少 n 个 B 的排列的数目等于^ + W : 1 )。 

3 I \ m +1 / 

f 49. 证明最多 m 个 A 及最多 tz 个 B 的排列数等于 ( m + n + 2 )- 2 0 
| V m + 1 / 

50.将5个相同的车放入 8 X 8 棋盘的方格中，使得其中的4个车形成一个矩形，其摆放方 

法有多少种? 

51 •考虑大小为 2 n 的多重集 | n - a , 1, 2, 3, n \ , 确定 它的？ 7 -组合数。 

52. 考虑大小为3«+1的多重集 U - a , n ' b , 1, 2, 3, n + l \, 确定它的 n - 组合数。 

53. 在集合|1，2，…， n ! 的排列和塔状集 AodAfAs [… [ A „ 间建立——对应，其中 
I | = k , k =0, 1, 2, •••, n 0 

54 •确定形式|1，2,…， n 丨的塔数。 

/单词 PNEUMONOULTRAMICROSCOPICSILICOVOLCANOCONIOSIS 中的字母有多 
'少排列？按照某种说法，这个单词是英语中最长的单词。 


第 4 章生成排列和组合 

本章探讨排列和组合的一些不与计数直接相关的性质。我们讨论排列和组合的某些排序 
方案以及执行这些方案的算法。还要引入集合关系的概念并讨论两个重要的 例子： 偏序一关呈 

4 . 1 生成排列 

由前 n 个正整数组成的集合|1，2,…， d 有77!个排列，即使只要 n 稍大，这个阶乘的 
值也相当大。例如，15!比1 000 000 000 000还要大。 Stirling 公式给出一个有用且容易的 
计算„!的 方法： 

n ! ~4 hn ( f ) 

其中 tt = 3.141..., e = 2. 718…是自然对数的基底。随着？?无限地增长， ra ! 2 %n (f ) 

的比值趋向于1。这个结论的证明可以在许多高等微积分的教科书中找到，也可在 Feller 的 
文章中找到 0 。 _ 4 : -；1 

在许多不同的场合，排列都有着理论与应用上的重要性。对于计算机科学中的排序技术 
而言，排列对应未排序的输人数据。我们在本小节考虑一种简单而又优美的生成 U ,2, …， 
nl 所有排列的算法。 

因为 n 个元素集合的排列的个数很大，为了使算法在计算机上有效地运行，算法的 
每一步执行起来必须简单。算法的结果应该是一个表，该表包含 U ，2, …， W 的每一个排 
列且每一个排列只出现一次。下面将要描述的算法应该具有这些特性。这个算法由 
Johnson ® 和 Trotter ® 独立地发现，并被 Gardner ® 在一篇通俗文章中作了描述。该算法基于 
下面的 观察： 

如果将整数 n 从{1,2，...^}的一 个排列中删$那么 g 果 

集合 U ，2，."， n - ll 的同一个排列可以从|1，2,…， n 丨的不同的排列得到。例如，若 ”=5, 
我们从排列3, 4, 1，5, 2中删除5,则得到3, 4,九，2。可是，3, 4, 1，2也可以从3, 
5, 4, 1，2中删除5而得到。恰好存在|1,2,3,4,51的5个排列，当删除5以后产生3, 4, 
1，2，即 


㊀ W.Feller: A direct proof of Stirling’s formula ， American Mathematical Monthly, 74 (1967) ， 1223-1225 。 

㊁ S.M. Johnson ： Generation of permutations by adjacent transpositions, Mathematics of Computation , 17 ( 1963), 

282-285 o 

㊂ H .F. Trotter: Algorithm 115, Communications of the Association for Computing Machinery , 5 (1962), 434-435 o 
㉘ M .Gardner ： Mathematical Games, Scientific American , November (1974), 122-125 。 
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5, 3, 4, 1， 2 
3, 5, 4, 1， 2 
3, 4, 5, 1， 2 
3, 4, 1， 5, 2 
3, 4, 1， 2, 5 

更一般地， U ，2，...， rz -1! 的每一个排列都可以由|1，2，...，《}的恰好 n 个排列中删除 n 而得 
到。反过来看，给定{1，2,…，的一个排列，恰好存在 n 种方法将 n 插入到该排列中而得 
到|1，2,…，幻的一个排列。因此， H 定 jj ■ ZL d ) ! t 排列的奏， . 我们能擎_通过 . 

现在我们给出这种算法的归纳描述。 它从彳1，2,…11的迹 列生虛丄1， 
因此，从 W 的唯一的一个排列开始，建立 U ，2 啲所有 排列，然后是|1，2,3! 
的所有排列等等，直到最后得到 \l,2,-,n\ 的所有排列。 

n =2： 为了生成 jl ，2 i 的所有排列，把|1丨的唯一的排列写两遍并交错插入2: 

1 2 
2 1 

第二个排列由第一个排列交换这两个数而得到。 

«=3：为了生成 U ,2,3| 的所有排列，将 U , 21的每一个排列以上面生成的顺序写三次并交 
替插入3 如下： 

1 2 3 

13 2 

3 1 2 

3 2 1 

2 3 1 

2 13 

可以看到，除第一个外的每一个排列都由前一个排列通过交换两个相邻的数而得到。当3固 
: 定时，如在生成的序列中的第三个排列到第四个排列那样，交换来自对应于《 =2时的交' 
换。 、在所生成的排列中通过交换1和2,得到列，即 j £3 。 

;四遍，并插入4如下： 




我们还可以观察到，每一个排列都是由前一个排列交换两个相邻的数而得到。当4固定时， 
如在生成的序列中的第4个排列到第5个排列、第8个排列到第9个排列、第12个排列到 
第13个排列、第16个排列到第17个排列以及第20个排列到第21个排列那样，交换来自 
对应于 n =3 时的交换。还注意到，在所生成的最后一个排列中交换1和2后就得到第一个 
排列123'4。 

现在应该清楚对于任 意的〃 如何进行生成所有排列的过程。使用早先的评注，通过对 
n 的归纳可知，该算法恰好生成丨1，2,…，《丨的所有排列，其中的每个排列都只出现一次。 
此外，除第一个排列外，每一个都通过前一个排列交换两个相邻的数而得到。所生成的第一 
个排列是12… ? Z 。 这对于 n = l 是成立的，并由归纳法可以推出，因为在算法中 n 是第一个 
被放到最右边的数。假设 n >2, 则所生成的最后一个排列是 213... n 。 这个观察结果可以通 
过对 n 的归纳法验证 如下： 如果 n =2, 那么最后生成的排列是21。现在假设《>3且 
213 ".U —1) 是关于|1，2 ,…， n -1|最后一个所生成的排列。存在|1，2 ,…， n - U 的 U -1)! 
个排列（偶数个排列），并由此可知，在应用该算法中整数77终止在排列的最右边。因此， 
213… n 是所生成的最后一个排列。由于最后一个排列是213… n ， 交换该最后的排列中的1 
和2就得到第一个排列。因此，算法实际上是循环的。 

为了用刚刚描述的方法生成 il ,2,..., n | 的所有的排列，必须首先生成 U ，2 ，…， n - 1!的所 
有排列。而为了生成 U ，2，…，《 - 11的所有排列，又必须先要生成11，2 ，…， n - 2!的所有排列 
等等。 我们想做而且能做的就是一次一个地生成这些排列，为了生成下一个排列而仅仅使用当 
前的排列。下面我们指出，用这种方法以与上面相同的顺序怎么能够生成 jl ，2，...， n 丨的排列。 
不必保留所有排列的列表就能够简单地用后面的排列覆盖当前的排列。为此，需要确定哪一对 
相邻的整数需要交换以形成表中的排列。我们给出的特殊的描述取自 Even 的著作 e 。 


㊀ S.Even ： Algorithmic Combinatorics , Macmillan, New York, 1973 。 
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向二个与其相邻但比它要小的整数，那么这个整数^就叫做 

V —: 一二 


左盛箭_头_ 来 y 示一 

的箭头指 


例如，对于 


2 6 3 1 5 4 


只有3、5和6是活动的。由此可知，1绝不可能是活动的，因为 U ，2，...， n 丨中不存在比1 
还小的整数。途卫厘通独埴 

n 是第一个整数而 它的箭头指 向.左边： n -.= 
n 是最后一个整数而它 的箭头指向右边 :… n 

这是因为向二个整数茵为 w 是集合|1，2,…，刹中最大的整 
数。现在，我们可以描述直接生成|1，2,… ，幻的 这些排列的算法了。 

生成 il ，2，" •，幻的排列的算法 

从 . 夯开始。 

当存在一个活动的整数时，做 

XX 求出最大的活动整数 爭 ，. . 

I ) 交换所和其箭头所^向的与茸相郃的整勃^ 
ij [) 交哮所有满足 P >? n 的整数$的方向。 

我们就 n =4 叙述该算法。结果用两列显示，第一列给出前12个排列。 


1234 

4321 

1243 

3421 

1423 

3241 

4123 

3214 

4132 

2314 

1432 

2341 

1342 

2431 

1324 

4231 

3124 

4213 

3142 

2413 

3412 

2143 

4312 

鐵 

2134 


通过对 n 的归纳法可以得知，这个算法生成|1，2,… ，幻的 所有的排列，并且具有与前 
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ffi 的方法相同的顺序。我们叙述从=3到 n =4的归纳法中的一步。从开始，其中 4 I 
是最大的活动整数。该.整數4始终是活动的，直到达到最左边位置为止。此时4已经以各种 
可能的方式插人到|1，太31的排列123中。现在4又不再是活动的。最大的活动整数是3，' i 

它和 ii 3 中的最大的活动整数是相同的。然后3和2交换位置且4改变方向。这个交换与 

中出现的交换是相同的。现在的结果变成$^5 ; 此时4又变成活动的并将活动状态保 

持到该4到达最右边为止。然后再进行交换，该交换与发生在中的交换相同。算法如此 I 
继续进行，4以各种可能的方式交错地插入到11,2,3!的每一个排列中。 , 

对于|1，2,…， n 丨的一个给定的排列，有可能确定该排列在前述算法的哪一步出现。反；: 
之，也能够确定哪一个排列出现在给定的一步中。关于这一点的深人分析，参见 Even 的 

书 ㊀ 。 I 

4.2 排列中的逆序 

本节我们讨论借助于逆序来描述排列的方法，该方法由 Hall 发现 @ 。逆序的概念是一个 
老概念，它在矩阵的行列式理论中起着重要的作用。 _ 

會是集合 il ，2, … ， n 丨 的 一个排烈。如果./且 则敎对 ( 4 , ii ) 口 1 ]慰个 | 
#列?¥-个逆 

有4个逆序，即 （3, 1)，（3, 2)，（5, 2)，（5, 4)。集合|1，2，二，幻唯一没有逆序的排列是 f 
12…《。对于一个排列 i lZ 2 …4,令屮表示逆序数，它的第二个成分是 j 。 换句话说， 

数值序列 I 

a l ， a 2y …， a n 

叫做排列 hh … 沁1 的逆序列。数 q +…+ 量度一个排列的无序的程度。 

例排列31524的逆序列是 

ftv 

1， 2, 0, 1， 0 □ I 

i 2 - ^ v ,r 

排列的逆序列 a 2 , …， 〜满 足条件 

~2, … ， - t^l, = 0 ^ 

这是因为对于每个6 = 1， 2, ...， TZ , 在集合 jl ，2,...， nl 中存在 《- 々个整数大于6。由乘 
法原理我们看到，满足 

0<6!< n - l , 0< b 2 < n -2, b n =0 (4-1) 

的整数 6 l ，厶2，…，办 n 的序列的数目等于 l ) x … x 2 xl = n !。 

因此， 存在的丨1_，2，...，”丨的排烈 _和存亦_的可能的通息规一4^一^:就揺出 a 日色不县 


© 见上一个的脚注。 

㊁ M.Hall, Jr. : Pwceedings Symposium in pure Mathematics, American Mathematical Society, Providence, 6 (1963), 203 。 
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证明）|1，2,…，《丨的不同的排列有不同的逆序列。如果我们能够证明满足式 （4-1) 的整数 
b x , b 2 , 的每一个序列都是| 1 ， 2 ,…，《丨的一个排列的逆序列，那么（从鸽巢原理) 


就推出不同的排列有不同的逆序列。 

定理 4.2.1 令心，…，是满足 

^ 11 in■ r ~ 'I I II ~ I 




O^bx^n ~ 1 , ~2, •••, 0^ ： b n ~i^l 9 b n ~0 


的整数的序列。那么，存在 U ，2, …，72 i 的移 ■二 ^一个排列，它的逆序列是 62 ， • 



证明： 我们描述两种方法唯一地构造一个排列，使它的逆序列是 b 2? 

j 算法 1 从逆序列构造—个排列条)州银，祐舉雨下1 

n : 写出 n 。 ^2 k 太^ 

n - 1: 考虑、 bH 。 我们知道如果 &„< = (), 那么 n - 1必须放在 n 的前面。如 
果672-1 = 1，那么 W - 1必须放在 W 的后面。 


n- 2:考虑 b n _2。 我们知道0<6„_2<2。如果那么 ? i ~~2 必须放在从 n - 1步得到 
的两个数的前面。如果6^ 2 二1，那么 n-2 必须放在从 n-1 步得到的两个数之间。如 
果6„_ 2 = 2,那么 n-2 必须放在从 M-1 步得到的两个数的后面。 

卜 ； 、 

| n - k ： (一般的一步） 考虑、 b n — k 0 我们知道在从步？ 2 直到步 w — 々+ 1 中，々 
个数 n - l ， …， n -々 + l 都已经按所要求的顺序放好。如果 = 那么 
- 々必须 放在从72 - A + 1 步得到的所有的数的前面。如果 6„4 = 1 ，那么 n - 々必 
须放在前两个数之间…。如果那么 n - A 必须放在所有的数的后面。 

: ^ ^ 

1：我们必须把1放在〃 - 1步所构造的序列的第~个数的后面。 

当执行时，步骤 n， n -1, n -2, •••, 1确定了 j 1，2,…，丨的唯一的一个排列，该排 
j 列的逆序列是6 2 ,…，6„。这个算法的缺点是，排列中的每一个整数的定位不到最后 
是不得而 知的； 整个算法只有这些整数的相对位置保持固定。 

在第二个算法中 e 所要确定的正是排列中的整数1, 2,…， n 的位置。 

| : • 

算法 K 从逆序列构造一个排列 

从 n 个空位置开始，从左到右把这些位置标为1，2,…， n。 

1：由于在有咧中要有~个整数在1的前面，因此必须把1放在位置号为 ~ + 1 的位置上。 

2：由于在排列中要有心个比2大的整数在2的前面，而且这些整数还没有被插进来， 
因此必须给这些数留岀6 2 个空位置。于是，把2放在第6 2 + 1的空位置上。 

| • 

k： (一般的一步）由于在排列中要有&个整数 在&的 前面，而且这些整数还没有被插 
进来，因此必须给这些数留出&个空位置。在本步骤开始时空位置的个数是 w - 
(k ~ 1) - n ~ k + 1 0 我们把是放在从左边数的第 (~ + 1) 的空位置上。既然&-々， 


© 这个算法由 J.Csirm 引起我的注意。 


60 组合数学 


因此就有心+ l<n - A + 1，从而这样一个空位置就被确定下来。 

, : . I 

n ： 把 n 放在剩下的一个空位置上。 ; :« 

按上面描述的顺序执行步骤1，， n 后，得到|1，2 ,…， n } 唯一的排列,..已知它的 
逆序列就是~，心2，…，〜。 '一 . . '.…^ □[ 

例确定|1，2,3,4,5,6,7,8丨的排列，已知它的逆序列是5, 3, 4, 0, 2, 1, 1, 0。 

按照给定的逆序列执行定理4 . 2 . 1证明中的两个算法的各步骤，产生下列结果 

算法 I 
8： 8 

7： 87 

6： 867 

5： 8657 

4： 48657 

3： 486537 I 

翳: 

2： 4862537 

1： 48625137 

因此，排列为48625137。 

算法 n 

1： 1 | 
2： 2 

麵-滅■以 3: 2 

4： 4 2 

5： 4 2 5 1 3 

6： 4 6 2 5 1 3 

7： 4 6 2 5 1 3 7 

8： 486 2 5 1 3 7 | 

⑴⑵⑶ （4) (5) (6) (7) (8) 

我们又得到这个排列48625137。 □ 

由定理 4.2. 1可知，每个排列与所相联系的逆序列之间的对应是 \ l ,2,-,7 i \ 的排列和 
满足 i 

- 1, 2 ， … ， b n =Q 

的整数序列6 2 , …， 之间的 一一 对应。因此，一个排列通过指定它的逆序列而唯一 
确定。把逆序列看成是这个排列的“代码”（在定理 4.2,1 的证明中我们已经给出两种方法 
来“破解这个代码”）。 ' 

在一个 在选择 11，2 ，…， n I 的一个乂 
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排列时必须进行《次选择，排列的每一项选择一次。用 n 中的任意一种方式选择第 

一项，然后用 n -1 种方式中的任意一种万式选择第二项。 f 然第二项的选择个数 
«-1 与第一项的选择无关，但是第二项选择本身却并不独立于第一4 (不管第一项已经选 
择了什么，第二项就不能再选它)。选择第 A 项时也有同样的情况发生。对于第纟项有》- 
(々- 1) 种选择，但实际选择却依赖于前 A -1 项选择了什么。 

可以将上面的描述与选取|1，2 ,…， n !排列的逆序列卜； 6 2 ，…，进行比较。对于& 
可以选择”个整数 0, 中的任一个。对于 6 2 可以选择 H -1 个整数 0, 1,…， 

n -2 中的任一 个， 、它并 于 b \ 选择是什么。一 般地，对于~选择《 - _(々 -1) 个 
整数 0，1,…， n - 々中 的任意 一个， 而 并不介意对于 心， 6 2 ，…， h - i ， 我们的选择都是 
些 什么。 因此 、 jt 序列 通：; 诜择代 

序含数是1数_还 是免数 把 j ^，^； ，61 
还是奇的而被定义为 + i 或 - i 。 排列的符号在矩阵的 
论中很重要，其中一个矩阵 

A = [aij] (z'，j = l ， 2 ， - ， ?z) 


的行列式定义为 


- ' ~~ _ ~~ 

)det(A) = Se(hi 2 … | 

这里求和记号是对集合|1，2,…，幻的所有排列求和，而等于 iih 
的符号 ®。 

如果排列 hzV .，4 濟邀序歹 iLh ，办2，…，且是= 6^+6 2 +…+ 为逆序数，那么 
hi 2 … i „ 可以 S 过 6 j 欠连婆字换 j 目的 作！ 1三‘二21。首先连续交换1和其左边的~个 
数。然后连续交换2和2左边比2大的数，等等。用这种方法就可在 进行幻 + 6 2 +〜+ 6„ 
次交换后得到12.1。 





例通过连续交换相邻的数将排列361245变成123456。 

逆序列为2施0。连駿^的结 果为： （嫌酌臂# 

3 6 1 2 4 5 

3 1 6 2 4 5 

1 3 6 2 4 5 

1 3 2 6 4 5 

1 2 3 6 4 5 

1 2 3 4 6 5 

1 2 3 4 5 6 


□ 


这个过程是计算机科学中一种普通的排序过程的例子。排列“匕…的元素对应未排 


© 把 n X „矩阵想象成„行„列的棋盘，盘中的方块用数填人，行列式公式中的求和的这些项对应着将《个非攻 
击型车放到棋盘上的《!种方式。 
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序的数据。_对于更有效的排序方法和它们的分析，读者可参考 Knuth 的著述 
4.3 生成组合 - 

令3是《个元素的集合。为了下面分析清楚起见，取 S 为集合 

S — i X n — 1 j * * * 5 工 1 ，工 o I 

、 ' 111 " ， 隱， 一 . 

这就是说，要找一个将 s 的所有 
组合列出的系统过程。算法的结果应该包含 S 的所有的组合（并且只是 S 的组合），而且没 
有重复。因此，根据定理3.3.3,列出的组合将共有 2 n 个。 

给定 S 的一个组合 A ，则每一个元素々不是属于 A 就是不属于 A 。 如果用1表示属于， 
用0表示不属于，那么就能够用2” 个0和1的 n 元组 

( a ”- i ， …， « i » a 0 ) •- 

区分 S 的 2 n 个组合©。对于每个 f =0, 1， …， ” - 1,令《元组的第 f 项化对应元素工 £ 。 
例如，当 n =3 时，2 3 = 8个组合以及它们对应的3元组 如下： 

0-2 ci \ aQ 

0 0 0 0 

l-Tol 0 0 1 

0 10 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 12， 111 110 

\x 2 , x x , x 0 i 111 

例令 S == |抑，尤5，尤4，尤3，工2，工1，>2：01。对应于 组合！ ：?： 5 ，_2： 4 ，_2： 2 ，：£；0|的7元组0110101。 
对应于 7 兀组 1010001 的组合是 \ x (,, X4 , xqIo 口 

由于 n 个元素集合的组合可以用0和1的 n 元组确定，为了生成 m 个元素的集合的所有 
组合，只要能够描述以表的形式写出0和1的2” 个”元组的系统的过程也就足够了。现在每 
一个《元组都可以看作是基为2的一个数 ㊂ 。例如，10011是整数19的二进制数，因为 

19 = 1 X 2 4 + 0 X 2 3 + 0 X 2 2 + 1 X 2 1 + 1 X 2° 

一般地，给定一个从0到2” - 1的整数 m ，则数 m 可以由如下形式表示 

= —i + — 2 +… + ai><2 1 + aoX2 0 

其中每个七是0或1。它的二进制数是 

~ 1 — 2 *"*^ 1^0 

反之，由于 

㊀ D.E.Knuth ： Sorting and Searching. Volume 3 o{ The Art of Computer Pmgramming \ Addison - Wesley, Reading, MA 
(1973 )。 

㊁ 用 3.3 节的 语言： 我们用多重集 U .0 ,n ■: U 的〜排列来区分这些组合。 

㊂ 也见 1.7 节。 


Uli 
\ xi ， x 0 i 
\ x 2 \ 
\ x 2 , x 0 \ 
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| 2 n ~ 1 +2 n ~ 2 + •■■+2 1 +2° = 2 n ~1 

对应。@)在写出从 o 到2” -1 之间的一个 
整数的二进制数的时候，我们的习惯是使用恰好 n 个数字，因此，如果必要，则可包含一 
些初始的0, 而这些 J Q 通常是投有的。 

例 令 n = 7。数29在0和2 7 - 1 = 127之间并且可以表示成 

29 = 0 x 2 6 + 0 x 2 5 +1 x 2 4 +1 x 2 3 +1 x 2 2 + 0 x 2 1 + 1X2 ° 

因此，29有一个由0011101给出的7位数字的二进制表示并且对应集合 

S= \ x 6 , X 5 , X 4 , X 3 , X2 ， Xi , Xq } 

- 

的组合 1工4,工3，义2，工0丨。 . 口 

如何生成，…，:的 2 n 个组合呢？或者等价地说，如何生成0和1的2” 
j 个《元组呢？这个答案现在变得简单了。以大小递增的顺序写出从0到2” - 1的数，但要 
3 用二进制的形式，使用基为 2 的运算每次加 1。这就是前面生成0和1的3元组的方法。 

二进制数 
0 0 0 0 

0001 
0 0 10 ^ 

0 0 11 f vjy 

0 10 0 卜 1 f 

0 10 1 Vj ) 

0 110 Xv ) 

0 111 

8 10 0 0 

9 10 0 1 

10 10 10 
- 11 10 11 

12 110 0 

13 110 1 

14 1110 

15 1111 □ 

例使用上面描述的方案，紧接在组合 U 6 ，: r 4 ，: C 2 ，工1，工0 i 后面的 j 工6，工5，工4，义3，工2， 
〜，別}的组合是什么？ " 1 : [ 丨， 

'u c ? 

组合|1 6 ,2 4 ，^ 2 ，^ 1 ，抑1对应二进制数1010111。使用基为2的运算，看到下一个组合 

对应 


例生成0和1的4元组 c 

)M. 


数 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
7 
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1010111 

:' + 1 

1011000 

因此是组合彳 _3： 6 ,_3：4,工 3 }。 由于 

1 X 2 6 + 0 X 2 5 + 1 X 2 4 + 0 X 2 3 + 1 X 2 2 + 1 X 2 1 + 1 X 2° = 87 

则组合 x 0 } 为表上组合是 U 6 ,_ r 4 ， x 3 丨。注意表 
上的位置以0开始。占据第0个位置的组合当我们说表上的第5个组合， 
那么我们指的而不是对应数4的组合。在表上的第5个组合的前面 
如果这一点还不清楚，那么下一个例子应该能够阐 一3 

例 5 ! 工6，工5，工4，工3，工2，工1， : ro } 的哪个组合是表的第108组合？ 

首先求出108的基为2的数 

108 = 1 x 2 6 + 1 x 2 5 + 0 x 2 4 + 1 x 2 3 +1 x 2 2 + 0 x 2 1 + 0 x 2° 

108的二进制数是 

1101100 

因此，这个组合为 U 6 ， _z 5 ,:r 3 ， x 2 }。 哪个组合直接先于这个组合呢？简单地进行二进制遽法 X 

1101100 
- 1 


1101011 

它对应组合 j 工6，工5，工3 ,工 1，^0 I ° □ 

-现 在以紧凑的方式描述生成 n 个吞素的集合的组合筹 法。描 _述是以0和1 _ 1 元组 j 勺 

生成!4-1，...，心，1()}组合的基2算法 





从 a „- 广. a]_ao = 0...00开始。 

• 当 a „- 1… aia 。 尹 1...11 时，做: 

i'i ) 求出使得的最小的整数 (在 n -1 和0之间）。 

1 ii ) 用1代替仏.并用0 代賛(由我们对的选择可知2在 用 
V , 0 代替^前它们都等 H 一 一 一 一 一 

当 = 时算法结束；它是在结果列表中的最后的二进制《元组。 


選过基2的生成方案所产生的0和1 的 n 元组的 顺序称为 @ 组也字在这种顺序 
下，假设表中有两个 n 元组和 - 1 • l ^ oTTCS 3,出现第^ I 位置不 
同，譬如 j ， 是〜=0 而匀 =1，那么… aia 。就出现在另一个 n 元组 + h 的前 
面（也就是说，由给出的基为2的数小于由… 6 i & o 给出的基为2的数)。 
在0作为第一个“字母”而1作为第二个“字母”的字母表中，把 n 元组看成表中长度为》 
的“单词”，字典序就是这些单词出现在字典中的顺序。 

把 n 元组看作集合丨 am ,... ，:^，: ro 丨的组合，那么对于每一个满足 n - 1> ; 的_;_， 
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Uj .，… ，心， 抑丨的所有的组合先于至少含有:，…， 巧 + 1 中一个元素的那些组合。由于这 
个原因，有时0和1的 n 元组的字典序若被看作是集合，… ，: 的组合的顺序也叫做 
的藏序反我 们用压缩序将当前那些元素的所有组合列在引进—个齒元素 g 的组吾箭面^ 
= ^=2, x 0 = l ! 的诸组合的压缩序在下面列出。这对应前面（字典序） 

列出的二进制4元组。 



0 



4 


1 


1， 

4 


2 


2, 

4 

1， 

2 

1， 

2, 

4 


3 


3, 

4 

1， 

3 

1， 

3, 

4 

2, 

3 

2, 

3, 

4 

2, 

3 

1，2, 

3, 

4 


以压缩序排出的 11,2,3,41 的组合 

注意，在这种排序中所有不包含4的组合是如何排在包含4的组合前面的。在不包含4 
的组合中，不包含3的组合排在包含3的组合前面。在既不包含4也不包含3的组合中，那 
些不包含2的组合排在包含2的组合前面。 

在组合的压缩序中^±15含的 直接后继可能和这个 身大不一样。_纟_| 合 A = u 6 , 

工4，工31 (等价地，7元组 1011000) 在组合 U 6 ， 工4，工2，尤1，工0丨（等价地， 1010111) 
的下一位置，但与 B 相比有4处不同的地方，因为 A 包含 x 3 ( B 不包含)，而 B 包含 _ z 2 ，：^ 
和邳 （ a 不包含)。这就提出要考虑下面的 gy : J 艮否■以不_同的 顺序生 企五童 ^ 
食，_使得一个组合的直接后继与 g 个组小 jfef 同？尽可能小在这里指 的是一 •个组 

之，一进或者一岀。由于诸多原因，这种方案会是重要的，尤其是在生成所有组合的时候误差 
出现的机会会更小。 

例令 Uu - i ，…，: ChXoL 考虑 S 的组合及” =1，2, 3对应的”元组的下述列 

' - 


0 


0 

1 


n =2 


i 工 1 


0 

Uol 

■Xoi 

Ij ： i ! 


0 0 
0 1 
1 1 
1 0 


71=3 

0 0 0 0 

Ixof 001 
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l^i ， x 0 i 

1工1! 

1^2> 

|工2，工1，工0! 

\x 2 , -To 


} 


0 1 1 
0 1 0 
1 1 0 
1 1 1 
1 0 1 
1 0 0 


在每一个列表中， 从一个组合到下一个组合的替轉是通过插入一个新元素或者移走一文1 毛_ 
素不是两者都做面得到用0 和1的 n 元组术语来说，把0变成1或者把1变 
成0,恒 ^是两者同时变 _ o □ 

现在做进一步的表示，这次是几何的表示。我们把0和1的一个 n 元组当作是”维空 
间一个点的坐标。于是，对于 n = l ， 这种表示就是一条直线上 的点； 对于 n =2, 则用2维 
空间或平面上的点表示；对于《=3,这种表示用的是3维空间中的点。 

例令 n = 1。0和1的1元组对应单位线段的两个端点或两头，°_ I 

如图 4-1 所示。 □ 图心丄 

例令《 = 2。0和1的2元组对应单位正方形的4个角上的点， 

如图 4-2 所示。 □ 


例令 n = 3 
如图 4-3 所示。 


0和1的3元组对应单位正方体的8个角上的点， 

□ 



点间当 Mq 


图 4-2 


处不同射恰好有一条边^ 这正 是在牛成0和1的 n 元组时要寻找的特点！ 

可以推广到任意的 n 。 单位 n - 方体（一个 1- 方体是一条线 110 

段，一个2-方体是一个正方形，一个3-方体就是通常的立方 
体）有 2 n 个角，它们的坐标是0和1的 2 K 个 n 元组。在一个 
n - 方体中，当两个角点的坐标只在一处不同时恰好有一条边连 
接这两个点。生成0和1的 n 元组的算法对应着沿方体的边 
访问每一个角点恰好一次的路径，其中， 这个-元组具有性质彳 
元组的后继仅仅在一处与该 n 元 组不同。这样，.任意 
g (或 n 元纟日的结果列去）称(葛莱码，二进制 
循环码) 0 。如果能够再穿过一条边从路径的终点回到起点， 那么 Gra ^ L 码就％做写两) 
在上面的例子中，对于 n = l ， 2和3的那些列表就是循环 Gray 码。它们还有一个性质，这 
使得它们相当特殊，现在就来考察这个性质。 g 1 

从单位 1- 方体开始，始于0终于1的 Gray 码如图 4-4 所示。通过 
拷贝两个 1- 方体并且连接对应的角点就可以建立一个单位2-方体。 

附加#一企 栲03舶两 个 哭标 前，把1附加到另 一个 1- 方体的^个坐标前，首 



图 4-4 


㊀ 1878年，法国工程师 6 mil e Baudot 演示了 Gray 码在电报中的用法。不过，第一个获得专利的是贝尔实验室研究 
员 Frank Gray , 时间是在1953年。 
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的一个拷贝的 Gray 码行进，穿行到另一个 1- 方体，然后再沿着这个 1- 方体的 Gray 码以相 
反的顺序行进，通过这种方式就得到该2-方体的循环 Gray 码，如图 4-5 的左图所示。 

可以用类似吗声毕柊兔彳笔 土^住 建玄二 玄垮 o 取2-方体的两个拷贝并将对应 
的角点连接起来。把0附加在一个拷贝的各个坐标前而把1附加到另一个拷贝的各个坐标 
前。首先，沿着2-方体的一个拷贝的 Gray 码行进，穿行到另一个2-方体，然后再沿着这个 
2 -方体的 Gmy 码以相反的顺序行进，就 
得到3-方体的循环 Gray 码，如图 4-5 
的右图所示。 

可以继续用这种方式对任意的整数 
n ^ l 归纳地构建 n 阶 Gray 码。 昆 j 文种 
■方式逾遣放 射 Grav ~^) 

为了得到 n 阶反射 Gray 码， w - 方体是 
唯一的可视图形从而不必介绍。当然， 

对于 n >3, 只能得到 n - 方体的角和边 
的形象化的图形。 n =4时的反射 Gray 码表示 如下： 




图 4-5 


n _ 

0 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 11 
0 0 10 

0 110 

〆 

0 111 
0 10 1 
0 1 .0 0 
110 0 
110 1 
1111 
1110 
10 10 
10 11 
10 0 1 
10 0 0 

n 阶 g ■射 Gray 码—般归纳定义 如下： 

0 — 


\炉1’#部 



i ) 1阶反射 Gray 码是 


Ji ) 设 n >1且 j 二1阶反射 G ray 殿已嚴 构建好^为了 构建" 阶反射 Gray 码， 

把0添加到每个 

U -1) 元组的开头，然后，以 n - l 阶反射 Gray 码所给出顺序的相反顺序再列出 
{ n -1) 元组，并把1添加到各 （ n -1) 元组的开始处。 



由这个归纳定义可知， w 阶反射 Gray 码以^^||\00.“0开始并以 n 元组 10---0 结束。 
由于00...0和 10...0 只在一处不同， 

因为反射 Gray 码已被归纳定义 Gray 码，首先构建 - 1阶反射 
Gray 码。例如，为了构建6阶反射 Gray 码，首先构建5阶反射 Gray 码。为此，又要构建4 
阶反射 Gray 码，等等。为了构建6阶反射 Gray 码，使用归纳定义就必须依次构建1、2、 
3、4、5阶反射 Gray 码。现在我们描述一种算法，该法能够直接构建 n 阶反射 Gray 码。为 
此，需要一个 逐次性 法则，它告诉，们，在反射寸 
哪个地方需要改变（从0变到1或从1变到0)。这个逐次性法则在下述的算法中给出。 

如果 a „_ ia „_ 2 …抑是0和1的 ， z 元组，那么 

a(a n -ia n -2'" a o S ) = a n-i + a n-2 + ••• + a o 


是它的1的个数（等于它所对应的组合的大小）。 


赵反射 — Grav 码却顺牟生摩 -0 租1的》元钼 
以 n 元 组〜- …叫= 00...0开始。当 n 元组〜 _ ia „_ 2 ... a 0 尹 10...0 时 ，做： 

I ) ~ a n-l + a n~2 + + _^0<^._, 

1)_如畢4〜— i 七 V ’) 色 g 数」(从 或从 1 麥 
a, + i i 从 0 变到 1 或从 1 变到 0) 。 

隹意)如果在步骤 iii ) 中 c ^- ih -2 … ao 关10…0，那么 j < n -2， 从而 _;• + l<w - 1并 


( gjj 如果在步骤 iii ) 中 m 2 “.“ o , 那么# 
确定屮 +1 。还要注意，在步骤 iii ) 中可能有就是说， 

屏 的 a 费 fg ! 笔 j u ’ 呀指示昀麥 座 

G ray 码。 


2 -2，从而 j + 1^72 - 1 并 
1 ；在这种情形下不存在满 



证明： 通过对 n 的归纳法来证明本定理。显然，算法用于 n = 1时产生1阶反射 Gray 
码。令 ? 1 > 1 并假设算法用于 n _ 1时产生 n - 1阶反射 Gray 码。 n 阶反射 Gray 码的前 
2 ” — 1 个 n 元组由 n -1 阶反射 Gray 码的 ( n ~ l ) 元组通过在每一个 U -1) 元组的开头添 
加一个0组成。由于 U -1) 元组10…0出现在 n -1 阶反射 Gray 码的最后，于是，将逐 
次性法则用到 n 阶反射 Gray 码的前 （2” — 1 - 1) 个《元组，与将该法则用到《 - 1阶反射 
Gray 码除最后的 （ n -1) 元组外的所有 U -1) 元组，然后再附加一个0有相同的效果。 
因此，归纳假设导致逐次性法则产生前一半的 n 阶反射 Gray 码。 n 阶反射 Gray 码的第2”- 1 
个《元组是010 — 0。由于 <7 (010 — 0) =1是一个奇数，逐次性法则用于010…0并给出 
110 -0, 它就是《阶反射 Gray 码的第 （2” —i + l ) 个 n 元组。 


现在考虑 H 阶反射 Gray 码后一半的前后连贯的两个 n 元组: 


1 a„ — 2 ."a 0 

1 b n -2...b 。 

此时，在 n-1 阶反射 Gray 码中， a „_ 2 ". a 0 紧跟在 6„— 2 "4 0 之后: 
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6„- 2 …心0 
5,-2". a o 

现在 2 … ao) 与 ct (6„-2 … 6 q ) 奇偶性箱反 （ 一个是偶数而另 一 个是奇数)。 cr(la„-2 … 
flo ) 与奇偶性也相反，而且， ( lb n ^ 2 - b 0 ) 与〆 ~_ 2 … 6o) 也是奇偶性相反。 
设〆 6„- 2 …心)是偶数，于是 <7(知- 2 …叫)是奇数且 <7(1^_ 2 ，"叫)是偶数。根据归纳假设， 
是由6,,-广40改变6 0 后得到的。用于 la n - 2 - a Q 的逐次性法则指示我们改变以， 

这就给出了所期望的 lb n - 2 - b 0o 现在假设 a(6„_ 2 …知)是奇数。 于是〆 是偶数而 
是奇数。将逐次性法则用于— 叫与将逐次性法则用于 b ,,— r ，， b Q 的效果 

正好相反。因此，由归纳假设也推出，将逐次性法则用于 l a „_ 2 … 叫也给 出了所期望的 
lb n -2 ■■- b Oo 因此，由归纳法可知定理成立。 □ 


例在8阶反射 Gray 码中，确定10100110 、00011111和01010100的后继8元组。 

由于 <7(10100110) =4是偶数，故 10100111 紧跟在 10100110之后。由于 (7(00011111) = 
5是一个奇数，因而，在算法的步骤 （3) 中 ， j = 1, 所以在00011111之后应该是 
00011101 。由于 〆 01010100) = 3,所以01011100紧随01010100之后。 □ 

我们已经描述了 2 M 个二进制《元组的两种 排序： 通过从00…0开始使用基为2的运算 
所得到的字典序，以及同样从00--0开始的反射 Gray 码序。字典序对应从0到2” - 1的基 
为2的整数，而反射 Gray 码序可以看成是以特殊的顺序从0到2” - 1列出的二进制 n 元组。 
我们可以明确地说岀二进制 n 元组出现在 Gray 码序的表的准确位置。对于 i =0, 1，…， 
W - 1 ， 令 


b = |0 ,若〜-丄+…十屮是偶数 
U » 若 a„- 1 + … + a ; 是奇数 

此时， a „_ r “ ai a Q 在 Gray 码序表的位置和… 600 在字典序表上的位置相同。换句话 
说， i … a i a G 在 Gray 码序表的位置 


A = i X 2” 一 1 + …+ X 2 + 6 0 x 2 0 

上。我们把验证它的工作留作 练习。 

4.4 生成 /*- 组合 

| 

在 4.3 节我们已经描述了 n 个元素集合的两种排序方法以及基于逐次性法则生成组合 
:的相应算法。现在我们只考虑固定大小； • 的组合并寻找生成这些组合的方法。 一种方式就 1 
合 ig 芦 gggjfg 變 ^选择那些恰好含有 r 企 元素 的组今。 

例在 4.3 节以压缩排序列出了 Il ，2,3,41 的所有的 4 -组合。从其中选出 2 -组合，得到 

I 11，2,3,4|的2-组合的压缩 排序: 

I 


1 , 2 
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1，3 
2, 3 

1, 4 

2, 4 

3, 4 □: 

本节，我们将发展”个元素集的 r - 组合的字典排序算法， r 是一个固定的整数且满足 
l < r < n 。现在把集合取为 

S = { l ,2,-", n \ 

它由前 n 个正数组成。这给出 S 的元素的一个自然顺序 

l <2<0 ..<n 

会 A 和 R 县隼的两个 r - 组合。 jg 果在并集_4」5中但不在交集 A ㈤ 中（即 ， [ 
在一个集合中，说 I 以至 鱼异 

先 于五。 □ I 

— 

例令|1，2,3,4,5,6,7,81的5-组合 A 和 B 由 

A =!2,3,4,7,8 l , B = |2,3,5,6,7! 

给出。则在一个集合但不同时在两个集合的最小元素是4 (它属于 A )。 因此， 

先于^ _□ ? 

用前一节意义下的字典序和用字典意义下的字典序都有什么特点呢？我们把 S 的元素 
看成是一个字母表中的字母，其中1是第一'个字母，2是第二个字母等等。把 r - 组合看成是 
字母表 S 中长为 r 的“单词”，并给这个“单词” 一个字典类型的顺序。但是，一个单词中 
的字母形成一个有序的序列（例如， part 与 trap 就是不同的词），对组合来说，如我们已经 
知道的，顺序是无关紧要的。既然顺序在组合中无关紧要，就让我们约定，无论何时只要写 
|1, 2, h | 的组合，就将其中的整数以从最小到最大的顺序书写。因此， S = {1,2,-, ? 
«丨的组合写成形式 

ai ， a 2, •••, a r 其中 l < ai < a 2 〈… 

为了方便起见，也约定把 r - 组合写成没有逗号的形式 

即写成长度为 r 的单词。现在我们已经建立了书写组合的约定，它使我们把一个组合看成 
一个单词。但要注意，并不是所有的单词都是允许的。在我们这里的字典中，将只有那些取 
自我们的字母表中、有 r 个字母且其字母是以严格递增的顺序排列的单词（特别是 ，彦 
单词中不存在重复的字母 ）。 

例回到前面的例子，用我们建立的约定，写出 A = 23478和 B =23567。我们看到， 

A 和 B 的前两个字母是一样的，在第三个字母上出现了不一致。既然4<5 (在我们的字母 
表中4在5的前头），那么 A 在字典序中就先于 B 。 口 ： 
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例考虑彳1，2,3,4,5,6,7,8,9}的5-组合的字典序。显然第一个5-组合是12345;最后 
的一个5-组合是56789。在我们的字典中，12389 的直接后继5-组合是什么呢 ?在123开始 
的5-组合中，12389是最后的一个。在以3的5-组合中， 
12456是第一个。因此12456是12389的直接后继。 口 

在下面的定理中推广了这个例子，在我们的字典中，确定了 ^除最后 g 个单词外的所有单 
_词的直接后继 j — ^~ "" 

定理 4.4.1 令… a r 是 j 1，2, ... ，7?丨的一个 r - 组合。在字典排序中，_第一个 r - 组合 


最 后一个 r-J lL 全是 (1 71 ~ r + \ ) {n 一广 + i§i a\a 2 ^* a r := ^ z {n — r + \) 


那么，在字典排序中， a ' a ) … CL r 的直接后继 


紅 a i …“ 々 一 1 \^k 


1 ) ( a 々+2) ( a k + r - k + l)i 


证明：从字典序的定义可知，是在字典排序下的第一个而 • U - r 十 1) ( n~r + 
2 ) 是最后一个组合。现在，令七％…〜是任意一个但不是最后的组合，确定々 
就是定理中所指出的 A 。 于是 


0 ^( 22 … a r = Wdk _]_ a k (n - r + k + 1) (n 一 r + 々+2) … ( n ) 


a k + 1< ?i ~ r + k + 1 


因此， aia 2 … a ? - 是以 a ! … a 々一 ia k 开始的最后的 r - 组合。组合 


ai"-CL k ~i (a k + 1) (a 是十 2) … （ a 々 + r —6 + 1) 

是以办- + 1 开始的第一个 r - 组合；从而是 ai a 2 - a r 的直接后继。 

从定理 4.4. 1我们断言，下列算法生成 \ l ,2,-, n \ 的字典序的所有组合。 

I 生成的字典序 r - 组合的算法 i . • 

从 r - 组合 ai 


当 r + 1) (n - r + 2) … h 时，做: 


i ) 确定最太的整数 l ifa h + l < 7 i 旦屯 + 1 不 Jj a 」 ，％， … ， 
li ) 用 r - 组合 


• cik-i ( a 々 + l ) ( a 々+2) … ( a k + r ~ k + l ) 


替换 a l a 2 … 

例应用生成5=|1，2,3,4,5,6|的4-组合算法，得到下列结果。 


1234 1256 2345 


1235 1345 2346 


1236 1346 2356 

IJ45 135& 顺 
U 4 G lk 5 C ^5 A 
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1245 1356 2456 

1246 1456 3456 


□ 


如果将生成一个集合的排列的算法与生成一个 n - 元素集合的 r - 组合的算法结合起来， 
興得到车成元素參舍的 r 排力 

例生成 |1，2 v 3 t 4 丨的3-排列。首先生成字典序的3-组合：123, 124, 134, 234。对于 
每一个3-组合，再生成其所有的 排列： ' 


; 


123 124 134 234 
132 142 143 243 
312 412 413 423 
321 421 431 432 
231 241 341 342 


214 314 324 

我们通过确定在|1，2,…， W 的 r - 组合的字典序中的每一个 r ■组合的位置结束本段。 


□ 


定理 4.4.2 」 1，2,…， n } 的 r - 组合 〜幻… 合 的-字典序中的 


n 


cl \ 


a 2 

一 1 


— 1 


-» ~ ~ 一 一 n — — 丨 —-一 y 

证明： 首先计算岀现在 AM 后面的 r - 组合的 个数： 
i ) 在《肉 …〜后 面存在个 r - 组合，其第一个元素大于 A 。 
ji ) 在 aia 2 …〜后 面存在个 r - 组合，其第一个元素是❼，但是第二个元素大于 

_ … c ( n ~ •.卜 k 寸、） 

" I ... .. 


1) 在••_,々 后面存在 : 


2 


( r ~ l ) 个元素大于 a r - 1(> 
r ) 在 <302… a ? •后面存在 ( 1 1个 r - 组合， 


1个 r - 组合，它们都从 a ! … a r _2 开始，但第 
它们都从开始，但第 r 个元素大 


■4 u 

从总数个 r - 组合减去 a ia 2 〜 a r 后面的 r - 组合，我们发现 

中所给出的位置。 U 

例在|1，2,3,4,5,6,7,8丨的4-组合中，组合1258在字典序中的哪个位置？应用定理 
4.4.2 发现1258的位置是 


a l a 2 … a r 的位置正是定理 

□ 


(:)普(『 


/O' 


12 , 


■12 
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4.5 偏序和等价关系（姿对%#)• 

在本章前面各节，我们定义了对于一个有限集的排列、组合以及 r - 组合等集合上的各 
种“自然”序，即通过生成算法确定的那些序。这些序就是在存在第一个物体、第二个物 
体、第三个物体…最后一个物体的意义下的“全序”。有一种更一般的序的概念，叫做 “ j | 
r 5 , 它非常重要而且在数学中很有用。由一个集合含于另一个集合以及由一个整数被另 I 
T 整数整除来定义的两种偏序或许更为人们所熟知，但它们不是全序。它们是在给定两个集 
合互相都不是对方的子集以及给定两个整数彼此都不能整除意义下的偏序。 - 

为了给出偏序的精确定义，重要的是要知道数学中关系指的是什么。令 x 是一个集合。 
x 上的 关系丑 是一个“性质”，在 x 的任意两个给定的元素之间，这个性质可能成立也可能 
不成立。说得更正式一些， X 上的一个关系是 XXX 的一个子集宄，而 XXX 是 X 的元素 
j 勺序偶的集合。 gf 偶 U .，6.) 属于丑，则写成 a 丑6;若 U ，6) 不在丑中，就写成 a 屏6。 

例令 X =|1，2,3,4,5,6 U 记号 a I 6表示 a 是6的因子（等价地，6可被 a 整除）。 
这定义了 X 上的一个偏序，例如，有2 | 6和 3 f 5。 

现在考虑 X 所有子集（即所有组合）的集合 P ( X ) 0 对于卩（ X )中的 A 和如果 
A 的每一个元素也是 B 的元素，那么写成 AGB ， 读作 A 含于 B 。 这定义了 P ( X )上的一 
个关系，例如，有和 □ 

下面是集合 X 上的关系丑可能具有的一些 特性： 

i ) 如果对于 X 中的所有的: c , ^ xR x, 则 i ? 是自反的。 

ii ) 如果对于 X 中的所有的 X ，有 x 识 X ，贝! Ji ?. 是反自反的。 

iii ) 如果对于 X 中的所有的; r 和: y ， 只要 _r i ? y 就有 : y i ? ，则丑是对称的。 

iV ) 如果对于 X 中的所有满 的 3：和 .V ， 只要 xi ?： y ， 就有: y 贫工（等价地，对 
于 X 中的所有的 :c 和 y ， x R y 同时 yi ? x .. 就意味着工=■: y ) ，_则丑是反对称的。 

V )对于 X 中的所有的 X ，^和 21 ，只要有 x i ? 和3^ 2，就有 z , 则丑是传递的。 

例正如前面例子所用到的，子集的关系 Q 和可整除性关系丨是自反的和传递的。子集 
的关系也是反对称的， 

如果 A 的每一个元素也是 B 的元素，但 A # B ， 则由 ACB 定义的真子集的关系 （(=.) 
是反自反的、反对称的和传递的。数集上的小于或等于关系<是自反的、反对称的和传递 
的，而小于关系 〈则 是反自反的、反对称的和传递的。 口 

等合 X 上的 偏序是 一个自反的、反 _对 称的和佳 递的关赛尽。集合 X 上的严 格偏序 是一个 
反自反、反对称以及传递的关系。于是，£，<和 | 均是偏序，匚和 〈则是 严格偏序 @ 。如果 
—个关系丑是一个偏序，则通常用<标记开 ㊁ ；由 a <6 当且仅当且 a 羊 b 定义的关系< 
是一个严格偏序（反过来，从 X 上严格偏序<出发，由当且仅当 a <6 或 a = 6 定义的 
关系<是一个偏序)。在其上定义偏序<的集合 X 有时也叫做偏序集，并用（ X ， <) 表示。 

如果只是集合 X 上的一个关系， 那么对于 ^ xR y^yR x, 就说工 


0 可整除但不相等的关系也是一个严格偏序。 

㊁ 意识到并不意味着 a 和6是数且 a 不大于6很重要。对偏序集而言，符号“已成为一种抽象的符号。 
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i 

和 jy 是_可咚的：否贝 1 J 就说工和 y 是 对 

数集上标准的关系 <是一个全序 @ 。 

如果 X 是一个有限集，而我们以某种线性顺序列出 X 的元素（ X 的一个排列） ai ， 
a 2 ，…， ci„, 那么通过确定( 在该排列中 a ,. 先于 可以验证，我们得到集合 | 
X 上的一个全序。现在证明， X 上的每一个全序均可用这种方法产生。 

定理 4.5,1 令 X 是 h 个元素的有限集。于是，在 X 的全序和排列之间存在一个一' 

- — .I _ I - — — — — , ―― — , 團 — —— -' -_ 丨 ---■» — 

对应。特别地， x 上的不同 ii 全序的个数是 S 

*'■ ^ - I _ I _ .. 雲 : 

证明：对《使用归纳法，证明 X 上的每一个全序<对应 X 的一个排列，…， 
a„ , 其中如果 ..w = l , 显然成立。令 n >1。 . 首先证明 X 存在一个极小 
元；即一个元素 q 使得由导致6 = a (等价地_，不存在使得工<〜的元素 X )。令 a | 
为X 的任一元。如果 a 不是极小元，那么就存在一个元素6使得 6< a 。 如果6不是极小 
元，就存在一个元素 c ， 使得 c <6 从而 c <6< a 。 继续这样做下去，并用到 X 是有限集的 | 
事实，最后确定极小元 ai 的位置。设存在 X 的一个元素由于有一个全 I 
序，就必然有^人〜，与〜是极小元矛盾。因此，对于 X 中所有异于 q 的 _ r ，将 ; 
归纳法应用到 X 的异于 q 的 n - 1个元素的集合，得到 结论： 这些元素可以被排序成 a 2 ， = 
a 3 , a n , 其中 a2 < a3 < — < a „。 因此， q ， a 2 , a 3 , …， a „ 是 X 的兀素的 一* 个排列，且 

a 1 < a2< a 〗 〈 … 〈 a„ o □ J ， 

作为定理 4.5.1 的一个结果，一个有限的线性有序集常常被表示为 〜<”< — <«, ，或: 
简单地表示为 ai , a 2 ，…， a „。 

偏序集可以用几何的方法表示。为了叙述几何表示方法，定 jC 偏序集 覆 
令 a 和6是 X 中的 元素。 ^_a<± ^且没有苎素 c 筻考鱼么 a 
(_也_说成 6 覆盖 a )， 记为 _ a < f 6; 就是说，不存在元素 c ， 使得同 

可知’偏序 《被 它的覆盖关系唯一 确定。 因此， 

覆盖关系是描述偏序的有效方法。由定理4.5.1可知，（ ：_(乂，<)是全序集，则 X 的^ f 
延丛 列成…工 2 , •••,〜，使得 X i < A < c …< 〆 „。^_由于这焚原 \： 

~ &序集 ( X ，<) 的图 （ diagram ) 通过对于 X 的每一个元素取平面上的一点而得到， 

若: r < d , 则要仔细地把关于: r 的点放在关于> 的点的下方，并当且仅当 x 被: y 覆盖时用一 
条线段连接 x 和 : y (把 x 放在^的下方为的是知道 x 被 j ， 覆盖，而不是^被 x 覆盖)。 

例5个元素的全序集用5个顶点的图来表示，如图 4-6 所示，这些点用4条竖直线段 f 
所连接。 □ | 

例集！1,2,31的子集的偏序集由在一个角点“坐着”的立方体图表示，见图4-7。 □ 

例由“是…的因子”确定的前 .8 个整数的集合的偏序由图 4-8 所示。 口 

_:_ . -•； 

© 把短语“ X 和: y 是不可比的”当成是“不能比较苹果和橘子”从而苹果和橘子是不可比的这种普通短语的抽象。 

㊁ 这就是为什么要仔细区分偏序的抽象符号和数的标准关系“后者是个全序，其中任何两个数 a 和6 |； 
都是可比较的（或者 a <6, 或者6<幻，但是这个性质对一般的偏序集是不成立的。 |： ; 
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和< 2 是某个 集合义 上的两个偏序。 @只要成立就有^< 2 6成立，那么/ 
偏序集 ( X ,@ 晕偏序集 U ，^) 的一个扩展 。特 别地，偏序集的扩展有更多可比较的对。 




定理 4.5.2 今 ( X.O 是一个有限偏序 I . 则存在 


证明： 我们需要证明，能够用下面的方法以某种顺序： _ r 2 ，…，将 X 的元素列 
出：如果贝 A , 即 z ‘</。 有一个非常简单的算法完成上述工作： 

' I 卿偏序集的线, 

I ) 选出 x 中（关于偏序<的）一个极小元 

ii ) >Ix 中删除并从剩下的《 - 1个元素中选择一个极小元 x 2o 


y 、 


iii ) mx 中删除工 2 ,并从剩下的 n -2 个元素中选择一个极小元 Ac 

iv ) 弃从剩下的》 -~3 个元素中选择一个极小元 1 4C 


Ln ) 从 X 中删除 A - t ， 恰好留下一个元素 x „。 

通过反证找出矛盾来证明；^，： c 2 , …，： c „ 是 （ X ，<) 的一个线性扩展。设存在•和 
Xj , 使得 々〈 A 但 j < i 。 于是，在上面的步骤 j ) 中，当我们在剩下的元素中选择 x , 时 X , 
就在剩余的元素中，由于 A 就不是算法所需要的极小元因此， X 2 , …， 

是(: r ，<) 的一个线性扩展。 □ 


例令 X = U ，2，...， n | 是由前〃个正整数组成的集合，考虑偏序集 （ X ，|)， 其中丨和前 
面一样意为“是…的因子”。若山则乂小于_;，这就推出1，2,…，》是（叉,<)的一个 
线性扩展。 ' □ 

例令又是《个元素的集合，考虑由包含关系所形成的 X 的所有子集构成的偏序集 
( P ( X ), Q ) 0 如果 ASB , 就意味着 | A |<| B |, 由此推出如果从空集开始以某种顺序列岀 
所有的单元素子集，再以某种顺序列岀所有的二元素子集，然后再以某种顺序列出所有的三 
元子素集等等，那么得到 ( P ( X ), e ) 的一个线性扩展。例如，若《=3且叉=11，2,3}，则 

0,| l !, i 2|,]3},| l ,2 Ul ,3 U 2,3 Ul ,2,3 l 


是 CPU )， e ) 的一个线性扩展。 口 

现在我们定义关系的另一个特殊的类。令 X 是一个集合。如果 X 上的一个关系 i ? 是自 
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价关! 


对称的和传递的，则 i ? 


因此,等价关系和偏序的区别仅仅在于等 
系是对称的，而偏序是反对称的)笑系通 常用〜 表示。如果 a ~6, 就说 a 等价 
于6。正如偏序可以看成数的通常的序<的推广一样，等价关系可以看成是数的相等关系= 
的推广。现在我们证明， X 上的等价关系自然地对应将 X 分成一些非空的集合的划分。 

令~是集合 X 上的一个等价关系。对于 X 的每一个 a , a 的等价类是所有与 a 等价的 
集合.^ 

^a\ 



故 a 的等价类包含< 


[a] — \x:x- 
从而是非空的。 


理 4.5.3 f 〜是集合 X 上的一个等价关系。于是，一些不同的等价类把 X 划分成 一 
些非空的部分。 )&, 将存在 X 上的一七曼价关系， 它 
㉟ 价类就是星 


证明： 首先令~是集合 X 上的一个等价关系。每个等价类是非空的，而 X 的每个元素 
包含在一个等价类中 U 的等价类包含 a )。 剩下还要证明不同的等价类是两两不相交的，: 
也就是说，如果两个等价类有非空的交，那么它们就是两个恒等的集合。设 U ] H [6] 
7^0,并令 C 是[<2]和 [6] 的一个公共元素。则 c — a (从而 a — c ) 和 (:〜 6 (从而| 
c ) 0 令 > r 含于 [ a ] 0 于是 : c ~ aD 由于 a ~ c 以及 c ~6, 由传递性得出 x ~6， 并因此 x 含|: 
'于 [ b ] 0 得到 [ a ] G [ b } 0 用类似的方法我们得到 [6] £ [ d , 从而 [«] = [6]。 

反之，令 Ai ， A 2 , …， A s 是将 X 分成一些非空集合的划分。对于 X 中的 _ r 和 jy , 定| ： 
义:当且仅当 I 和 J 在该划分的同一部分中。于是，通过直接验证可 知〜是 X 上的一 | 
个等价关系，其不同的等价类就是 Ah A 2 ，…，人（见练习题44)。 □ | 


4.6 练习题 


1. 在使用 4.1 节的算法时，|1，2,3,4,5}的紧跟在31524之后的排列是哪个？哪个排列先于 
31524? I ： 


^2/m 


定在 


48316725 


中的活动整数。 


3. 使用 4.1 节的算法，从12345开始生成|1，2,3,4,5!的所有排列。 

4. 证明，在 4.1 节直接生成 |l ， 2，...，n 丨的排列的算法中， 1 和 2 的方向从不变化。 

5. 令“纟2…纟》 是1 1，2,…， " 1的一'个排列，具有逆序列，&2，…，，并令& | ! 

+…+ 6„。用归纳法证明不能通过少于々次逐次交换相邻二数的方法将 hi 2- k 变为 


1 2-*-；7 0 

6. 确定 U ，2,…，8丨的下列排列的逆序列。 
i ) 35168274 


ii ) 83476215 
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y 构造|1，2，...，8丨的排列，其逆序列是 
V 丨） 2, 5, 5, 0, 2, 1， 1， 0 
il ) 6, 6, 1, 4, 2, 1, 0, 0 

8. |1，2,3,4,5,6!有多少排列具有 
i ) 恰好15个逆序？ 

II ) 恰好14个逆序？ 
ii !) 恰好13个逆序？ 

9. 证明，|1，2,…， nl 的排列的逆序的最大个数等于 n ( n - 1)/2。确定具有 n (n - 1)/2 个逆 
序的唯一的排列。再确定所有那些具有以 n - 1)/2- 1个逆序的排列。 

10. 通过逐次交换相邻的数把排列256143和436251变成123456。 

11. 令5= U 7， A ， …，工1，工0.(。确定对应 S 的下列组合的0和1的8- 元组： 

i ) { x 5 , x 4 , x 3 } 

ii ) \ x -,, x 5 , x - i，xi ( 

iii ) U 6 ! 

12. 令 S = i ：2：7，： C 6, …，: Ti , Xo I 。确定 S 的对应下列 8 -兀组的组合： 

i ) oooiioii 

ii ) 01010101 

iii ) ooooiin 

13. 通过基为2的生成算法生成0和1的5-元组并用集合 U 4 ,^3^2^ i ^ o } 的组合标示之。 
14 .对0和1的6-元组重做练习13。 

于 U 7 , o ： 6 ，…， ■ xmol 的下列每一个组合，通过使用基为2的生成算法确定其直接后 
继 组合： 

I ) 1^4, Xi ， : 

ii ) | x 7 , X 5 , x 3 \ 

iii ) U 7) 工 5 ，工 4 ，工3，工 2 ，工1，工0 i 

iv ) | x 0 ! 

16. 对于上题中的每一组合丨 ）、 ii )、 jii ) 和 iv ), 确定其在基为2的生成算法中的直接前 
趋组合。 

17. 当使用基为2的生成算法时， U 7 ， x 6 ，…， xuoi 的哪个组合是 S 的组合列表中的第150 
个组合？第200个组合？第250个组合？（如 4.3 节所示，表中的这些位置是从0开始 
计数的。） 

18. 建立4-方体（的顶点和边），并指出其上的反射 Gray 码。 

19. 举出一个3阶非循环 Gray 码的例子。 

20. 举出一个3阶循环 Gmy 码但却不是反射 Gray 码的例子。 

%21 /构造5阶反射 Gray 码，通过 

I ) 使用归纳定义，以及 
ii ) 使用 Gray 码算法。 

22. 确定6阶反射 Gray 码。 

f /辆 定下列9阶反射 Gray 码中9-元组的直接后继。 
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i ) 010100110 

ii ) 110001100 

iii) mmn • 

24. 确定前面练习 23 中的每一个9-元组在9阶反射 Gray 码中的前趋元。 

*25. 严格地说，》阶反射 Gray 码叫做二进制反射 Gray 码，因为它是0和1的一系列元 
组。它可以推广到任意基的系统，特别是三进制系统和十进制系统。于是， n 阶十进 
制反射 Gray 码是所有的 n 位十进制数的一个列表，表中顺序列出的相邻的数只在一 
处不同，而且它们的差的绝对值是1。确定1阶和2阶十进制反射 Gray 码（注意，我 
们尚未精确地说十进制反射 Gmy 码是什么。部分问题是要发现它是什么）。再确定1 
阶、2阶和3阶三进制反射 Gray 码。 

26. 使用在 4.4 节中描述的算法，以字典序生成彳1，2,3,4,5|的2-组合。 

27. 使用在 4.4 节中描述的算法，以宇典序生成!1，2,3,4,5,6丨的3-组合。 

28. 确定 U ，2，...，10 l 的以字典序直接跟在2, 3, 4, 6, 9, 10之后的6-组合。再确定直接 
前趋于2, 3, 4, 6, 9, 10的6-组合。 

29. 确定彳1，2, ...,151 的以字典序直接跟在1，2, 4, 6, 8, 14, 15之后的7-组合。哪个 7- 
组合直接前驱于1，2, 4, 6, 8, 14, 15? 

30. 以字典序生成|1，2,31的各排列的逆序列，并写出对应的排列。对丨1，2, 3, 4!的排 
列的逆序列重做本题。 

生成 U ,2,3,4,5 丨的3-排列。 

32. 生成 jl ，2,3,4,5,6 f 的4-排列。 

33. 组合2489出现在|1，2,3,4,5,6,7,8,9}的4-组合的字典序的哪个位置？ 

34. 考虑 U ，2, …，在字典序中的 r - 组合。 

I ) 前 ( n-r + 1) 个 r - 组合是什么？ 
ii ) 最后的 （r + 1 ) 个 r - 组合是什么？ 

35. |1，2,…， n 丨的 r - 组合 A 的补是彳1，2,…的 (n ~ r ) -组合 A , 它由所有不属于 A 的 


元素组成。令於=(^为彳 1 ， 2 ，一，《!的 r - 组合的个数和 n - r - 组合的个数。 证明： 


A!, Ai , … ， Aj\ 


是字典序中的 r - 组合，那么 


Am ， …， A3 ， At , A \ 
是字典序中的 (n - r ) -组合。 


36. 令 X 是 h 个元素的集合。在 X 上有多少不同的关系？这些关系中有多少是自反的？对 ; 
称的？反对称的？自反的和对称的？自反的和反对称的？ 

37. 令 i ?' 和 iT 是 X 上的两个偏序。定义 X 上一个新的关系 i ? :工办当且仅当 xR ' y 和 xR"y 
同时成立。证明， R 也是 X 上的偏序 （ R 称为是 R ' 和 R " 的交)。 

38•令 （ X l5 和 （ X 2, < 2 )是两个偏序集。在集合 f 


Xi X X2 = | ( Xi , X2 ) ： Xj G Xi , X2 G X2 ! 
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上定义关系 T 

( x l , x 2 ) T (xi , X 2 1 当且仅当和 X 2 < 2 X’ 2 

证明， ( X 1 XX 2 , T ) 是偏序集。（叉 1 ><乂 2 ，：0叫做(乂 1 ，< 1 )和(义 2 ，< 2 )的直积并表示 
为 X ( X 2 ，<2)。 更一般地，证明偏序集的直积 （ X ^，^) X ( X 2 ,<2) X…X 
也是偏序集。 ' ' 

39•令 ( JO 为偏序集，其中/ = |0，1}且0< 1。通过用0和1的 n 元组标示”个元素的集 
合 x 的组合，证明偏序集 u ， o 能够用 n - 垂直积 a ，<) xa ，<) x … x (/， <) („ 
个因子）标示。 

40. 将练习39推广到多重集 X = 的所有组合的多重集的情形（本 

练习的部分工作就是要确定这些多重集上的“自然的”偏序）。 

41. 证明有限集上的偏序由它的覆盖关系唯一确定。 

42. 描述关于集 X 的所有子集的集合上的偏序£的覆盖关系。 

4>/^ X = U ，6 ， C j ， e ，/}， 并将 X 上的关系只以 6 i ? c ， c Rd , aRe , eRf , fRd 定义。 

验证 i ? 是一个偏序集的覆盖关系，并确定这个偏序集的所有的线性扩展。 

44.令 A !， A 。 …， A s 是集 X 上的一个划分。定义 X 上的关系 i ? : X %当且仅当： r 和 
均属于划分的同一部分。证明只是等价关系。 

45- 定义所有整数的集 Z 上的关 系丑： 当且仅当^ = ± 6 。丑是 Z 上的等价关系吗？ 

46. 令 to 为正整数并定义所有非负整数的集 X 上的关系只：当且仅当 a 和6 除以 77 z 有 
相同的余数。证明，尺是 X 上的一个等价关系。这个等价关系有多少不同的等价类？ 

47. 令 n „ 表示集|1，2,…，幻的所有划分的集合。给定在 r [„ 内的两个划分； r 和 <7,如果 7 T 
的每一部分都含在 <7的一部分内，则定义; rSff 。 因此，划分 7 T 可以通过划分 CT 的那些 
部分而得到。这个关系通常说成 7 T 是 ( T 的 一 ■个 加细。 

i ) 证明这个关系是11„上的一个偏序。 

ii ) 根据定理4.5.3,在 IL 和11,2,…，的所有等价关系的集 A 7 ，之间存在一一对 
应。对应于 n „ 上的偏序， a „ 上的偏序是什么？ 

iii ) 对于《 = 1，2，3和4，构造（11„， O 的图 （ diagram )。 

48•考虑由“是…的一个因子”给定的正整数集合 X 上的偏序<。令 a 和6是两个整数， 
令 c 是使得 c < a 和的最大的整数，并令 d 是使得和的最小的整数 。 c 
和 d 是什么？ 

49. 证明’集合 X 上的两个等价关系只和 S 的交 _R (1 S 也是; C 上的一个等价关系。 X 上的 
两个等价关系的并总是一个等价关系吗？ 

50. 考虑三元素的集合 U ’ 6， c | 的子集组成的偏序集（ X ， e )。 存在多少线性扩 
展？ 

51. 令„是一个正整数，并令足是⑴ 2 , .. •，幻的〃丨个排列的集合。令兀和。 是兄 
中 的两个排列，并在 vr 的逆序的集合是 <7 的逆序的集合的子集时定义验证这个 
定义是叉„上的一个偏序，叫做逆序偏序集 （inversion poset )。 描述该偏序的覆盖关系， 
然后画出这个逆序偏序集 （ H 4 , <) 的图。 

52 • 验证二进制《元组〜―广.〜〜位于 Gray 码序表的位置 々处 ，其中&确定如 下：对 z _ = 
0 ，1 ，…， n — 1，令 
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[ 0 , 若 +…+〜是偶数 
[ 1 ，若+…+ A 是奇数 


k = b n -\ X2” _1 + …+ 6i x2+ 6o x 2 0 


于是， 

置相同。 


■ i ,,9 aiao 


在二进制 Gray 码序表的位置与广. 600在二进制字典序表中的位 


53.参考练习52，证明， a„-r"a 1( zo 可以通过〜 
0，1，…， n-1, 有 


- 1被 bn — V " bj ^ Q 覆盖，并对于! 


^0，_若6; + 6; +1是偶数 
ll ,若 6,- + 6出是奇数 .， 

54. 令（X， <) 为一有限偏序集。根据定理 4.5.2 我们知道，（X， <) 有一个线性扩展。 
令 a 和6为X的不可比较的元素。修正定理 4.5.2 的证明以便得到（X ， <) 的线性扩 
展， 使得〆 6。 提示： 首先找出X 上的偏序<'，使得只要就有工以及《<办。 

55. 利用练习54 证明： 有限偏序集是它的所有线性扩展的交（见练习37)。 

56. 有限偏序集（ X ， <) 的维数是它的其交为 U ，<) 的线性扩展的最小个数。根据练习 

55,每个偏序集都有一个维数。维数是1的那些有限偏序集是线性序。令 n 是一个正整 
数，并令 / 2 ， … ， z„ 是 U , 2， …，72 丨的异于1，2，…， .n 的排列 (7 。 令丨（1， 
h), (2, i 2 ), ( n , i „)! o 现在定义 X 上的一个关系只： U , 4) 只 （ Z ，6) 当且仅 

当 k<d (通常的整数不等式）和(还是通常的不等式）；也就是说（4， 6) 不是 CT 
的逆序。因此，例如，如果 rz =3 且 <7 = 2, 3, 1，那么 | (1，2)，（2, 3)，（3, 1 M 
和 （1, 2) 只（2, 3)，但是（1， 2) 豕（3, 1)。证明，尺是 X 上的偏序并且偏序集（ X ， 
R ) 的维数是2，假设 h ， i 2 ， …，4不同于恒等排列1，2， n 0 







数对 n 个元素集合的 h 组合的个数作了计数。它有许多方便的性质并满足许多有趣 

的等式。由于它们出现在二项式定理中（见 5.2 节），因此它们也叫 做^~式系数\ 在产生 
于计算机理论科学算法分析的公式中，二项式系数反复地出现，因此熟练掌握它们是很重要 
的。本章我们讨论它们的一些初等性质和一些等式。证明 Sperner 的一个有用的定理，然后 
继续对偏序集的研究并证明 Dilworth 的一个重要的定理。 

5.1 Pascal 公式 ^ 竹 ；, 

二项式系数已经在3 .3 节对于所有的非负整数 々和 n 定义过。我们记得，若々> n ， 
则0=0，而对所有的 n , 有0 = 1。如果《是正的，且 


I n \ _ n ! _ 7i{n ~ — k + 1) 

\k) k\{n — k) l 々（是 一 

在 3.3 节，我们已经注意到 



这个关系对于满足的所有整数6 和 n 都成立。 

. 定理 5.1.1 (Pascal 公式） 对于满足 - 1 的所有整 ^ , 

^3 - 

证明： 证明这个恒等式的一种方法是代入这些二项式系数的值，然后验证两边是否相 
等。我们把这种直接验证的方法留给读者去做。 

组合证明 可以通过如下得到。令 S 是 n 个元素的集合。任取 S 的一个元素并用: C 表示 
之。然后把 S 的卜组合的集合 X 划分成两部分 A 和 B 。 在 A 中放入那些不含 x 的 h 组合, 

在 B 中放人那些含: c 的々-组合。 X 的大小是 = 因此，由加法原理可知 

(:卜 IA | + | 


A 中的々-组合恰好是 n -1 个元素的集合 S - U 丨的那些 f 组合，因此 A 的大小是 
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| A | 


n — \ 


B 中的 f 组合是通过把 i 添加到 S - W 的 U - 1)- 组合中而得到。因此， S 的大小满足 


\ B \ 


' n - l ' 

<k~l , 


结合这些事实我们得到 




□ 


为了解释这个证明，令 n =5, k ~3, S = \ x , a , b , c , d \ 0 于是 S 在 A 中的 3 -组 

合是 

\a,b,c\,\a ,b,d\,\a,c,d \ ,\b,c,d\ 

这些是集合 U ， 6, c ， 的 3 -组合。 S 在 B 中的 3 -组合是 

\ jC ^ ci ^ b \ j 丨 jr ， ^z ， c*} ，I 工，， \ jo ^ b ^ c \ ? | jtr 9 b ^ d\ > \ jc ^ c ^ d\ 

在这些 3 -组合中删除元素得到 

\a ,b\,\a,c\,\a,d \ ,\b ,c \ ,\b,d \ ,\c,d\ 

它们是 U ， 6， c , W 的 2 -组合。因此 

( 5 UlO = 4 + 6=n + Q 


通过使用关系 


72 - 1 \ I ?1 — 1 

k ) + \k-l, 


以及初始的 fs 息 


J =l 和 L 


；^0) 


二项式系数不必求助于公式 （5-1) 就能够计算出来。当二项式系数用这种方法计算的时候， 
其结果常常以一个阵列的形式显示，这个阵列称为 Pascal 三角形（我国宋代数学家杨辉 
1261年在其著述《详解九章算术》中就已使用过 Pascal 三角形并称之为“开方作法本源”， 
此外德国学者 Pertrus Apianus 在1527年也曾论及。 Pascal 三角形在我国也称作杨辉三角或 

乘方求廉图-译者注）。该数组于1653年出现在 Blaise Pascal 的著作 Traite du triangle 

anthmiUque 中， 它在图 5-1 中作了解释。该三角形中的每一项，但不是出现在左边和斜边 
上等于1的那些项，通过把上一行的两项加在一起而 得到： 二 

这正好对应于定理5 . 1 . 1给出的 Pascal 公式。例如，在 ” = 8行时，有 
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3 8 )=56 = 35 + 21=Q + Q 


喊涛 ) 



涉及二项式系数的许多关系可以借助仔细考察 Pascal 三角形而发现。对称关系 



在这个三角形中很容易找到。定理 3.3.2 的恒等式 



通过把 Pascal 三角形一行中的数加在一起而发现。在々=1列上的数& ) = n 是计数数。在 

々=2列上的数^ ) = n(n-l)/2 是所谓的它们等于图 5 -2 所描述的点的三角形 
阵列中的点数。~~ - — 

© 

/ 

© © o 

© ^ o © © 

© ❿ o .o© © © © 0 

1 3 ^ 6 10 

图 5-2 

在々= 3列上的数^ U - 1 ) U - 2) /3! 是所谓的每 -面來 嚴> 它们等于点的四面体阵列 

(想象堆起的加农炮弹）中的点数。我们鼓励读者现在就来考察 Pascal 三角形以发现涉及二 
^式系数的其他一些关系。 

1 , I 可以对 Pascal 三角形的元素给出另外的解释。令《是一个非负整数，并令々为满足 
0 <6<«的整数。定义 
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p { n , k ) 


为从左上顶点（项 =1 ) 到项的路径的条数，其中，在每一路径中，从一项移动到该 ^ 

项下一行在其直接下方的项或其直接右下方的项。从路径的一项到下一项所允许的两种类型 
的移动在图 5-3 中作了解释。 

定义^(0 ,0)是 1 ， 且对于每个非负整数 n , 有 

7, 0) = 1 (必须直接向下移动到 

和 

p ( n , n ) = l , (必须沿对角线移动到 ( = )) 

图 5-3 

注意，从 0(^^ j 的每一条路径或者是 | 

i ) 一条从 (3 到 O 路径，再接着一次垂直移动 ( a ), 或者 S 

ii ) 一条从 Q 到的路径，再接着一次对角移动 ( b )。 | 

因此，由加法原理，有 ; 

p ( n , k ) = p ( n ~ l , k )^ p ( n - l 9 k - l ) 

即数 〆 n ， 幻的 Pascal - 型关系。可用与计算二项式系数^ j 完全相同的方法来计算数 P ( n ， | 

k ), 且以相同的初始值开始。因此，对所有的整数”和满足的6 ， .. 

p (? i , k )- 

于是， Pascal 三角形的项的值代表从左上角到这项的路径的条数，不过只能使用类型 《) ' 
和 6) 的移动方式。这样，就有了数的另外一种组合学解释。 | 

•- I 

5.2 二项式定理 

二项式系数的名字来自它们在二项式定理中的使用。该定理最初的少数几种情形应该是： 
一些熟悉的代数恒等式。 | 

定理 5.2.1 令 w 是一个正整数。于是，.对所有的； c 和 . y ， | 

-- - -- "" - - - - -- 

(x + y) n = x n + O ”- 1 ). ⑵？ -2 》 2 " 1 "…" 1 "(二 厂 1 + 3；n [I 

用灰 釦记哥写出. ^ J 

k=o \k / i 
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第一个 证明： 将 (x + 写成每一个因子都等于 j 的 n 个因子的乘积 

… （ x+. ： y)(x + ： y)..'(:r + ： y) 

用分配律将这个乘积完全展开，然后再合并同类项。由于在将 （: c + ： y ) K 用乘法展开时对于 
每一个因子都可以选择： c 或者; V ，故结果存在 2 " 项并且每一项都可以写成 x n ~ V 的形式， 
其中々= 0 , 1 ，…， n Q 通过在 n 个因子中的 6 个选择 3 ；且在剩下的 6 个因子中（默认) 
选择: c 而得到项: c n _ V 。 这样，在展开的乘积中项出现的次数等于 n 个因子的集合 

的々-组合的个数 G )。 mat , 


U + y) n = 2 ( n W-y 
/*=o \k / 

第二个 证明： 通过对 《 用归纳法证明。’如果 n = l ， 则公式变成 

(… )1= §Ck _y = (i) xV+ O … ， 

显然这是成立的。现在假设该公式对于正整数《成立，证明用 n + 1代替《时公式仍然成 
立。我们写成 


(x + y) n+ ~ (x y)(x + y) ? 


根据归纳假设，它变为 


(^ + 3 ,)" + 1 = (^ + 3；)(2(^ )’V 


n 


n 


2(：'- +1 - 
k=o \纪 


)，v 

i =0 \k / , 

v + s (' z W - y +i 

k = Q \ k I 


n 


、0 


•r 


»+i 




+i 


,,n + l 


在最后的一个求和中，用々- 1 代替々，得到 


n 


^ - 1 


x n+l ~ k ^ 


因此’ 


{x + y) n + l ^x n + l + 2 


又 ，=1 


>( 二」 


X 


n + 1 — 


V + / 


+1 


用 Pascal 恒等式将上式变为 


u + 1 + S (%+ 


1+1 一 V 十 y n+i 
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由于 ( 0 卜 („ + 1 ) = 1 ，重写上式額 

u + ^ + i =2( ? \ +1 W^-y 

k=o \ k I 

这就是用《 +1代替”后的二项式定理，由归纳法该定理成立。 
二项式定理可以写成几种另外的等价形式 




U + y) n = S( n W~V 

备 =o \n _ k I 

U + yY = 1)( n ) x k y n ~ k 
k=o \n - k I 

- - - - m\ 1 

U + y ) n = 2 7 x k y n ~ k 


其中的第一个公式由定理5 )2. 1和下述事实推岀 


、k j \n — k ‘ 


(k =0 ,1"' , n) 


其他两个公式则通过交换 x 和^得到。 

3 - = 1的情形经常出现，现在可以把它作为一个特殊情形记述如下。 

定理 5.2.2 令 n 为一正整数。则对所有的 1， 

k=o \k I k=o \n - k] 

W 剛«_ ■丨丨 . - -'ll ■ ' ^ 

二项式定理在 n = 2, 3, 4 时的特殊情况为 


{x + y) 2 — x 2 + 2xy + y 2 


(x + y) 7, — + 3x z y + 3xy 2 + 

(x + y) 4 — x 4 + 4x^y + 6x 2 y 2 + Axy^ + y A 

f i ) :]| _这些展开式中出现的系数就是 Pas £ ^^_ 赶上的数^定理 5.2.1 和 Pas - 
形的 

5.3 一些恒等式 


现在考虑二项式系数所满足的某些另外的恒等式。恒等式 

報雇餅 访，/"、 


&和 々为正整数） 


(5-2) 


由若 A > n ，则“丨= 0的事实和 


71 \ … n(n — !■)•••(" 一 k + 1)/-,^,^- 
^ k(k~l ) 二 1 ^ 



直接导岀。恒等式 
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: K ;) 督… +(: 


: 2 ” {n>0) 


(5-3) 


已经在定理 3.3.2 中证明，但是它也可由二项式定理令 = y = i 推出。如果在二项式定理 
中，置 x = l ， y =~ l , 就得到 


■ 1) + (2 卜… + ( - D 七 


1 > 1 ) 


也可以把它写成 




;>(;> 


( n ^ l ) 


(5-4) 


(5-5) 


可以将这个等式解释如下。 如果 S 是 n 个元素的集合，则 S 的具有偶数个元素的组合的个 
数等 TS 的具有奇数个元 合的个数。确实，二者都有值 2" 就是说， 


n 

,0 




) 11-1 


(5-6) 


和 




-- 2 71 


-1 


(5-7) 


可以通过组合推理验证这些恒等式如下。…，为 n 个元素的集合。可 
p 把 S 的组合看作下面决策过程的 结果： 

& f i ) 考虑 A 并决定或者把它放人或者把它留在外面（两种选 择）； 

* ii ) 考虑&并决定或者把它放入或者把它留在外面（两种选择）； 

考虑 A 并决定或者把它放人或者把它留在外面（两种选择)。 

我们有《个决策要作，每个决策都有两个选择。这样，正如我们从式 (5-3) 得知的，共 

、 is 设现在要选择具有偶数个元素的一个组合。此时对于:^，…，心^的每一个都有两 
个选择。但是，当决定 a 时却只有一种选择。因为如果已经选择了 ^ c 2 ， …，：^^中 
的偶数个，那么就必须把 x „ 留在外面 不选； 如果已经选择了^，：^，…，,中的奇数 
个，那么就必须再选择因此， S 的具有偶数个元素的组合的个数等于2”- 1 。由于式 
、(5-6)>的左边也是对 S 的具有偶数个元素的组合个数的计数，故式 (5-6) 成立。以类似的方 

法可以验证式 (5-7)( 不过，现在我们知道，式 (5-3) 和式 (5-6) 都成立，当然式 （5-7) 也成 
立)、 ' 

里^可以得到下列的恒等式：^ yf 


:) +2 ⑵+ … +”(: 


n2 


1-1 


(n^l) 


(5-8) 


为了看出这一点，首先注意由式 (5-2) 可知，式 (5-8) 等价于 
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n-Y 
, 0 


/ n ~ 1 \ n - l 

\ 1 / \?i ~l, 


n 2 n - 1 ( n > l ) (5-9) 


但是现在通过式 （5-3) ，用 《 - 1 代替 n . ， 


-1 、 

1 + 7z| 


+ n f 

0 ) 

i \ 

[ 1 / 

\ 




十卜： 1 )… 


n ~V 

：；：!)) 


?i2 


?i-\ 


于是式 (5-9), 从而式 (5-8) 成立。验证式 (5-8) 的另一种方法如下。由二项式定理， 



在两边对: r 微分，得到 

n (1 + x ) 



it A ^ 鳥得到式 —(j : 

多有趣的恒等式可以通过对二项式表达式的逐次微分和乘法得到。为了简便，使用求 
和记号。从 一^ 


(l + ^) n = X ) 


n 


k = Q 


开始。两边对 x 微分，得到 


72 ( 1 + X 


1 = 么 


^-1 


用: T 乘两边，得到 


nx(l + x ) n ~ l = V 

k-X \k I 


两边再对工微分，又有 - 

n \_{ \ + x) n ~ 1 {n — 1) x (1 + x ) n ~ 2 ] = 

k = i \k 

代入 : r = l , 得到 

n[2 n_1 + (n -1)2 ,!_2 ]= 

k=l \k I 


从而 
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1) 
r > 


对于任意正整数 p 的一个恒等式。 

、关于 Pascal 三角形一行上各数的平方和的恒等式为 



U>0) 


(5-10) 


(5-11) 


等式 (5-11) 可以通过组合学推理验证。令 S 为 2 n 个元素的集合。式 (5-11) 的右边为 S 
的组合的个数。把 S 划分成两个子集 A 和 B ， 每个子集都有72个元素。用 S 的这个划分 
来划分 S 的〜组合。 S 的每个《-组合含有 A 的々个元素，而其余的 n - A 个元素则来 iB 。 
这里& 可以是0和 n 之间的任意整数。我们把 S 的 n - 组合划分为 n + 1个 部分： 

Cq,Ci ， C 2 ,---,c n 

其中 Q 由那些包含 A 的々个元素和 B 的《 - 々个元素的组合组成。根据加法原理， 

!2n 



I C 0 1 + 丨 C ! 丨 + 丨 C 2 1 + …+ I C „| 


(5-12) 


C /; 的一个组合通过从 A 中选择 々个 元素(存在个选择），然后从 B 中再选 ( n - k ) 个 

元素(存在 () 个选择）得到。因此，由乘法原理， 

\n - k I 

二 H;T ( ㈣ 丄…’幻 

把它代入到式 (5-12) 中，得到 



这就证明了式 (5-11)( 该等式的一个推广在练习25中给出，叫做 Vandermonde 卷积）。 

现在我们把数定义域扩展到允许 n 为任意实数而 A 为任意正整数(正数、负数或零)。 
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例如: 


， 5/2-\_(5/2)(3/2)(1/2)(-1/2)_ -5 
、 4 广 4! 一 128 

'一 8 \ (-8)(-9) 


、2 , 
， 3.2 、 

、0 y 


2 


36 


1和 


Pascal 公式和式 (5-2) 即 


:: HTHIM :: 


<k - I t 


现在对于所有的 r 和々 都是有效的。这些公式中的每一个都可以通过直接代人来验证。通过 
重复使用 Pascal 公式，可以得到二项式系数的两个求和公式。 

考虑 Pascal 公式： 


f r 

、k ( 


一 1 


+ 


r-1 

, k~l t 


这里 々等于 一个正整数。我们可以将 Pascal 公式应用到右边两个系数中的任一个，并得到 
作为三个二项式系数的和的表达式。假设我们反复把 Pascal 公式应用到出现在其中的第 
二个二项式系数（即具有较低变量的那一个)。然后我们得到 


r r 
、k t 
f r ' 
\k t 
' r 、 
、k t 




k 


r 


+ 


f r-V 


’r — 1\ / r — 2\ I r —2\ 

k ) + U-l) + U- 2 ) 

'r~l\ lr-2\ lr~3\ /r— 3 、 

, k ) + L-1) + L-2) + L-3/ 


[: 

(r 一是一 1 \ 

1 j 为 0 可以去掉。卽果我们在上面的和中用 r + A + 1代替 r 并交换等号 
的两边，则得到 


: r oH：y 


+ 


r + k 
k , 


r + k + V 
k , 


(5-13) 


等式 （5-13) 对所有的 实数； •和所有的整数^均成立。注意，在式 （5-13) 中上面的变量从 r 
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开始，下面的变量从0开始，而这些变量是逐次增1的。 

现在反复把 Pascal 公式应用到出现在其中的第一个二项式系数上。令々是一个正整数。 
此时得到 


r 





r 

k 



k 







r \ ( r 一 t \ t I r 一 j r - t + 1\ 1 r —2 

=( I + j +1 j + …-卜 j 

k I \ k j \k -11 \ k — i ! \k i 

这里， i 表示等于 Pascal 公式应用次数的一个整数。现在让我们假设是一个正整数。 
于是，在使用 i = ”次 Pascal 公式后，得到一个二项式系数，它上面的变量为0。由于 

C ) =o , 得到 



现在用々十1代替々且用; z +1代替”并交换等号两边的项得到 


k 





(1：1) 


(5- J 4) 


恒等式 (5-14) 对于所有的非负整数々和”均成立。重要的是要理解该等式正是 Pascal 公式的 
迭代形式。 

如果在式 (5-14) 中取々=1，就得到前 n 个正整数求和的 公式： 


1 + 2 + ... + ( n - 1) + n = (^-U.n 

恒等式 (5-13) 和式 (5-14) 可以用数学归纳法和 Pascal 公式证明。这些留作练习。二项式 
系数的一些其他恒等式也在练习题中给出。 


5.4 二项式系数的单峰性 

晷直这赶胜质的馨:值序因此，如果存在一个整数匕使得 


那么序列印， Sl ， &，…，就是单峰的。数 j , 为序列中的最大数。整数？不必是唯一的， 




U )《)， Uh ⑵或者 U )>(:) 

要依照 

k<n - k + l, k — n~ k + 1 k~>n - k + 1 

而定。现知 -6 + 1 当且仅当 々<(«+ 1)/2。 如果《是偶数， 那么々 <(«+ 1)/2 等价 
于是<«/2 。如果 n 是奇数，那么々<(«+ 1)/2 等价于1)/2。因此，二项式系数： 
按照定理叙述中所指出的增加。现在观察 ， k = n~k + l 当且仅当2々=” + 1 。如果”是偶 
数，则对任何的々都有+ 1。如果 n 是奇数，则对々 = U + 1 )/2 ，有2々=« + 1。因 | 
此，对于偶数 n ， 序列中没有两个相邻的二项式系数相等。对于奇数 n , 具有相等值的唯一 f 
两个相邻二项式系数是 ： 
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(U-1)/2,) 禾卩 (U + !)/2) 

二项式系数以相似的方式按照定理叙述中所指出的递减。 □ 

对任意实数 _ x ， 令 L _ r 丨表示小于或等于的最大整数。整数 Lx 」 称为 x 弱 
( floor ). 类似地，/的强取整 ( ceilin,) 为大于或等于 x 的最小 


2 


T . 


:2 


L3」= 3 


:2 


.2 


和 


「3} 


n 


还有 


及 


n 

— 「 》— 

一 ~2 _ 

-I 2 


2 


f ，若《是偶数 


n 

~2 


:和 


n 

~2 


? z 十 


若，】是奇数 


推论5。4.2 


的 羞大者为 



证明： 该推论由定理 5.4.1 以及前面对于弱取整和强取整函数的观察导出。 n 

为结束本节我们来讨论定理 5.4.1 的一个推广， 叫做 Spemer 莩理 0 。 令 S 是 n 个 素 
迪 寒合。 S €. -(clutter . 在偏序集的更的叙沐_中$为是:5_的组合的集合 

C , 具有这样的性质：^没廬组食盒^例如，则 

0 = \ \a ,b \ Ab ,c ,d \ ,\a ,cl \ ,\a ,c \ } 

—个 g 得到 __s 的杂置的一种方法 晕选择 二七整数，麥后 f 、 C k 为 s 的所玄 
由于 q 中的每一个组合都有々个元素中没直组合態修包直岩 il§ 
"I^TX 而 q 是一 | 置。由前面的推论得出， .i 这种方法构造的杂置至多含有 

I n ) 

\ ln /2 jj s 

C 雜） 


㊀ E, Spemer ： Ein Satz liber Untermengen einer endlichen Menger [ 关于有限集子集的一个定理 i: M«/A . .Zentschrift ， 
27 (1928), 544-548。 
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个集合。例如，若》=4和3= U ，6， c，W ,则 S 的2-组合给出大小为6的杂置。 

C 2 = \\a,b \ ,\a,c \ ,\a,d \ ,\b ,c \ ,\b ,d \ ,\c ,d\\ 

那么，我们能否通过选取不止一种大小的组合来得到更大的杂置呢？这个问题的答案是 
否定的，这就是 Sperner 定理的结论。 


定理 5.4.3 令 S 为 n 个元素的集合。则 S 的杂置最多包含 | 


个集合。 


证明：定理的证明并不难，但是由于我们要引人和解释某些新概念，因此证明看起来有 
些长。取集合 S 为前 n 个正整数的集合，并通过对”的归纳法证明该定理。实际上，对 n 
用归纳法证明下述更强的 结果： 


部分，使得任意杂置最多含有 


怎么能够保证一个杂置最多含有每个部分的一个组合呢？这太容易了！只要让这些部分始终 
保持这样的 性质： 对于一个部分中的任意两个组合，一个含在另一个中。具有这种性质的组 
合的集合叫做链(/这里是对于 n = 1, 2, 3分割成链的 划分： 

71 — 1： 


S 的所有 2 n 个组合的集合可以被划分成 | 
每一部分中的一个组合。 


Lr/2J, 



0 C = il } 



0 c = ii } eii ,2} 

| 2 | 


0 匚 |1|匚|1，2| 匚 | l ，2,3 l 

!2} C =)2,3 i 

|3} CI !1,3}. 


于是，例如， n =3, 由于一个杂置最多只能包含所示的3个链中每一个链的一个组合, 
因此该杂置最多包含3个组合。通过对 U ， 2, 3!所示的链划分得出对|1, 2, 3, 4丨的 
组合的链划分如下。取多于一个组合的每一个链（对于„=3,所示的链都具有这个性质）， 
做成 n =4的两 个链： 其一是通过把4添加到原链的最后一个组合中得到一个新的组合，再 
把这个新组合添到链的末尾得到，另一个则是通过把4添加到原链除最后一个组合外的所有 
的组合中得到。于是，链 


变成 

链 


0 C =| liC ：] l ,2! CZ | l ,2,3! 

0 匚|1彳匚|1，2!匚|1，2,3丨匚|1，2,3,4}和 
|4 iCZjl ,4[ CZjl ,2,4} 

+\ . ■ 

!2 fC = j 2,3} 


变成 


第 5 章二项式系数 95 



|2!匚|2,3丨匚|2,3,4}和 


12,4} 

而链 

I 3 fd | l , 3[ 

变成 

|3 lCZ | l ，3 dl ，3,4_ 


i 3,4} 


这样得到|1，2, 3, 的组合的6= 个链的一个链划分。在4的这个划分中，这些 

链有两个特殊的性质。链中的每个组合都比它在链中的前趋组合多一个元素（当存在前趣组 
合时)。链中的第一个组合的大小加上该链的最后一个组合的大小是„ =4。类似性质对于 
« = 1，2和3时的链划分也是成立的。集合|1，2,…，幻的组合的链划分如果 
丨）链中的每个组合都比它在链中的前趋组合多一个 元素； 
ii ) 链中的第一个组合的大小加上该链的最后一个组合的大小是 
则该链划分就是对称的链划分。在对称链划分中的每一个链都恰好含有一个„/2」-组合 
(以及恰好一个「《/2 1- 组合），因此在对称链划分中链的个数是 

(itj) = (m) 

正如上面对于 n = 3 所述的那样，对于|1，2,…，”丨的对称的链分解可以从|1,2,…，《 
-1|的对称的链分解归纳得到。在 | l ，2，...， n - 1!的对称的链划分中，取每一个链 

A 1 dA 2 C : -- C ： A ^ 其中 \ Ax \ + \ A k \= n-l 

并按照々=1还是々>1得到|1，2，…，《丨的一个或是两 个链： 

A1CA2C … CZA ^ CIAa U 1 n I 其中 \ Ai \ + \ A k [ j \ n\\=n 


和 

AiU W!cz … CIAhU U 丨其中 lAiU U } I + = ?2 

(如果々 = 1，则第二个链不出现)。 jl ，2, …，„丨的每一个组合恰好出现在用这种方法构 
造的一个链中，因此链的最后结果的集合形成对于彳1，2,…，”！的一个对称的链划分。 
在 U ， 2，…， n 丨的对称的链划分中链的个数是 

n \ 

In /2\) 

因此，在|1 ，2，…，”|的杂置中的组合的个数最多等于 

n 

U/2 」 




组合数学 


如果"是偶数，可以证明，只有大小为 


的杂置才是 S 的所有的组合的杂置。 


如果 n 是奇数，只有那些这样大小的杂置才是 S 的所有的组合的杂置和所有的¥-组 
合的杂置。见练习题29。 

5.5 多项式定理 

二项式定理给出对每一个正整数”的 （-r + y )” 的公式。它可以被推广到 （2 + 

或更一般地 i 个实数的和的”次幂 Oi + A +…+ A )” 的公式。 


n \ n 2 


nil n 2 l •••”，！ 


此处， 


ni ， n 2 , 


是非负整数且 


711 + 十 ••• + 打？ = H 


由 3.4 节可知，式 (5-15) 表示重数分别为〜，”21 
重集的排列个数。对于非负 的”和 I 具有值 


(5-15) 


•, ~的 i 种不同类型物体的多 


k ! { n ~ k )\ 


(k =0,1,•••,«) 


的二项式系数 在上述记号中变成了 


、k n — k ' 


并表示重数分别为&和”-々的两种不同类型物体多重集的排列个数 C 
在这个记号中，对于”和々为正的二项式系数的 Pascal 公式为 




、k n — k 


:项式系数的 Pascal 公式为 


—k \k 


ni n t t 

n 一 1 


7i\-l ri2 … n t ) \ n\ ni ~~ 1 


+ ••• + 


n x n 2 ^ 9 n t 


(5-16) 


式 (5-16) 可以通过将式 (5-15) 中多项式系数的值直接代入来验证。例如， = 并 
令〜， n 2 和 n 3 是正整数且〜+〜+〜二”。于是 


) + ( n ~ l ) + ( 1 

ni - 1 n 2 n^J \ni n 2 ~~l ) \ ni n 2 
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D! 


(n ~1)1 


(n - 1 ) ! 


(77 广 1)! 722! W3! n l! (W 2 —1)! ”3! n l! w 2 ! ( n 3 ~ 1) ! 

n 1 X ( — 1 ) ! ^ ；7 2 X ( n ~ 1 ) ! _^_ « 3 X( 万 — 1 ) ! 

n^l n 2 \ n^l n^\ n 2 l n^l 8 ° B 

(?ii + ri2~^ 打 3 ) X 

n ! _ 1 


7i 1 1 n 2 l n 3 l 
(n ~l)l ^ n x ( 打 -1)! 

ni\ ?i 2 \ ^ 3 ! nil n 2 l ^ 3 ! 


ri2 ! ^ 3 ! 


n 

n\ n 2 n 3 , 




式 (5-16) 的组合学验证在练习中将给出提示。 

在开始讨论一般性的定理之前，首先考虑一种特殊的情况。 令 xu :^和：^为实数 c 
将 

(■r 1 + x 2 + _r 3 ) J 

完全乘开并合并同类项（要求读者必须动手练一练），得到和 

xf + X? + ^3 + 3^1X2 + 3x{X2 + 3xf X 3 + 3x1^3 + ?>X2Xo, + ?>X2x\ + 6xiXiX2 i 

在上式中出现的项都是形如 x 7 ; 1 ^ 2 ^ 3 的项，其中 以， ^ 2 ,77 3 是非负整数，且 A + 72 2 + n 3 ~ 3c 



定理 5.5.1 令 M 为一正整数。对所有的 


工1，工2 , 


X t , 


(•TJ + JC2+ … + X f >"= 2 


n 


71 1 710，" n t • 


1 ^ l \ ^2. .. J 1 ! 


身中求和对 Hi + + … ^ n t ~ n 的所有的非负整数解 


进行 c 


证明： 将二项式定理的第一个证明推广。把（:^ + 3+… + A )” 写成 n 个因子的乘积， 
每个因子等于（^+:^+…+:^)。用分配律及合并同类 i 将这个乘积完全展开。对于》个 
因子中的每一个，选取 f 个数 A , x 2 ，…，•^中的一个并形成乘积。用这种方法所得结果 
共有 P 项，而且每一项都可以写成 xKr 安 ••• xP 的形式，其中 q ， n 2 ，…，《，是非负整数， 
且其和为 M 。 通过选择 n 个因子中的 7 Zi 个为：^，剩下的《 - &个因子中的个为 

工2, …， 剩下的 H - « f - j ; 个因子中的》，个为 X f ， 得到:…项。由乘法原理， 

项岀现的次数由 


n 

n\, 


n — n\ 
n 2 , 


n — n\ — ••• — ?i t ~\ 

n t ‘ 


给出。由 3.4 节得知，这个数等于多项式系数 
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n \ ! "2! •"n t \ 


这就证明了本定理。 


例当 （A + _3：2 + X3 + X4 + X5 ) 7 被展开时，： r ? X 3 ： C 〗 X 5 的系数等于 


(20131 厂2! 0! 1! 3! 1!〜 
例当 （2 a -3 x 2 +5 x 3 ) 6 被展开时， Ad 的系数等于 


、3 1 2 


2 3 (-3)(5) 2 = -36 000 


出现在（：^ + ：!：2 + … + A 广的多项式展开式中的不同的项的数目等于 

ni + 打 2 + ••• + ~ = 

的非负整数解的数目。从 3.5 节可以推出，这些解的个数等于 




n + t — V 


因此，例如，若将 （ X ]_ + + A + ^4) 6 完全乘开，则它含有 

/6 + 4-1\ 19\ _ . 


个不同的项。 

5。6牛顿二项式定理 

1676年，牛顿推广了 5. 2节给出的二项式定理并得到（^ + ^) 12 的展开式，其中， a 是 
任意实数。然而，对于一般的指数，这种展开式将变成一个无穷级数，需要考虑收敛性问 
题。我们将只局限于叙述定理和考虑某些特殊的情况。这个定理的证明可以在大多数的高等 
微积分书中找到。 


定理 5.6.1 令 a 


Lo 则攻于所 透:满 




' a \ _ a(a - l)...(of - k + 


如果 a 是正整数 n ， 那么对 6 > n ，^ = 0 , 上述展开式变成 


:^yr=t[ n h 

k = 0 \k 
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这与 5.2 节的二项式定理一致。 

如果置 z = ： c /3；， 则 U + 30 a = /U + l ) a 。 于是定理 5.6.1 可以用等价的形式叙 述为: 
对满足 I Z | < 1的任意2；， 


(1 + 2 ：)°= 

a=o \ k ! 

设 n 是一个正整数，选择 a 为负整数 - n ， 则 


-n{ — 71 — \ ) — 71 - k + \ ) 

k ! 

k n{n + \)"-{n + k ~ 1) 


=(— 1 ) 


(-1)^ 


是！ 


71 + k — \ ' 

k , 


因此，对 | z |< l ， 


(1 + 之）一 , 


(1 + Z：T 


2(-iY 


n + k 一 1 、 


A = 0 


用代替 z ， 得到 


(l-z) — n 


(1 ~ z ) 


n ~ 2 


n + k-V 


是 = 0 


如果 n = l , 则卜 1, 我们得到 


1 + 


2： 


S (-1) 


k〜k 


k = 0 


k = 0 


( 丨之丨 < 1) 

(\ z \ <1) 


(5-17) 


(5-18) 


在展开式 (5-17) 中出现的二项式系数 +2 — 1是在前面计数问题中已经出现的类型， 
而这就提出对式 (5-17) 的一个可能的组合学推导。我们从无穷几何级数式( 5 _ 18 )开始。此时 
(l ~- z) n = (l + z 十 z2 + …)… (1 + 2 + z 2 + ..-) (n 个因子） (5-19) 

通过从第一个因子选取/^从第二个因子 选取； ^ 2 ，…，从第 n 个因子选取得到这个 
乘积中的一项 J ， 其中诸心，是 2 ,…，为非负整数，其 和为幻 


zh sh …= 2 l + *2 + … + \ y 
因此，得到 d 的不同方法数，即式 (5-19) 中 y 的系数，等于 


是1 + 々2 + ••• 七 k n = k 



100 组合数学 


的非负整数解的个数，而我们知道它就是 

m 

二项式定理可以用来得到任意精度的平方根。如果取那么 

( ol - 

而对于 k>Q 



_ ( -1) 卜 1 1X2X3X4X-"X(2 是 — 3)x(2 々一 2) 
—— 一 2 k 2X4X ••• x (2k-2) x(k\) 

_ (-l) k -H2k-2)\ 

~ kx2 lk ~ l (k~l)\ 2 
(- 1.) 卜 1 ( 2k _ 2\ 

~Ix¥ rrj ( k-ll 

因此，对 Ul < i ， 


/ TT^(i + W = l + 


— l) k ~ l (2k - 2 、 


k ~ \ I 


l + 2 z ~^ 




iX 2 5 \2 


k 3 . 


例如， 


- v /20^ %/ 16 + 4 —4 \/ 1 + 0.25 


:4(1. + 音 (0.25) -音 (0.25)2 + 古 (0.25) 2 


= 4.472 … 

在第7章，我们将一般的二项式定理用在由生成函数得到的某些递推关系的解中。 

5.7 再论偏序集 
****^~~^ "**' 

连5二4节我位讨 jgy 

本节我们把这些概念扩展到一般意义下的偏序集并证明某些基本的定理。 

令 ( x ，<) 是一个有限偏序集。反链是 X 的一个子集 A , 它的任意两个元素都不能进行 I 
比较。相比之下，链是 X 的一个子集 C , 它的每一对元素都是可比较的。于是，链是 X 的^ 
一个全序子集，由定理4.5.2,链的元素可以被线性地 排序： — 通常，我们 I 
表示一个链是以这种方式将其写成线性序的形式。从定义立刻得知，链的子集也是链，反链 
的子集还是反链。反链和链之间的重要联 系为： 

如果 A 是一个反链而 C 是一个链 ， MiAncKio 
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例令 x = u ，2, …， 10 K 并考虑偏序集（ X ，|)，它的偏序丨即“可被…整除”。于是， 
)4, 6, 7, 9, 10|是大小为5的反链，而1|2|4|8是大小为4的链。不存在大小为6的反 
链，也不存在大小为5的链。 □ 

令 ( X ，<) 是一个有限偏序集。考虑将 X 分成链的划分以及分成反链的划分。如果存在 
大小为 r 的链 C ， 则由于 C 中没有两个元素能够同属于一个反链， X 不能划分成少于 r 个 
反链。类似地，如果存在大小为 s 的反链 A ， 则由于 A 中没有两个元素能够同属于一个链， 
X 不能划分成少于5个链。本节的主要目的就是要证明两个定理，这两个定理把反链和链之 
间的这种联系更加精确化。虽然在链和反链之间有这种“对偶性” e ， 但其中一个定理的证 
明相当简短，而另一个的证明则要复杂一些。 

回忆：偏序集的极小元是一个元素 <2 ，使得没有异于 <2 的元素 ■!； 满足一个极大 
元是一个元素 6 ,使得没有异于 6 的元素 y 满足 6 <： y 。 偏序集的所有极小元的集合形成一 
个反链，所有极大元的集合也是如此。 

定理 7.1 令 ( X ,<) 是一个有限偏序集，并令 r 是链的最大的大小。则 X 可以被划 
分成彡个但不能再少的反链。 

证明： 正如上面已经提到的， X 不能划分成少于 r 个的反链。这样，只要证明 X 可以 
被划分成 r 个反链即可。令 XfX ， 并令 AiSX 的极小元的集合。从&中删除 Ai 的元 
素得到 x 2 , 并令 a 2 是 x 2 的极小元的集合。应当指出，对 9 a 2 的每个元素，存在的元 
素 ai 使得从叉 2 中删除的兀素得到义 3 ，并令 A 3 是 X3 的极小兀的集合。继续 
这样做下去，直到使 得&乒 0 但； + 1 = 0 的第一个整数 f 。 于是 Ai ， A 2 , …， Ap 即为将 
X 分成反链的划分。此外，存在一个链 

Cl 2 〈 …〈 Clp 

其中，以在八！内， A 在 A 2 内，…，七在八/，内。既然 r 是链的最大的大小，则 r>Po 
由于 X 被划分为声个反链，又有因此 r = 定理得证。 □ 

其“ 对偶” 定理一般叫做 Dilworth 定理。嘴 - 

定理 5.7.2 令 ( X ，<) 是一个有限偏序集，并令 w 是反链的最大的大小。则 X 可以被 

划分成 m 个但不能再少的链。 

— 1 — —- -— ■ 

证明正如上面已经注释的， X 不能划分成少于6•个的链。这样，只要证明久可以被 
划分成 S 个链即可。通过对 X 中的元素个数《的归纳法来证明之。如果》= 1，则结论显然 
成立。设 n > 1。 

我们考虑两种 情形： 

情形 1 . 存在大小为 OT 的反链 A , 它既不是 X 的所有极大元的集合，也不是 X 的所有 
极小元的集合。 

在这种情况下，令 


© 在链中每一对元素是可比 较的； 在反链中每一对元素是不可比较的。 

㊁ 这个特别简单的证明取自： M, A. Perles : A Proof of Dilworth’s decomposition theorem for Partially ordered sets 
(关于偏序集 Dilworth 分解定理的一个证明 ）， Israel J. Math . , 1(1963),105-107 。 



102 组合数学 


A + = U :： c 在 X 内且对 A 中某个 a , a <_ r | 

A " = Uu 在 X 内且对 A 中某个 a , x < a } 

这样 ， A + 由所有 A “上方”的元素组成，而 A — 由所有 A “下方”的元素组成。下述性质 成立： 

i ) 由于存在一个不在 A 中的极小元，故 A + 关 X (从而 | A +|<| X |); 

ii ) 由于存在一个不在 A 中的极大元，故(从而 | A 1<| X |); 

iii ) A + HA _= A , 这是因为假如存在一个元素: c ， 在 A+H A — 中但不在 A 中，那么 
我们就会对 A 中的某元素 q 和 a 2 有 a ,< x < a 2 , 这与 A 是反链 矛盾； 
iV ) A + UA - - X , 这是因为假如存在一个元素不在 A + U _ A — 中，那么 AU U 丨 
就是一个大小比 A 还要大的反链。 

我们应用归纳假设于更小的偏序集 A + 和 A _ 上，并断定 A + 可以被划分成 m 个链 
E 2 , •••, E ,„, A — 可以被划分成 m 个链 R ， 巧，…， F ,„。 A 的元素都是 A — 的极大元，从而 
是链巧， F 2 , …， F „ ，的最后的那些 元素； A 的元素都是 A + 的极小元，从而是链£ 2 ，…， 
的最开始的那些元素。把这些链成对“粘” 在一 起形成肌个链，它们是 X 的一^划分。 

情形 2. 最多存在两个大小为 m 的反链，即所有极大元的集合和所有极小元的集合， 
或它们之中的一个。令是极小元而 y 是极大元且可以等于30,此时， X - U , 
W 的一个反链的最大的大小为 m -1。 根据归纳假设，叉-卜，3^可以被划分成所-1个 
链。这些链和链—起给出了将 X 分成 m 个链的一个划分 。 口 

5.8 练习题 


1. 通过代入由方程 (5-1.) 给出的二项式系数的值，证明 Pascal 公式。 

填写 Pascal 三角形对应 n = 9和10的两行。 

3. 考虑沿 Pascal 三角形从左向右上的那些对角线上的二项式系数的和。其前几个为：1，1, 
1 + 1 = 2, 1+2 = 3, 1 + 3 + 1 = 5, 1 + 4 + 3 = 8 0 再多计算几个这样的对角线的和，并确 
定这些和的关系（将这些值与第1章练习4中计数函数/的值进行比较)。 

4. 用二项式定理展开(孑+ ： y ) 5 和 (x + ： y ) 6 。 

5. 用二项式定理展开 (21-3/ ) 7 。 

6. 在 (3； r - 23 ；) 18 的展开式中，： r 5 y 3 的系数是什么？ x 8 / 的系数是什么？（后一问并非排印 
的错误） 

7. 用二项式定理证明 

对任意实数 r 推广求和 

SO "' 

8. 用二项式定理证明 


2 n = 2 ( - lS>k { n k ) 3?l ~ k 




9. 计算和 
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Z (- 1) 


, I n \ , 

kl 10* 


方 = 0 


的值。 

10. 使用组合学推理证明恒等式 (5-2)( 提示 :考虑 选择一队人，并指定其中一人为队 
长)。 

11. 用组合学推理证明（以下面形式给出的）恒等式 

CHlKU:—'HD 

(提 示： 令 S 是三个互异元素 <2, 6和 C 的集合，并计算 S 的某些 f 组合。） 

12 . 令〃 是一个正整数。证明 


2(-1)， 


是 = 0 


0,若 n 是奇数 

(-1 产 ( 2 1 ，若《 - ： 2/« 

\ m / 


(提 示： 对 ”=2 m ， 考虑？在 { l ~ x 2 Y = {l + x) n (1 — z) n 的系数。） 

13. 求出等于下列表达式的一个二项式系数 


14. 证明 








、k f r~k\ k 


/其中 r 为实数， k 是一个整数且 
l / 证明对于每一个整数 n>l 






】卜(】) +3 ⑵ + ..• + (- 1 叫;:卜 0 


16. 通过积分二项式的表达式，证明对正整数 w 有 


4⑺4⑵…先(:卜^! 1 

IV . 通过使用式 (5-2) 和式(5-3)，证明上一题的恒等式。 

18. 求和 




+ ••• + (- l) n 



19. 通过观察 
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\2 l \ll 

并使用恒等式 (5- 14)，求级数1 2 + 2 2 + 3 2 +… + n 2 的和。 
求整数《 , 6和 c ，使得对所有的 


然后求级数1 3 + 2 3 + 3 3 +…+ n 3 的和 c 
证明对所有的实数 r 和所有的整数々， 


(- 1 )^ 


证明对所有的实数; ■ 和所有的整数々和: 


名学生每天都从家走到学校，学校位于其家以东10个街区及以北14个街区处。她总 
/是选择最短的24个街区的途径。 

丨 ） 有多少可能的不同的途径？ 

II ) 设在她家以东4个街区及以北5个街区处住着她最好的朋友，她每天都在去学校的 
路上遇见这位朋友。此时，又有多少可能的不同的途径？ 
iii ) 此外，再设在她的朋友家以东3个街区和以北6个街区处有一个公园，这两个女孩 
每天都停在那里休息和游戏。此时，又有多少可能的不同的途径？ 

IV )由于在公园休息和游戏，这两个学生常常上学迟到。为避免公园的诱惑，这两个学 
生决定再不过公园所在的那个街口。现在，又有多少不同的途径？ 

考虑一个三维网格，它的维数是10 X 15 X 20。你位于网格的前左下角，并想要到达 
后右上角45个“街区”处。存在多少不同的路径使你恰好走过45个街区？/ 

应用组合学论证方法，证明二项式系数的 VanArmon 办卷 积： 对所有的正整数 Wl , 
mi 和 ？ 2 , 

七 （\ {mi- + m 2 \ 


作为特殊情形，推导恒等式 (5-11)。 

令 n 为一正整数。通过代换验证 

/ 2n \ / 2n 

U + ir U 

然后给出组合学证明。 

令 n 和 A 为整数，且证明 

MDL-i)-- 

令 n 和々为正整数。给出恒等式 (5-10) 


±(2n + 2 ' 
2 \ ^ + 1 / 


丄 （ 2n + 1 ' 
2 \ n + 1 . 
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的组合学证明。 

29.令 n 和々为正整数。给出 


«U + 1)2»- 2 K M ) 



的组合学证明。 
出并证明关于 



的公式，其中求和扩展到对所有非负整数 r ， s 和且 r + s + f = n 。 

31.证明，|1，2, 3, 4|的大小为6的唯一的杂置 （ clutter ) 是 S 的所有的2-组合的 
杂置。 


32.证明，|1，2, 3, 4, 5丨的大小为10的杂置只有两个（由 Spemer 定理，10是最 
大值），即 S 的所有2-组合的杂置和所有3-组合的杂置。 


13.令 S 是 n 个元素的集合。证明，如果 h 是偶数，则大小为的唯一杂置是所 

有 | 组合的 杂置； 如果 n 是奇数，证明该大小仅有的两个杂置是所有组合的杂 
置和所有 f -组合的杂置。 

34. 构造一个将|1，2, 3, 4, 5 i 的组合分成对称链的划分。 

35. 在将|1，2, …， n 丨的组合分成对称链的划分中，其中有多少链只有一个组合？两个 
组合？々个组合？ 

36. 说笑话 （talk show ) 节目主持人仅带了 10个新笑话。每晚上他都讲一些笑话。使你能 
够收听到从未在此前的晚上至少全部播放过的笑话，这样的晚上的最大数目是多少? 
(例如，你在一个晚上收听了笑话1、2和3,在另一个晚上收听了笑话3和4,而在第 
三个晚上收听了笑话1、2和4,这是本题可以接受的。但是如果你在一个晚上收听了笑 
话1和2,而在另一个晚上收听了笑话2,这就不是本题所指的那种晚上。） 

37. 使用二项式定理和关系 (1 + WM 1 + 1 )^ = (1+ x )〜 + ' 证明练习25中的恒等式。 

38. 用多项式定理证明，对正整数《和艺 


71 ) 

\ nin 2 -^n t / 

其中求和是对 ?ii + ri2 ^ *+* n t = n 的所有的非负整数解”2，…，〜进行 

39. 应用多项式定理展开 (q + x 2 + x 3 ) 4 。 

40. 确定在 


{ x \ + 工2 + 工3 + 工4 + 工 5)10 
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的展开式中 x ^ xtx ^ x ^- 的系数 C 
41•在 

(^'i ~ xo + 2^3 _ 2.r 4 ) 9 

的展开式中 xi 3 jc 2 3 x 3 X 4 2 的系数是什么？ 

42. 通过观察 

(•ri + X2 + 上 3)” = (( 工 1 + 工 2) + 工 3) ,! 

然后使用二项式定理展开 （ A+A + A )”。 

43. 通过组合学论证，证明恒等式(5-16)( 提示: 考虑重数分别为^,^，…， n , 的/种 不同类 I 
型物体的多重集的排列。按照物体在最初位置上的类型来划分这些排列）。 

44. 通过对《用归纳法证明，对 n 是正整数， 


假设 

成立。 






卞 \ z \<1 

\ z \ <1 


45. 用牛顿二项式定理近似计算 

46. 用牛顿二项式定理近似计算10 1/3 。 

47. 用定理 5.7.1 证明，如果 W 和;！是正整数，那么+ 1个元素的偏序集有一个大小为 
m + \ 的链或大小为 n + 1的反链。 

48. 用上题结果证明，一个 wn + 1 个实数的序列或者含有 m + 1 个数的递增子序列，或者| 
含有〃 + 1个数的递减子序列（见 2.2 节的应用9)。 

49. 考虑由“可被…整除”确定偏序的前12个正整数的集合 X = |1，2,…， 12} 上的偏 
序集（ X ，|)。 

i ) 确定最大大小的链和将 X 分成最小数目的反链的划分。 
ii ) 确定最大大小的反链和将 x 分成最小数目的链的划分。 

50. 令只和 S 是同一集合 X 上的两个偏序。考虑 JR 和 S 作为 XXX 的子集，我们 假设只 Q 


S 但 Rgs 。 证明 存在一 个序偶（>，<?)，其中 （h g ) €3.但（{，9) i R , 使得 
R ^ R[J S ( P ， q )\ 也是集合 X 上的偏序。通过例子证明，不是每一个这样的（/>， 
q ) 都有 性质： 是 X 上的偏序。 




材孤 



在这一章， 将得出并应甩 ^个重要 的计数公式._叫做^ ^^回忆加法原理在集合间 
不相重叠的情况下，即在这些集合确定一个划分的情况下，给出了这些集合的并的成员的简 
单计数公式。 . § 斥原 a 则给出最二般情形玉 的二 光: 公式，此日 j •售含 igg •以 g 章—而没有限制 。 
这个公式应该更复杂，但是应用也更广泛。 ^ ^ — 

6.1 容斥原理 

在第3章，我们已经见到过几个例子，在那里对集合中成员的间接 it 数要比对这些成员 
的直接计数容易。下面又是两个例子。 

例对|1，2,…，的排列 zWi 计数，其中1不在第一个位置（即 /f i )。 

通过观察1不在第一个位置上，排列能够被分成 77-1 部分进行直接计数，其中每一部 
分的排列的第一个位置上的整数 々分 别来自|2, 3,…， nL 々在 第一个位置上的排列由々 
后跟 ( n -1)- 元素集|1，…，々-1 ， k + \, •••，.？?}的排列组成。因此，々在第一个位置 
上的|1，2,…，《丨排列有 （ n -1)! 个。根据加法原理，1不在第一个位置上的丨1， 
2， •••,«[ 排列有 (n — 1) ! («-1)个。 

也可以通过1在第一个位置上排列的个数与|2, 3,…， d 的排列个数 U -〗）！ 相 
同来进行间接计数。由于 U ， 2，…， n | 的排列的总数是 n !， 因此，1不在第一个位置上 
的 |1, 2，…，《丨排列总数为 n ! — («-1)! = (- 1 ) ! (■« - 1 ) 0 □ 

r= ^ jj ~ ----- - -- 

例计算1到600中不能被6整除的整数个数。 ~ 

也可以间接计数如下。由于每连续6个的第6号的整数都能被6整除，故1到600中能被6 
整除的整数个数为600/6 = 100。因此，1到600中有 600-100 =50) 个整数不能被6整除。 □ 

在这些例子中用来得出直接计数的法则如下。如果 A 是集合 S 的子集，那么 A 中元素 
的个数等于 S 的元素个数减去不在 A 中的元素个数。令 

A = S ~ A - lx ： 在 S 中，但 i 不在 A 中！ 

为 A 在 S 中的补，即由 S 的所有不在 A 中的元素组成的集合。该法则可以写成 

1 A 1 = [ S | - H 丨或等价地 H 」'| S | - | A | 

这个公式是 容斥原理的最 箇弟的例子。 

我们将以便于使用的方式得出容斥原理的公式。作为上述法则的第一个推广，令 S 是 
物体的有限集，并令 Pi 和 P 2 是 S 的每个物体可能具有或不具有的两个“性质”。我们希望 
算出 S 中既不具有性质巧也不具有性质 P 2 的物体的个数。通过下述过程完成这个 计数： 
首先数出 S 的所有物体，然后排除所有具有性质 Pi 的物体，再排除具有性质 P 2 的物体， 
注意，同时具有性质 h 和巧的物体我们排除了两次，故须再将它们数回一次。我们以符 
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号的形式记述如下。令 Ai 是 S 中具有性质巧的物体组成的子集， A 2 是 S 中具有性质 | 
的物体组成的子集。此时 ，不 则由 S 中不具有性质巧的物体组成，而不由 S 中不具有性 
质 P 7 的物体组成。集合 A , ( IX 的成员为那些既不具有性质巧也不具有性质 P 2 的物体。| 
这时我们有 — 

| Ai fl A 2 1 = I S I - I Ai I - I A 2 | + I Aif ) A 2 I ! 

—-—.. . ―- _ — - - . 

由于上式左边为那些既不具有性质巧也不具有性质 p 2 的物体的个数，因此可以通过证明 
性质和都不具有的一个物体给等式右边净增1而每一个其他物体给等式右边净增0 ; 
来建立上述等式合理性。如果 x 是性质和 p 2 都不具有的一个物体，那么它算作 s 的一 ！ 
个物体，不算是物体也不算是 A 2 的物体，并且它还不算是 AiflAz 的物体。因此， 

它对等式右边的净增为 

1 - 0 - 0 + 0=1 

如果: r 只有性质 i ^， 那么它对右边净增 

1一 1-0 + 0 = 0 

而若它只有性质 P 2 , 则它对右边净增 | 

1 — 0 — 1 + 0 = 0 

最后，如果工同时具有性质和 p 2 , 那么它对等式右边净增 i 

I ; 

1 - 1 — 1 + 1=0 

这样，等式右边计算的也是 s 的那些既不具有性质 Pi 也不具有性质 P 2 的物体的个数。 

更一般地，令 _ P 2 ， …，是3的物体所涉及到的 m 个性质，并令 
A ； = lx : x 在 S 内且具有性质巧丨 ， (z = l , 2, •••, m ) 

是 S 的具有性质巧（也可能还具有其他一些性质）的物体构成的子集。此时， AfHA ； 是同 | 
时具有性质 A 和巧（可能还具有其他一些性质）的物体构成的子集，是同时具 
有性质巧，巧和朽的物体构成的子集等等。哪个性质都不具有的物体形成的子集则是 | 
a x nz 2 n … n 尤。容斥原理指出如何通过对确实具有这些性质的物体的计数来计算上述集 
合的物体的个数。因此，在这种意义下，容斥原理“颠倒” 了计数过程。 

定理 6.1.1 具_有性质] P ” Pf ，的物'体 的 个数 _由下式 给出: 

门不 n …门 U = is 卜 dia £ i + su £ nA ) 卜 2 iA . nA / nAj + … 

+.(-i) m iA 1 nA 2 n-nA ra i (6 -d I 

2，…， m ___ L ^所有 3 -M 合丨 ii }: 

如果 w =3, 式 (6-1) 变为 

! Aj fl A 2 n A 3 1 = I SI - (I Ax I + IA 2 I + I A 3 |) + (I AiHAj + | 八； 1 门八 3 | + I A 2 f| 





- A3 I ) — |八1门^2门^3| 
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渔意1，上其 右边有1 + 3.+ 3 + 1 项。如果 m = 4，式 （6-1) 变为 

I Ai n A 2 n A 3 n A 4 i = isi _ ( iAii + i A 2 I + 1 a.j i + 1 A 41 ) 

+ (I Ai n A21 + 1 Ai n A31 + 1 A\ n A41 + 1A2 n A31 
+1A2 门 A41 +1 A3 n A41) _ (1 Aj n A2pi A31 
+1 Ai n A2 n A41 + 1 Ay n A3n i 

+1 Azfi 八 3 门八 4 1) +1 Ai n a 〗n a 〗n A41 

在这种情况下，右边共有 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 项。在一般情形下，等式 (6-1) 右边的项数为 



定理 6.1.1 的 证明： 等式 （ 6 - 1 ) 左边是对 S 的这些性质都不具有的物体的计数。通过 
证明性质巧， P 2 ， …， P m 都不具有的一个物体使右边净增 1 , 至少具有一个性质的物体使 
右边净 增 0 来建立公式的合理性。 首先， 考虑 物体：£这些性质_示具有。它对等式 Tel ) 
增为 


1 —0 + 0 — 0 +."+ (― l) m 0 = l 


因为它在 S 中但不在其他的集合中。考虑恰有 n > l 个性质的物体 3 ；。^对！ SI 所占份额为 
1 - ( q ) o 由于 y 恰有《个性质，因此，它为八 2 ，…， A m 中恰好 n 个的成员，它对 

S | A ,.| 提供的值为《 = 由于我们可以以种方式选择: y 具有一对性质，而3,恰好 

是形式为 4 门牟那些集合中的个的成员，因此， y 给 SIA ; 门 A ,| 提供的份额是 
同理， y 对 2 |人门'门 4 |提供的份额是( 0 等等。于是， j 对式 （ 6 - 1 ) 右边的净增为 


它等于 
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0 







因为 TZ ^ TO ， 若々>77，则 I 


k 


：0 o 根据恒等式 （5-4) 最后的表达式等于0 ,因此，如果 : y 


至少具有一个性质，那么它对式 （ 6 - 1 ) 右边的净增就是 0 ,定理得证。 

【理 6 . 1.1 意味着求集合的并中物体的个数公式，这些集合可以任意重叠。 


像势 6.1.2 少具有性; ftp ,， P ?， …，匕,之: r 皎臬舍 5的物体的个4 电 

ia.ua, u-ua„,i- sia,i -s]A,nA,j + siA, ； riA i nAj 




□ 


( 6 - 2 ) 
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给出，其中求和的含义如定理 6. 1 .1 中所指定。 

证明： 集合 AjAsU — UA ,,, 由 S 中至少具有一个性质的那些物体组成。此外， 
lAiUAaU — UAjr |S| -Ta,UA 2 U-UA,J 

I ' 

因为容易验证 

u a 2 u u a„,=A j n … n a„, 

我们有 

i a! u a 2 u … u a,„ ! = I s I - 1 A] n A 2 n ••• n a„, I ! 

结合式 （6-1), 我们得到等式 （6-2)。 □ j 

例求从 1 到 1 000 不能被5, 6和8整除的整数个数。 

为解决这个问题我们引人一个概念。对于实数 r ， Lr 」 代表不超过 r •的最大整数。此外 ， f 
我们将两个整数 a , 6或三个整数 a ，匕着也■己为 1 cm la , 6} jic icm 
令 P ! 具有具有能被 6 整除的性质， P 3 具有能&整 
除 的性质。令 S 是由前1 000个正整数组成的集合。对于 f = 1，2, 3,令 A ,. 是 S 中那些具 
有性质的整数组成的集合。我们希望求出 ^ flAaDAs 中的整数的个数。 

首先 ; 


1 A x | = 

1 000 

__ 5 j 

= 200 

1 A 2 卜 

1 000 

L 6 J 

=166 

! a 3 I = 

1 000 

L 8 J 

二 125 


集合 AAA 2 中的整数可同时被5和6整除。但一个整数被5和6整除当且仅当它能被 km 
15, 6[整除。由于 lcm |5，6| =30, 1 cm )5, 8! =40, 1 cm |6, 8} =24,因此 

1 000 

lAiAA^L 30」=33 
1 000 

40」=25 
1 000 

I AiClA ^ I = L 24 」 =41 
因为 lcm |5, 6, 8} = 120, 所以。 _ 

骞 

...._ 1 000 ..... 

I n 义 2 n A3 丨 =_ i2o — ~ s 

■ . . . , - .d':v. . 

这样，由容斥原理可知，从1到1 000不能被5, 6和8整除的整数个数等于 
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I A i nA 2 flA 3 | =1000- (200 + 166+125) + (33 + 25 + 41) -8 = 600 □ 

例字母 

M , A , T , H , I , S , F , U , N 

存在多少排列使得单词 MATH , IS 和 FUN 都不作为连续字母出现?.（例如，排列 MATH - 
ISFUN 是不许可的，排列 INUMATHSF 和 ISMATHFUN 也都不允许。） 

应用容斥原理（6-1)。首先，把集合 S 当作所给9个字母的所有排列的集合。然后， 
令具有 S 排列中包含单词 MATH 作为连续字符的性质， P 2 具有包含单词 IS 作为连续 
字符的性质， P 3 具有包含单词 FUN 作为连续字符的性质。对于 i = 2, 3,令 A ; 为 S 中 

满足性质巧那些排列的集合。我们希望求岀中的排列个数。 

| S |=9! =362 880。中的排列可以看成六个字母 

MATH , I , S , F , U , N 
的排列，因此 . 

lAil =6! =720 

类似地， A 2 中的排列是8个字母 

M , A , T , H , IS , F , U , N 

的排列，因此 

| A 2 | =8! =40 320 

而 A 3 中的排列是7个字母 

M , A , T , H , I , ； S , FUN . 

的排列，因此 

IA 3 ! =7! =5 040 

A l f ] A 2 中的排列是5个字母 

MATH , IS , F , U , N 

的排列， A ! fU 3 中的排列是 4 个字母 

MATH , I , S , FUN 

的排列，且八 2 门乂 3 中的排列是 6 个字母 


M , A , T , H , IS，FUN 

的排列，因此 

IAiflAal =5! =120 ， IAxflAsI =4! =24, \ A 2 V \ A 3 \ =6! =720。 
最后， AifU 2 fl A 3 由 3 个符号 MATH , IS , FUN 的排列组成，于是 

I A 1 DA 2 n A 3 | =3! =6 
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代入到 （6-1) 中，得到 

U , nA 2 nA 3 l =362 880-720-40 320-5 040+ 120 + 24 + 720-6 = 317 658 □ 

在其后各节将考虑容斥原理对某些更一般问题的应用。容斥原理的下列特殊情况将是有 
用的。 

在容斥原理中，设出 _集合 A ^. QA / on - nA ,,, 的大小仅依赖于6而不依赖于 g 交中 
使用了哪6个集合 。这样就存在常数叫， 以， ，…， 〜使得 " 

«o = I S I 

«i = I A] | = I Ao I ”. = I A„, | 

«2~ I Ai H A 2 1 =… = I A ,„ 一 1 门 A„, I 

«3 = I Ai n A2 n A31 = 一 = I a„, -2n a„, - 1 n a ,„ i 

: f 

= I AiflA 2 门…门 I . 

在这种情况下容斥原理可以 M 七成 

|A i nA 2 n---flA„J = a 0~ )«1+ ( 2 ? ) Q 2~ ( ? 3 )° 3 + **' 1 

+ (-1”(？).办 +… + ( - 1) m a m (6-3) 1 ： 

这是因为在容斥原理中出现的第 6 个求和包含 (f ) 个被加数，且每个都等于以。 | 

例从0到99 999有多少含有数字2, 5和8的整数？ 

令 S 是从0到99 999的整数集合。 S 中的每个整数都有5个数字，包括可能的一些前 
导0 (这样，我们就把 S 中的整数看成是多重集的5-排列，而在这个多重集中，每个数字 
0, 1，2,…，9都有重数5或更大)。令 A 具有整数不包含数字2的性质， P 2 具有整 数不' 

包含数字5的性质， P 3 具有整数不包含数字8的性质。对于 f = l , 2, 3,令 A , 为 S 中具 
有性质 a 的整数集合。我们希望计算出中整数的个数。 

利用前一段的记号，有 

a 0 = 10 5 
ai -9 5 
«2 = 8 5 

«3 = 7 5 [ ； 

例如，从0〜99 999不含数字2并且不含数字5的整数个数，即集合 lAiHAzI 的大小，等 
于多重集 

|5-0, 5.1， 5.3， 5.4， 5.6, 5.7， 5.8， 5-9} 


的5-排列的个数，而它等于8 5 。由式 （6-2) 可知本题答案为 
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10 5 - 3 x 9 5 + 3 x 8 5 — 7 5 □ 

6.2 具有重复的组合 

在 3.3 节和 3.5 节我们已经证明 n 个不同元素的集合的组合的数目为 

\ n \ 

\r ) r \ {n - r )\ 

并已证明具有是种不同物体且 每种都有无限重_ _ 重集的 r - 组合个数等于 

r + ^ — 1 j 

本节我们证明后面与容斥原理相联系的公式如何给出一种方法来求出对于其重数没有任何限 
制的多重集的 r - 组合的个数。 

设丁是一个多重集，并设了的某种类型的物体: c 具有大于 r 的重数。此时， 丁的 r - 组 
食 呀 f 数等于通过用 _ r 代替 j 逬重数丛工 Mil 迪多重集的 r •-组合的个笔^之所以如 
能够用在 T 的 r - 组合中的 2 的次数不会超过 r 。 因此，大于；•的任何重数都可以用 r 来代 
替。例如，多重集 |3- a , ① . b ， 6* c , 10-^, ⑺ 1 丨的 8 -组今的数与 多重集 [3 • a , 
.^_ b ,6- c , 8- d ,_ g ； eL 的合的企数相同。可以总 结为: 我们已经把多重集 7'= Ur 
ai ， n 2 . a 2 ，…， n k - a k \ 的 r - 组合的个数确定为两个“极端” 

I —) 即 T 是一个集合 

ii ) 7li~ 7l2 = ~ — T~ O 

我们将解释容斥原理如何能够用来得到其余情 jfi 
楚，该方法对于一般的情形仍然有效。 ^ 

例 确定多重集丁 = 13- a , 4-b, 5 -c 1 10- 组合的个数。 


虽然举的是一个特殊的例，但是很清 



我们将把容斥原理应用到多重集了* = | co - a , oo . 6 , cx ,. c } 的所有 10 - 组合的集 S 
上。为广的 10- 组合具有多于3个 a 的性质。 P 2 ^ : r 的 10- 组合具有多于4个6的 
%性质，1为了 S 的 10- 组合具有多于5个 c 的性质。 ift , T 的 10- 组合的个数就是了 # 的 _ 
^ 不具有性质尸 1; 匕， P 3 的 10- 组合的个数。 同样，令 A t •由: r 的具有性质 ( £ = 1，2, 
_於)的那些 10- 组合构成。我们希望确定集^瓦 nz 2 nz 3 的大小。由容斥原理 

I Ai ("1 力 2 门乂 3 I = I S | - ( | Ai | + | A 2 1 + I A 3 I ) 

+ (I Ai n A2 1 +1 Ai D.A31 + 1A2 n A31) 

—1 Ai n A2pi A31 


根据定理 3 . 5.1 


ISl 


10 + 3 
10 


'12、 

,10/ 


■66 


集合 Ai 由 a 至少出现 4 次的的所有 10 - 组合组成。如果拿出 Ai 中的任一个这样的 10- 
组合并去掉4个 a , 那么剩下的就是 T * 的一个6-组合。反之，如果拿出： T 的一个6-组合 
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并往其中加入4个 a , 就得到的一个 10- 组合，而在这个 10- 组合中 a 至少出现4次。这 
样， A : 中的 10- 组合的个数等于 r 的6-组合的个数。因此 

|All = ( 6 + 6 ”:®: 28 

类似地， A 2 中的 10- 组合的个数等于了#的5-组合的个数，而 A 3 中的 10- 组合的个数等于 
7 # 的4-组合的个数。因此 


集合 Ai (1 A 2 由 cz 至少出现4次且6至少出现5次的 r 的所有 10- 组合组成。如果从这些 
10- 组合中去掉4个 a 和5个6,则剩下: T 的 1- 组合。反之，如果往7^的1-组合中添加4 
个 a 和5个6，就得到一个 10- 组合，在该组合中， a 至少出现4次且6至少出现5次。这 
样，在 AiflAz 中的 10- 组合的个数等于的 1- 组合的个数，且有 


I Ai n A2 1 = 


1 + 3 - 


可以类似的方式推导出 AiHAs 中的 10- 组合的个数等于7^的0-组合的个数，而且，在 


A 2 f | A 3 中没有 10- 组合。于是 


I Ai n A3 1 


，0 + 3- l \ [V 


I A-2 n A31 = 0 


Ai n A2 n A31 = 0 


将所有这些结果放到容斥原理中，得到 

lAjHAaDAsI =66- (28 + 21 + 15) + (3 + 1 + 0) -0 = 6 

你能够列出这六个 10- 组合吗？ 口 

在定理 3.5.1 的证明中，我们已经指出了在 r - 组合与方程的整数解之间的联系。多重 
集 [ ni ' ai ， n 2 . a 2 , …， n k ' a k \ r - 组合的个数等于方程 


+工。+…+ . 


Xi t- X 2 


的整数解的个数，这些解满足 


O^Xi^rii 


(i = l , 2, •••, k ) 
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因此这些解的个数可以用刚刚解释的方法来计算。 

例满足 

-2^x 2 ^4, 0^x 3 ^5 , 3^x 4 ^9 

的方程 

X 1 + 工2 + 工 3 + 工4 = 18 

的整数解的个数是多少？ 

我们引入一些新变量 


yi = x 1 ~l, y 2 = x 2 + 2, : y 3 = x 3 , y 4 = x 4 ~3 

这使我们的方程变为 


yi + yi + ^3 + 34 = 16 

关于々的不等式成立当 ; 且仅当 


(6-4) 


0^3^ i ^4, 0<3；2<6，0^3>3^5, 

令 S 是方程 （6-4) 的所有非负整数解的集合。 S 的大小为 


S 


16 + 4-1 
‘16 


19' 
16 / 


969 


令 h 为性质 yi >5, P 2 为性质 y 2 >7, P 3 为性质^>6, P 4 为性质％>7。令 A 2 . 表示 S 
的满足性质 a a = i , 2 , 3 ， 4 )的解组成的子集。要想计算集合不 n 不的大小， 
申容斥原理，集合 Ai 由 S 的所有满足 yi ^5 的解组成。作一个变量代换 (^1-^-5, Z 2 = 
6> i ， z 3 = y 3 , 2 4 = 3； 4 )，我们看到， At 的解的个数与 


的非负整数解的个数相同。因此 


之 1 + 之 2 + 之 3 + 之斗二 11 



1 Ai | = 

:⑶=364 



以类似的方式得到 





|A 2 | = (^)=220 

1 A 3 I = 

:⑶=286 

1 A 4 h 

f 9 2 )- 


集合 AiHAz * S 的所有力>5和力>7的那些解组成。进行变量代换5, = 

yi - T , u 3 = y 3 , u 4 = y 4 ), 我们看出， AiflAz 的解的个数与 


W 1 + + 以 3 + U^ = A 

的非负整数解的个数相同。因此 


I A 1 flA 2 l = ^ j =35 
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以类似的方式得到 


\A\ n A3 1 二 

(?) 

= 56 

1 Ai n A4 1 — 

:(D =35 

1 Asfl A3 1 = 


1=20 

i ^2 n A4 1 = 


1 A3 n A4 1 = 


卜 20 




集合 Ai ， A 2 , A 3 , A 4 中任意三个的交都是空集。应用容斥原理得到 

lAiflAsnAsn^l -969 - (364 + 220 + 286 + 220) 

+ (35 + 56 + 35 + 20 + 10 + 20) 

= 55 □ 

6.3 错位排列 

在一个聚会上，10位绅士查看他们的帽子。有多少种方式使得这些绅士中没有人能 
拿到他们来时所戴的帽子？ V -8 发动机的8个火花塞从汽缸中被取出清洗。有多少种方式 
能够将它们放回到汽缸中去使得没有火花塞重新被放回到原先被取出时的汽缸？有多少种方 
法能够将字母 M ， A ， D , I ， S ， 0， N 写出，使得所拼的“单词”与单词 MADISON 的拼 
写在下述意义上完全 不同： 没有字母占据与它在单词 MADISON 中占据的位置相同？这些 
问题中的每一个都是下面一般问题的一个具体实例。 

给定 n - 元素集 X ,它的每一个元素都有一个特定的位置，而现在要求出集合 X 的没有 
元素在指定位置上的排列数。在第一个问题中，集合 X 是10顶帽子的集合，而一顶帽子的 
指定位置就是它所归属的绅士（的头）。在第二个问题中， X 是火花塞的集合，而火花塞的 
位置就是容纳它的汽缸。在第三个问题中， X = jM , A , D , I , S ,0, N }, 而字母的位置就是由 
单词 MADISON 所指定的位置。 

由于物体的实际性质与讨论不相干，我们可以取 X 为集合|1，2,…， n !， 其中每个整数 
的位置都由它们在序列1，2,…，《中的位置确定。 jl ，2，...， nt 的一主 鍰#排五是丄 1， 
2,-" ,jzj 的一个 排列 iih …， 使得 i \¥ z \ , ••• , i n n q 因此 ， j 1,2, • • • , n } 的一个错位排 

列是11,2,…， n 丨的一•个排列 iiir - in ， 中缉直数晕在自然的位置上: 

用 A , 表示 U ， 2,…， W 的错位排列的个数。上述几个问题就是要我们相应地求出 
D 10 , _0 8 和£) 7 的值。对于 n = l ， 没有错位排列。对于《=2，唯一的错位排列是2 1。对 
于 n = 3 有两个错位排列，即231和312。而 n =4时的错位排列则可列岀 如下： 

2143 3142 4123 

2341 3412 4312 

2413 3421 4321 

因此，我们有 DfO , D 2 = l , D 3 = 2, D 4 -9 o 




定理 6.3.1 对于 n > l , 
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D n = n \ |l - - 


3! 


+ 



证明：令 S 是 U , 2，…， m 丨的全部 n ! 个排列的集合。对 j = 1，2 ，…， n ， 令 Py 
为排列中> 在它的自然位置上的性质。假如则| 1 ， 2 ,…，的排列…^就具 
有性质巧。| 1 ， 2 ,…， W 的排列是一个错位排列当且仅当它不具有性质巧， P 2 , …， ^中 


的每一个。令'表示丨 1 ， 2 ,…， n } 的具有性质巧 0 = 1 , 2 , n ) 的排列的集合。 


U , 2 , n \ 的错位排列正是不 nz 2 n …门中的那些排列。因此 


d„ = I A\ n A2 n … n 人 I 

而我们将使用容斥原理给 D „ 赋值。 Ai 中的排列是 li r " i „ 形式的排列，其中£ 2 - 4 是 
| 2 , …， w 丨的 一 个排列。于是， | Ail=(w — 1 )! ， 更一般地，对 _/• = 1 ， 2 ，… ， n ， 有 
| A ; |= ( n - l )! 0 在 AiflAz 中的排列是1 2 f 3 …形式的排列，其中是13,…， 
n \ 的一个排列。于是， | A i nA 2 l = ( n - 2 )!， 更一般地，对 jl ， 2 ,…， n 丨的任意 2 - 
组合丨 i ， _；丄有丨次门 4 丨 = U - 2 )!。对于满足 l < k $ n 的任一整数 I 集合 
AjflA 2 fl …门中的排列是形式为 1 2 "-是 4 + 1 …心的排列，其中 ，4 + 1 … z . n 是| ; .灸+ 1 ，.:‘， 
n } 的一个排列。于是 ， I Ai fl A 2 n …I — { n ~ k )\ ;更一般地，对 U ， 2 , …， 《丨的任意々-组 

I A ;1 fl A ;2 fl …门焱以 | = { n ~ k )\ 


由于存在{1，2,…，的个是-组合，应用容斥原理（见 6.1 节末尾的 （6-3) 式）得到 


n ： 


n ! 


(n ~1)\ 


n 


( n ~2)\ 


3 ) U -3)! + … + (-1) D ! 


ai + #_#+". + ㈠ )噌 


1! 2! 3! 

丄丄 _ J 
1 ! 2 ! _ 3 ! 


n ! ( 1-A + - 1 " 




由此，定理得证。 

使用所得到的公式计算 


d 5 = 5! (卜杏 + L 告 — 汝卜 44 


□ 


可以用类似的方法算得 

D 6 = 265 D 7 = 1 854 D 8 = 14 833 


回忆的级数展开式 


1 = 1 ' U + 2! 


丄 + 丄 
3! 4! 




可以写成 
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| 

ir+ 1 l^U[ +( - 1 ),,+ 2 T^T + ... I 

D I 

从无穷交错级数的基本事实断定，厂 1 和 j 相差小于1/(» + 1)!;事实上， A , 是最接近 

n \ 々的整数。计算表明，和&至少三位小数全同。这样，从实际的观点来看， 

时，6 _1 和 D „/«! 是一样的。 D n / n \ 是|1，2, …， 《丨的错位排列数与丨1，2，〜，刹的排 
列数的比。因此，如果随机地选择11,2, …， ni 的一个排列，那么这个排列是错位排列的概 
率就是 D ,,/»!。 用本节开始提出的帽子问题的话来说，如果随机地将帽子还给这些绅士，那 
么没有绅士收到他自己帽子的概率为 D 10 /10!, 从效果上看，这就是厂 1 。由上面的评注可 
知，假如绅士的人数是1 000 000的话，那么没有绅士收到他自已的帽子的概率也还是这个 
数 e - 1 。 

错位排列个数 D „ 满足其他一些便于其求值的关系。 $们讨论@第_一个去 fj : 

D n = ( n - l ) ( D n - 2 + D n - l ), (”二 3, 4, 5,…） （6-5) 

这个公式是线性递个例子 e 。 由初始信息 DeO , D 2 = l 出发，我们可以使用式 I 
(6-5) 计算对于任意正整数《的 D ,,。 例如， 

D 3 = 2( D 1 + D 2 ) = 2(0+1) = 2 
D 4 = 3( D 2 + D 3 ) = 3( l +2)=9 
D 5 = 4( D 3 + D 4 )-4(2 + 9)=44 
D 6 = 5( D 4 + D 5 ) = 5(9 + 44) = 265 

.. I 

在下一章，我们将论证如何求解常系数线性递推关系。但由于公式 （6-5) 有一个变系数 

»-1,因此这里将不使用那里引人的方法。 

可以用组合学的方法验证公式 （6-5) 如下。令 n >3.， 并考虑|1，2,…， w | 的 D „ 个错位 
排列。这些错位排列按照2, 3,…，〃哪个在排列的第一个位置而被划分成 n - l 部分。应 
该清楚，每一部分都包含有相同个数的错位排列。这样，等于（《-1) 其中尤是 | ： 

2位于错位排列第一个位置上的个数。这些错位排列的形式为 ，. 、 

2z'22V..z„ i 2 y^2 z's^3, •••, i n ^n 

这些尤个错位排列按照 “二1 还是 Z 2 ^ l 又被进一步划分成两个子排列。令 <是形式为 

~ f : 

21^4… i n ••• , i n ^n 

I 

的错位排列的个数。令 是形式为 

2 i 山… i n i 2 ^ l , 垆3，…， i„¥^n 

的错位排列的个数。于是心=< + <,因此 | 

D n = ( n - 1 ) d n = ( n ~ l ) ( d \, + d '^ ) 


㊀递推关系在第 7 章讨论。 
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首先观察到/ n 与{3，4，…， n 丨的排列 i 3 u - i „ 的个数相同，其中 is ^3, 

4, , i n i^no 换句话说，£^是 |3, 4,…， n 丨的 3 不在第一个位置上、 4 不在第二个位 
置上 等等的排列的个数。于是， ^； = D„- 2o 接下来再观察， 《等于 U ， 3,…， M 的 1 
不在第一个位置上、 3 不在第二个位置上，…， w 不在第 (n - 1) 位置上的排列 zV 3 …的 
个数。于是， d "， D „ — lo 由此我们断定 

D n = (71-1) = U-1) {D n - 2 + D n - l ) 

这就是式（6-5)。 

可以把式 （6-5) 重新写成 

D„ - nD n - 1 = - [D n -i - (71 — 1) D n - 2 ] ( n ^3) (6-6) 

等号右边方括号内的表达式与左边用 n -1 代替 n 的表达式相同。因此，可以递归地 e 应用 


式 (6-6) 得到： 

: ：， ..夕 一’ ' 

D n - nD n - 1 = - [D n -i 一 （n — 1)D„_ 2 ] 

= ( - l) 2 [D n - 2 - (n -2)D n - 3 ] 

=( - 1) 3 [D„_ 3 - (n -3)D„_ 4 ] 



= (-l) n - 2 (D 2 -2D!) 


由于 £>2 = 1 和 IV 

= 0, 就得到了错位排列个数的更简单的递归 关系： 


或等价地 

D^nD^-i + C-l)"- 2 



D n = nD n - 1 + ( - l) n w =2,3,4, … 

(6-7) 


(严格说来，我们的验证只对77=3, 4,…进行，验证式 (6-7) 当《 =2时也成立是很容易 
的)。使用式 （6-7) 和前面算出的值0 6 = 265,得出 


D 7 = 7 D fi + (-1) 7 = 7 X 265-1 = 1 854 

通过重复使用式 （6-7) 或使用该公式及数学归纳法，可以得到定理 6.3.1 的不同的证 
明（见练习题20)。由于式 （6-7) 由式 （6-5) 推出，用的是独立的组合学证明，这就提供+ 
了定理 6.3.1 的不用容斥原理的一个证明。 

式 （6-5) 和式 （6-7) 类似于对阶乘成立的公式 

n ! = (n — 1) ( (n — 2) ! + —1)!) ( n =3， 4，5，…） (6-8) 

7i ! = n {n — \)\ (n=2, 3, 4, ••■) (6-9) 

例在一次聚会上有《彳立男士和 n 位女士。这》位女士能够有多少种方法选择男舞伴 
开始第一次跳舞？如果每个人必须换舞伴，那么第二次跳舞又有多少种选择方法？ 

对于第一次跳舞存在《!中可能的选择。对于第二次跳舞，每位女士必须选择一位男士 


© 就是说，《的值反复不断地越来越小。 
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作舞伴，而这位男士还不能是她第一次跳舞时的舞伴。因此，可能的选择方法数为第《个 

错位排列数 A ,。 □ I 

1 

例设上述聚会中的《男《女在跳舞前核对他肩 M 们的帽子。在聚会结束时随机地返还 i 
给他/她们这些帽子。如果每位男士得到一顶男帽而每位女士得到一顶女帽，但又都不是他/ 1 
她们自己曾经核对过的那顶帽子，那么他/她们被返还帽子的方法有多少种？ 

要是没有限制，这些帽子返还的方法有 （2〃）！ 种。如果加上每位男士得到一顶男帽而 | 
每位女士得到一顶女帽的限制，那么就有 n ! x „! 种方法。如果再加上没有人得到他/她自 

己的帽子的限制，则有 x _ D „ 种方法。 

▲ 

6.4 带有禁止位置的排列 

在这一节，我们考虑计算 U ， 2,…， n 丨的一般带有限制的排列计数问题， g 些限制 I 
规定在排列的每个位置上都能够由哪些整数占据。 

令 | 

x l5 x 2 , 

是|1，2,…， M 的子集（可能是空集）。用 I 

P (X u X 2 , XJ 

表示|1，2,…， n 丨的所有排列 zV 2 …的集合，使得 

ii 不在&内 
h 不在 X 2 内\ / 

: U I 

4不在内 

如果|1，2,…， n 丨的一个排列使得；^的元素不占据该排列的第一个位置（这样一来， 
能够位于第一个位置上的元素是那些在的补 Xi 中的元素），&的元素不占据它的第二 I 
个位置，…， X ,,的元素不占据它的第 n 个位置，则该排列属于集 P ( X 1? X 2 , XJ , I 
在 P ( Xj , X 2 , •••, XJ 中的排列的个数用 

P (Xi ， X 2 , XJ = IP (X l5 X 2 , X„) I 


例 令 n =4, jl , 21 , X 2 = |2, 3}, X 3 = {3, 4|, X 4 = ! l , 4!。此时 P 

(Xh X 2 , X 3 , X 4 ) 由11，2, 3, 4 丨的所有满足 

I ^ 2; z '2^2, 3; z 3 7^3, 4; i 4 7 ^ 1 , 4 

^ ，的排列 6 W4 组成。集合 P ( X 1? x 2 , x 3 , x 4 ) 只包含两个排列 
…夕. 3412和4123 

因此，> ( X l5 X 2 , X 3 , X 4 ) =2。 □ 

例 令&=⑴， X 2 = |2|, X n = UL 则集合 P ( X u X 2 , …， X „) 等于 
|1, 2, n\ 的满足 i^l, z 2 ^2, •••, i/n 的所有排列 iiz’ 2 ••乂的集合。因此，我们 
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断定 ， P ( X u X 2 , … 

X 2 > …， X n ) = D n0 
- ， ' — ** ' ' 


X „) 是 |1， 2, 


ni 的错位排列的集合，>人夏有 f (. 
- - —— - - - - -^ 


正如在 3.4 节中所看到的，在 |1， 2, …， n 丨的排列和 n 行 n 列棋盘上非攻击型不可 
区分的车的位置之间存在一一对应。 U ，2, …， n 丨的排列 Z _ lZ _ 2 〜4 以坐标为（1，“），（2, 
h ), ( n , i n ) 对应棋盘上 n 个车的位置。（回忆坐标为 U ，/) 的方格占据棋盘上第 

々行第 Z 列的位置。）在 P ( X 1? X 2 , X „) 内的排列对应着 n 行 n 列棋盘上的 n 个非攻 

击型车的摆放，但是在这个棋盘上有某些方格禁止放车。 


例 ^72=5,^=|1,4}^ 2 = |3 KX 3 = 0, X 4 = {1,5!, X 5 = {2,5( o 则尸 ( X 1? X 2 , 
X 3 , X 4 , X 5 ) 中的排列一一对应具有如图所示禁止位置的荜盘上 5 个非攻击型车的位置 



1 

2 

3 

4 

5 

1 

X 



X 


2 



X 



3 






4 

X : 




X 

5 


X 



X 


推广11，2,…， W 的错位排列数的公其的推导，应用容斥原理得到 ( X l5 
X 2 ，…， XJ 的计算公式。然而，正如我们后面将建想出的，这个公式不总是具有计算的 
价值。为了方便起见，我们的论证将用 n 行 n 列棋盘上非攻击型车的语言来叙述。 

令 S 为 n 行 n 列棋盘上的 n 个非攻击型车的所有 n !种放置方法的集合。如果在第行 
上的车是在属于&•的列上，那么我们就说 n 个非攻击型车的这样一种放置满足性质巧 （_；• = 
1，2,…，《)。像通常那样，4表示满足性质& 0 = 1, 2, n ) 的车的放置的集合。 
集合 P (&, X 2 , …， X „) 由 n 个车的所有不满足性质巧， P 2 ，…，的放置方法组 
成。因此 

p (x u x 2 ， … ， x„) 又 2 n … hai 

= n \ - EU ,|+ S | A ； nA -| 

- + ( - 1)*E I Aqfl A; 2 f| … Pi Aq I 

+ … + (—i) n s I AjA A 2 n … n A n 卜 (6-io) 

其中，第&个和是对 u , 2,…， n 丨的所有々-组合求和。现在我们计算上述公式中的 n 
个和的值。例如， lAd 的计数是多少？它是把 n 个非攻击型车放到棋盘上的方法数的计数, 
其中第一行上的车位于^^的一个列中。我们能够以 IXi 丨种方式选择该车的列，然后以 
(«-1) !种方法安置其余 《-1 个非攻击型车。于是 lAdslAl U -1)!， 而且，更一般 
地有 


JA ; I = | X z |( n - l )! (f = l ，2, …，《) 


因此 


S | A ( -|= ( I&I + | X 2 | + …+ | X „|) { n ~ l )\ 


令 n = IX 1 | + U 2 |+ — +| x „|， 得到 
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S I A ； | = r v (n - 1) ! 

，…… . . w 1 — — 、 i；—. ... 

于棋盘 上 琴止埯毛 韵方格麩等价地, n 等于将棋盘上的一个车放到禁止放置 
的方格内的方法数 。 t • 

现在考虑 lAiriAd ， 这个数表示的是将 n 个非攻击型车放到棋盘上的这样一种方法 
数，其中在第一行的车和在第二行的车都在禁止的位置上（对应地在:^和；^内）。在第一 
行和在第二行禁止位置上的两个非攻击型车的每一种放置都可以 （《-2)! 种方法完成。类 
似地，考虑对于任意的 lAifl ' l 也成立，并且得到如下结果。令等于把两个非攻击型车 

放到棋盘禁止位置上的方法数。则 

..VH 

^ S I A z -f| - r 2 (n -2)1 J . 

可以直接推广上述结论并给式 (6-10) 中的第 々个 和式赋值。我们定义 q 如下： 
r k 是把 fc 个非攻击型 连 Mg l n 行 n 列棋盘上的这样一搜 友法 

于是 


s |A；, n … n a 


ik' =r k 


(n - k)\ (k = l, 2, •••, n) 


将这个公式代入到式 (6-10), 得到下面的定理。 

定理 6.4.1 梦 n 个 非攻击型不可区分的车 | 到带有禁止放置位置的 n 行 n 列棋盘上的 
黑方法数等于 一 ~~ ~ ' 一- 

7i\ — — 1)! + r 2 (n — 2 ) ! —••• + ( — 1 ){n — k)\ + ••• + ( — 1) n r n D 

例确定将 6 个非攻击型车放到下面 6 行6列棋盘上的方法数，其中禁止放车的位置在 
图上标出。 



由于 n 等于禁放位置数，我们有 q = 7 Q 在给 r 2 , r 3 , …，赋值前，我们注意，禁 
放位置的集合可以划分成两个“独立”的部分，一部分 A 包含三个位置，而另一部分 F 2 
包含四个位置。这里的“独立”是指不同部分的方格不属于同一行或列。 

这两个车可以都在心中 r 或都在巧中， 
或者一'个在中而另一个在1^2中。在最后一种情况下，它们自动成为非攻击型，因为 _Fi 
是独立的。用这种方法计数得到 

r 2 = l+ 2 + 3X4=15 

对于 r 3 ， 需要 F ! 中的两个非攻击型车和^ 2 中的一个非攻击型车，或者巧中的一个非攻击 
型车和 F 2 中的两个非攻击型车。于是 


r 3 = 1 X 4 + 3 X 2 = 10 
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对于 r 4 , 需要 Fi 中的两个非攻击型车和 F 2 中的两个非攻击型车，于是 

^*4 ^ 1 X 2 = 2 

显然 r 5 = r 6 = 0。 因此，根据定理6.4.1，将六个非攻击型车放到棋盘上，使得没有车占据 
禁放位置的方法数等于 

6! -7 X 5! +15 X 4! -10 X 3! +2 X 2! =226 □ 

在结论中我们注意， 定理 6.4.1 p 公式具有计算价值仅仅是当计算 n ， r 2 ，…， r n \t 
直接计算将《个非 攻击型 放彳立置的:行 w 列棋盘上的方法数更在臺 r 
数 r „ 等于把《个到由餐放位置和非禁放位臺互换而得列‘‘补 
上的方法数。如果棋盘上有很多禁止放子的方格，那么计算 r „ 的值就会比直接计算将 n 个 
非攻击型车放到棋盘上的方法数要困难得多。 

6.5 另外的禁排位置问题 

在 6.3 节和 6.4 节，我们对存在某些绝对禁止位置的 U , 2，…， M 的排列个数进行 
了计算。在这一节，考虑存在某些相对禁止位置的排列的计数问题并说明容斥原理如何能够 
用于对这些排列的计数上。 

我们引人问题如下。设一班8个男孩每天练走步。他们排成一排前行，除第一个男孩外 
每一个孩子的前面都有另一个男孩。为了让男孩不总看到他前面的同一个人，第二天交换位 
置，使得没有孩子的前面是第一天在他前面的那个男孩。他们能有多少种方法交换位置？ 
一种可能是将男孩的顺序倒过来，使得第一个孩子现在位于最后等等，不过还存在许多 
其他的可能。如果我们给这些孩子指定数字1，2,…，8,第一天队列中的最后的男孩为 
1，…，而第一个男孩为8，如 

1 2 3 4 5 6 7 8 

那么要确定集合11，2,…，8!的不出现模式12, 23,…，78的排 列数。 这样，31542876 
就是一个允许的排列，而 843 U 657 则不是。对于每一个正整数 n ， 令 Q „ 表示 U ， 2,…， 
»!中没有12, 23,…， ( n ^ l ) n 这些模式出现的排列的个数。用容斥原理计算0„。如 
果 n = l ， 1就是一个允许的排列。如果 n =2, 21则是允许的排列。如果 n =3, 则允许的 
排列是213, 321，132,若《=4,则它们是 

4132 4321 4213 

3214 3241 2143 

2431 2413 3142 

1324 1432 


因此， Q 1 — 1» Qo ~ 1» Q 3 = 3 及 Q 4 = ll 。 


定理 6.5.1 对于 
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—( 3 / (打一3)!十…十 （ 一 n 一 

证明： 令 S 为|1，2,…， n 丨的全部 n ! 个排列的集合。令巧为在排列中模式 i 
3 ( j + T ) 确实出现的性质0 = 1, 2, •••, n — 1)。 于是，|1, 2，…， nl 的排歹謝计数 [• 
当且仅当它没有性质 Pi ，&，•••，照通常那样，令 矣表示 |1，2,…，《丨的性质 I . 

满足巧的排列的集合0 = 1, 2, 因此 ! 

| 

<3” = lAiflA2n … PlA n -il ■ ' : 

、应用容斥原理来计算 Q „ 的值。首先我们计算 A : 中排列的个数。一个排列在 Ai 中当且仅| 
当模式12在排列中出现。于是， Ai 中的一个排列可以看成 n -1 个符号丨12, 3, 4,…， [ 

n \ 的排列。我们得出 |Axl = U _ 1 ) ! —般地 . \ 

• :圓 

\ Aj \= (n - 1 ) ! (j = l , 2, •••, n ~ l ) i 

集合 A 。 A 2 ， …， A „ h 中的任两个的排列含有两个模式。这两个模式或者共享一个元素如! 
模式12和23,或者没有公共元素如模式12和34。包含两个模式12和34的排列可以看作 i 
n —2 个符号|12, 34, 5,…， n | 的一个排列。于是 ， I Ai (1 A 3 | = ( n —2)! 0 包含两个 | 
模式12和23的排列含有模式123，因而，可以看作 n - 2个符号的一个排列|123, 4, [ 

n }。 如此又有 lAiHAzI = U —2)!。 一般地 |： 

... _ 鎮、： 

| A{ C\Aj\ ~ ( — 2 ) ! ||議 

对于11，2,…， n - l \ 的每一个2-组合 j 成立。更一般地，包含12, 23,…， | 
U - 1)«中的6个特定模式的排列可以看成 n 个符号的排列，这样，对于|1，2 ，…， f 
n -1} 中的每 一 个是-组合 Ui ， h ， …，4丨，有 

I A fl n*A f2 n … n | == in- k)\ ， 

I 

由于对每一个是=1，2,…， n ~ l , 存在11，2,…， n ~ l \ 的 f : 1 ) 个是-组合，应用容； 
斥原理便得到定理中的公式。 □ f 

使用定理 6.5.1 中的公式计算出 

Q 5 = 5! - (;)4! + ⑵3!—⑵2! + ⑴ 1! =53 

A V 

数 Qi , Q 2 , Q3 , …与错位排列数紧密相关。事实上，我们确寒有@„ =认 + £>„-! ( n >2) 

(见练习题23)。因此，知道错位排列数就可以计算数 Qi ， Q 2 , Q 3 , …既然在上一节已经 I 
看到 D 5 = 44, D 6 = 265, 故而我们得到 Q 6 = D 6 + D 5 = 265+ 44 = 309。 

6.6 莫比乌斯反演 

容斥原理是莫比乌斯反演 （ M6 bius Inversion) 在有限 0 偏序集上的一个实例。为 f 给莫 

© 可以用更弱的性质代替有限的性质，叫做局部有限，即对于所有区间 U : a < x < b \ 是有限集。1 
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比乌斯反演的一般性做好准备，我们首先讨论容斥原理多少有些一般化的形式。 

令 n 为一正整数并考虑 n 个元素的集合 U ， 2,…，《丨，以及由包含关系所定义 
的所有子集的偏序集 CP ( X „), 0。令 

F ： V(X n )^ 

是一个定义在 P ( X n ) 上的实值函数。我们用 F 定义一个新的函数 

G - V ( X n )^di 

其中 

G ( K ) = 2 f ( L ) (KCXJ (6-11) 

莫比乌斯反演可将式 （6-11) 反解并从 G 恢复 _ F ; 特别地，我们有 

F ( K ) = 2( - l ) IKiHLI G ( L ) ( K^XJ (6-12) 

LCK 

注意，在式 (6-12) 中 F 从 G 得到的方式类似于在式 (6-11) 中 G 从 F 得到的 方式； 唯一 
的区别在于，在式 (6-12) 中我们在求和的每一项的前面插入了一个系数1或-1，它们的 
插入依赖于 \ K \-\ L \ 是偶数还是奇数。 

令 An 4 2 ,…， A „ 是有限集 S 的子集，对于定义 F ( K ) 是 S 的只属于 
的那些集合 A 的元素的个数。于是，对于 s GS ， s 由 F ( K ) 计数当且仅当 

s ^ A { , 对每个 i^K 

此时 

G ( K ) = ^ F ( L ) 

LQK 

对属于所有下标 j ? •在 k 中的集合馮的元素以及可能还有其他一些集合的元素计数。因此，有 

g ( k ) = | n I 

由式 （6-12)， 有 

F ( K ) = 2( - 1 ) iki ~ il , G ( L ) (6-13) 

LQK 

在式 (6-13) 中取 K = X „， 得到 

F ( X n ) = 2(- l ) n _ ILI G ( L ) (6-14) 

篇,， 

现在 ， F (兄）对 S 的那些只满足 i 多& 的集合态的元素 计数； 也就是说 ， _F (兄） 是 S 
的那些不属于集合 A 1; A 2 ，…，八„的元素的个数，从而等于:^门^^门…门中的元素 
的个数。代人到式（6-14)，得到 

| 不 n 不 n … n 瓦 I = 2(- D n ~ ILI i ruiA i 

LSX 

n 
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或等价地，用 L 在兄中的补 J 代替 L ， 有 

I A ! ft 八2 H … fl 丨= Xi ( - 1 ) IJI 丨 Hie / A ; 丨 （6-15) 

式 (6-15) 等价于定理 6.1.1 中给出的容斥原理的公式。 

现在我们用任意有限偏序集（ X ， <) 代替 CP ( X ,,), £) 0 为得到莫比乌斯反演公 
式，首先考虑一些二变量函数。 

令7 ( X )为所有满足只要:就有/ U ， y ) =0的所有实值函数 

/：Xx X— 3? 

的集合。于是/ (1，30 只有在时不等于0 。我们通过 

hU y) I 

lo , 其他 

定义 JF (_ X ) 中两个函数 / 和 g ■的 卷积 （convolution product ) h = f * g 。 于是， 在卷积中， 

为了计算当时的 A ( O ：， 30,我们对 Z 以给定的偏序变化于^和 3 < 之间的所有的值累 I 
加全部的乘积/ ( X ， Z ) g U ， 30。卷积满足结合律 


我们把验证上式的工作留作练习。 

我们对7 ( X )中三种特殊的函数感兴趣。第一种函数是 克罗内克德尔塔函数 （ Kro - 
necker delta function ) d , 由下式给出 




1 1 ，若 x : 
io , 其他 


注意，对所有的函数 /ey (x), 8*fm, 因此对卷积来说占的行为就像是一个 
恒等函数。第二种函数是 f 函数 （zeta function ) ，由下式定义 

w 、_|1，若1<3； 


?(x ， 3») = 


0 ,其他 


〔函数是偏序集（ X ， O 的一种表 7 K ， 因为它包含关于所有满足 xSjy 的元素对工，： y 的 
全部信息。 

令/是只( X )中的一个函数，满足对 X 中的所有: y 有 /(> ： y ) 尹0 。我们可以首先令 


g { y ^ y )= lU ^) {yex) 


然后令 


g(x,y) = 一 2 g(x,z) 


f(z,y) 

f(y>y) 


< y) 


(6-16) 


(6-17) 


来归纳地定义 7( X ) 中的函数 g 。 
从式 (6-17) 得到 
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X / g(x , z ) f ( z , y ) = S ( x , y ) (x < y ) (6-18) 

式 (6-18) 告诉我们 


从而 g 是 / 关于卷积*的左逆函数。类似地，可以证明/有一个右逆函数 A ，它满足 

f^h = 8 

由卷积的结合律得到 

g = g^d = g *( f * h ) = ( g ^ f )^ h - S*h = h 

因此 ， g = h , g ■是/的逆函数。总之，每个满足对X中所有的3>有/(3；，3>)关0的函数 
/67(乂）都有一个逆函数@，它由式 (6-16) 和式 (6-17) 递归地定义，并满足 

f = f * 

我们定义的第三种特殊的函数是莫比乌斯函数 （M6bius function ) 由于对所有的 ： y 6 X， 
^( y , y ) = 1 , 因此 S 有一个逆，定义"是它的逆。因此，有 •' 

fx * 8 

于是令/=?和尽=/^，应用式 (6-18) 得到 

2 = 8(x,y) (x ^ y) 

或等价地 

2 /^(sc,z) = 8(x,y) (x < y) (6-19) 

U:«y} 

式 (6-19) 意味着 

"(^卜:^对所有的：!： (6-20) 

以及 

[x{x,y) = - 2j ju(x,z) {x < y) ( 6 - 21 ) 

iz：or<2：<y{ 

例 在本例中，我们计算偏序集 (V(x n ), 的莫比乌斯函数，其中兄 = U, 
2,…， W。 令 A 和 B 是尾的子集且 A&B。 我们对 |B| - iA| 归纳证明 

//(A,B) = (-1) |b| - |a| (6-22) 

由式 （6-20) 得到 "（A ， A) =1，从而如果 B = A 则式 （6-22) 成立。设并令 
P=\B\A\ = |B| - |A| 0 此时，由式 (6-21) 和归纳假设，可以得到 

(6-23) 


(6-24) 


"( A ， B )=- S "( A , C ) 

{C ： ACCC：Bi 

=-S (-d icihai 

1C ： ASCCB| 


是 = 0 
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最后的等式是下面事实的 推论： 对于满足 0<6 <f - 1的每个整数满足 AGCCZB 和 
| C | - \ A \= k 的集合 C 和包含于基数 f 的集合 C \ A 中的基数々的子集一样多。由于 

0 = (1-iK = i (- D k [{) 

k =0 \k I 

因此式 （6-24) 意味着 

"(A ， J3) = ( - 1)》(夕 ) = (- 1)，= ( -1) |B 卜 1 Al (6-25) 


例 在这个例子中，我们计算一个线性有序集的莫比乌斯函数。令&= U, 2,…， 
«} 并考虑线性有序集 (X„, <), 其中1<2 〈… <n。 对于是=1，2,…， n 有 ( k , k ) =1, 
并对 i<z 〈是 <”有；《 U，z)、o。 设 z=^ + i , 其中1。此时，有 

2 lJ-(k ,]) = 0 

因此， 

, k ) + / u(k ,k + 1) =0 

而这意味着 "（々，^ + 1) ~ ~ p - ( k , k ) = — 1。 . 现在设 — 2，则 

/ u ( k , k ) + fji ( k,k + l ) + fx ( k , k +2) = 0 

因此 

/ m(k ,k +2) = - , k ) + fx{k ,k + 1)) — - (1 + (-1))=0 

继续下去，或使用归纳法，可以看到线性有序集 l <2<〜< n 的莫比乌斯函数满足 

[1 ，若 l — k 

fJL { k , l )=\ -1，若 Z = ^ + l 

、0，其他 □ 

现在我们叙述并证明定义在有限偏序集上的函数 的莫比乌斯反演公式 （ M 6 bius Inver ¬ 
sion Formula ) 0 在这 个定理 中假设（ X ， O 有 一 个最小元， 即对所有 ： c G X 满足 0<; c 的 
元素0。例如，这对于偏序集 CP ( X n ), Q ) 是成立的，其中的最小元就是空集0。 

定理 6.6.1 令（ X , <) 为最小元是0的偏序集，令 "是 它的莫比乌斯函数，并令 
F ： X — 況是定义在 X 上的实值函数，令函数 G : X — 況由 

G ( x ) = F(z) (x G X ) 

\ ziz ^ x \ 

定义。则 


F(x) = 2 G{y)[x{y,x) {x G X) 

\ y ： y ^ x \ 

证明：令〔为 U ，<) 的 s 函数。利用前面讨论的 s 和;《的性质，对 x 中的任意元 
素: c 计算 如下： 
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2 G{y)fi(y,x) =22 F{z)/jL{y,x) 

= S 2 ^(z,y)F(z) 

i ： y:3^rj |s ： s^X} 4 

=S 2 K(z,y) /j.{y,x)F(z) 

、 is:z6X! l3» ： 3»<x} 

= 2 ( 2 ^(z,y)ju(y,x) |F(z) 

\z ： z^ ： X\ y i ： y:«:cj / 

- 2 S(z,x)F(z) 

=F(x) 

.… □ 

推论 6.6.2 令； (：„= |1，2，…， 《 彳，并令 F : P ( X „) — 3?为定义在 X „ 的子集上的 

函数。令 G : P (XJ —3? 是由下式 


G ( L ) = S /( L ) ( L^XJ 

L[K 

定义的函数，则 

F ( K ) - j ；(~ l ) IKIHi , G ( L ) ( K^XJ 

LQK 

证明： 该推论由定理 6.6.1 推出，而 （P ( X „), 的莫比乌斯函数的值在式 (6-25) 
中给出。 □ 

例我们要用莫比乌斯反演得到把 n 个非攻击型车放到带有禁止落子位 置的 , z k „棋盘 
上的放置方法数的计算公式，这不同于定理 6.4.1 中给出的公式。为方便讨论，现在把 
n X n 棋盘看成是元素为0和1的 X n 矩阵，即 


= [ a ij '■ , j^n ] 

把0放到每个禁止落子位置上，而把1放在允许放置的位置上。例如棋盘 


对应矩阵 


X 


X 





X 


X 





X 



(6-26) 


■0 10 1' 

, 1110 

A= 1 0 1 1 (6 - 27) 
-110 1- 

棋盘上4个非攻击型车的集合对应矩阵 A 中4个1的集合，其中 A 的每行和每列恰好含有 
这4个1中的一个（等价地，在一行或一列上没有重复的1)。例如对应位于 

(1,4),(2,3),(3,1),(4,2) 


上的4个非攻击型车的4个1为 
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«14 = 15 ^23 = 1 5 a 31 ~ 1»<^42 = 1 

这4个1对应 jl , 2, 3, 4 j 的排列4, 3，1, 2,或等价地，对应双射 （ bijection ) 

/: U ，2,3,4 卜{1，2,3,4! 


其中 


' /(1)=4，/(2) = 3，/(3) = 1，/(4)=2 

再令 X „= 丨1，2，…，《1，并令卩„表示全部 n ! 个双射/: X ” — X „ 的集合。一般地， 
nX n 棋盘上 n 个非攻击型车对应矩阵中的 n 个1，且每行和每列上恰好有一个1。这些1又 
对应中的双射 

/: | l ,2,---, n }-*{ l,2,---,n } 

其中 a ;/ ■⑺ =1 ， i = l , 2, •••,, n , 或等价地 

n 

Y\. a if<,i) - ai/(i)a 2 /(2)'"a„/(„) = 1 

i = l 

由于这个乘积唯一的另外的值等于0,因此可以说，把 n 个非攻击型车放到与0和1组成的 
n Xn 矩阵 A = [ a ；.-] 相关联的 n X n 棋盘上的方法数等于 


sn 

/ e 7 V=i 


(6-28) 


式 （6-28) 中的表达式是矩阵 A 的一个重要组合函数，叫做 A 的不变式。 

考虑偏序集 （P ( X „), ^) 0 兄 的基数 A 的每个子集 S 挑选 A 的6列，用 A [ S] 表 
示由这些列形成的 nx 々子矩阵。令，„ ( S) 为所有函数 /•• U， 2,… ，刹 4 5 的集合， 
并令 S„(S ) 表示那些满射函数的子集。此时有 

^ n (S) = U res ^ n(T) 


通过 


F ( S ) 


(6-29) 


s ( s^xj 

/e0n(S) >' =1 

定义函数 (XJ (此 处，若 s = 0, 则 F ( S ) =0)。 注意 ， F ( X n ) 等于式 

(6-28), 因为满射函数双射。因此，我们的目标就是计算 F ( X n ) 0 
令. . 

G(S) = ^jF(T) (SQXJ 


则 


从推论 6 . 6.2 得到 


G ( S ) - 2 Ua igU ) (SCXJ 

i=l 


F ( X n ) = J ^(~ l ) n - , s , G ( S ) 

S^X 


( 6 - 30 ) 


G ( S ) 由于是叫⑴吻⑵… a M ( n ) 对所有函数 — S 求和，因而正是乘积 
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rt (仏) . 

• i=i \ jes / 

即 G ( S ) 是 A [ S ] 每行上的元素的和的乘积。于是，式 （6-30) 变为 

F ( X n ) = E (- D nHSi n ( l ]^) (6-31) 

S ^ X n 1 = 1 \ / 

而这就给岀一种把”个非攻击型车放到”乂„棋盘上的方式数的计算 方法： 选一组列，计算 
这些列上每行的元素的和，把这些和乘起来，添上适当的符号，并对所有的选择将结果相 
加。 被加数的个数等于大小为《的集合的子集的个数，从而等于 2 ”。 

将式 (6-30) 应用到与 4 X 4 矩阵 （6-27) 相关联的 （6-26) 中的棋盘上，经过冗长的 
计算，得到把4个非攻击型车放到棋盘 (6-26) 上的方法数等于6。在这种情况下，由于 
n = 4是个小数，因此直接得到 n = 6 是比较容易的，但是问题不在于此。问题在于我们得到 
一种只依赖于简单算术计算的计数方法。 □ 

在下一个例子中，我们将利用偏序集的直积结构（见第4章的练习38)。现在来复习 
它。令 U ，（） 和（¥"，< 2 )为两个偏序集。在集 

xx Y-{(x,3/) ： xex,3/ey} 


上定义关系 <，有 

(x, y) < {x , y) 当且仅当 xSp / 且: y'< 2 y 

很容易直接验证 (XX Y , <) 是一个偏序集，叫做（ X ， （） 和 （ Y ， < 2 )的直积 （direct 
product ) 。可以把这个直积结构推广到任意个数的偏序集。 

下一个定理指出直积的莫比乌斯函数如何从它的各个分量的偏序集的莫比乌斯函数 
确定。 •' 

定理 6.6.3 令（ X ，和 （ Y ， < 2 )为两个有限偏序集，它们的莫比乌斯函数分 
别为/^和/^2 。令户为（ X ，和 （ y ，< 2 ) 的直积的莫比乌斯函数。则 

,{x f ,y)) = (x{x yx ') fi(y,y) {{x ,y) ,{x ,y)^：XX Y ) (6-32) 

证明：如果（ X ， ： y ) ^ (y, y), 那么 "（（ x ， ： y ) ，（: */ ， /)) = 0，或者 
或者 〆 < 3 /，这意味着或者 & U ，/) =0 或者 ( 3 /， 3O =0。因此，式 （6-32) 在 
这种情形下成立。 

现在假设30 < (> /) 成立。下面通过对偏序中介于（ X ， 3 »)和（ 〆 ， /) 
之间的序偶 （ M ， W 的个数使用归纳法，证明式 (6-32) 成立。我们有 xgp ' 和 y < 2 /， 
如果（: c , 3 ；) =( 〆 ，/)，那么 x = 〆 且 : y = y ，式 （6-32) 两边的值都等于1。假设 
(x, y) # (x, y), 由归 纳法： 

,{x ,y)) = - 2 [x((u,v) ,{x ,y)) 

. K« ， v):(x ， _yX(M ， v) 〈(: 

=- 2 " i ( 以，工 。" 2 ( 汐 ，: y ’） 

i(a ， w):(D.X(“ ， u)<(o:',y)| 

(根据归纳法） 
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- X / y .\{ u , x ) 
y i J y Iv'y 

+ /ui(x,x / )/u 2 (y,y / ) 

( 0 )( 0 ) + 



/ j .2^ v , y ) 


因此，根据归纳法定理成立。 


可以如下表达定理 6.6.3: 两个偏序集的直积的莫比乌斯函数是它们的莫比乌斯函数的 
乘积。更一般地，有限个有限偏序集直积的莫比乌斯函数是它们的莫比乌斯函数的乘积。 

例 令 n 为正整数，并令 X „= U ， 2,…， W 。 现在考虑偏序集 D „= (_ X „, |)，其 
中偏序由可除性 给出： aU 当且仅当 a 是6的因子。为了简明起见，这里使用整除符号“ I ” 
而不使用偏序的一般符号“<”。我们的目标是计算该偏序集的 " （1， n )， 由此可以通过 
若 a 丨6则 " （a , 6) = " (1 ， b / a ) 来计算 X „ 中任意整数 a 和6的// (a ， 6 ) (见练习）。 
整数 n 可唯一地分解成一些素数，于是 

其中户1，九，…， A 是互异的素数而《1 ，…，％为正整数 ㊀ 。 由于// (1 ， 《) 由 C-- 

/ u ( l , n ) = - 2-1 

I m^l : m 丨 7i ， mj^n] 

归纳地给出，因此只需要考虑（ X 〗， I )，其中 X :是义„的所有满足 a U 的正整数6组成 
的子集。令 r 和 s 为; C 中的整数，有 

r = …邊和 s = p \' p 7 士… . p\t 

其中0<角， y 2 < a f ( i - l , 2, •••, k) Q a 此时 ， rU 当且仅当译 ( z = l , 2, •••, k ) 0 

于是，偏序集（ X :，丨）正是大小分别为4 + 1, a 2 + l , 办+ 1的々个线性序的直积。 
由定理 6.6.3 得到 

k _ 

fx(i,n) = n〆 1 ， 〆 ，） 

/= 1 

从线性序的莫比乌斯函数的求值可以看到 

' 1，若内=0 
[x{l,p a ii)^< -1 ，若化 =1 

. 0, 若❼ 2 


[1 ， 若 71 =1 

^{ l , n )= U - l ) k Mn 是互异素数的乘积 
[0,其他情形 


(6-33) 

□ 


下一个定理给出经典的莫比乌斯反演公式。 


㊀ 若不计这些素数写出的顺序，则分解是唯一的。 

㊁ 为了》"和5的分解式中有相同的素数，允许某些指数是0。 
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定理 6.6.4 令 F 为定义在正整数集上的实值函数。由 

Gin ) = TjF ( k ) 

k..k\n 

定义在正整数集上的实值函数 G 。 则对于每一个正整数《，有 


F { n ) = y ^ t ju ( n / k ) G ( k ) 

k-k\n 


其中写 " （1， n / k ) 为卜 ( n / k )。 

证明：对于任意固定的 n， 由于 G (n) 的定义只依赖于 F 在集 X„ = 
上的值，因此我们把注意力放在偏序集 （足， |)上。根据定理6.6.1，有 

F ( n ) = ^ / u(k , n ) G ( k ) = 2 M ( l , n / k ) G ( k ) 
在下面两个例子中，应用定理 6.6.4 求解两个计数问题。 


{1，2， •••, n i 


□ 


例 在这个例子算欧 拉函数 6的值，该函数对于正整数 n 由0 ( n ) =| s „| 定义， 

其中 

S n =\ k '- l ^ k < n , GCB ( k , n ) = l \ 

于是， Hn ) 等于不超过 n 且与 n 互素的正整数的个数。例如，0 (1) =1,而 

^(9)=|{1,2,4,5,7,8}|=6 
和 0(13) =1 (0 在素数上的值总是1)。令 

式 ： GCD ( k , n ) = d \ (d 是 n 的正因子） 

此时， S n - S !, o 由于使 GCD U ， n ) 的任意整数 6 都有 A =办'的形式，因此又有 

丨交 |=0 ( n / d ), 其中且 GCD U '， n / d ) = lo 我们取莫比乌斯反演中的函 
数 F 为欧拉函数6并定义 


G ( n ) = 2 

\d'd\n] 

由于 0( d ) 等于满足 GCD U ， n ) =3的1和 n 之间的整数々的个数，还由于对于每个这 
样的 I GCD ( k , n ) 对满足 dU 的某个整数 d 成立，因此得到 G U ) = n 。 于是有 

n = 

\d ： d\n\ 

反解这个方程，可以得到 

0( n ) = 2 [ x { n / d)d = fi ( d ) n/d (6-34) 

\d-d\n\ \d-d\n\ 

此时， " U ) 非 o 当且仅当 d = i 或 d 是互异素数的 乘积； 对于后者， " U ) = (-1)、 
其中 r 是 d 中互异素数的个数。令这些互异素数除以 n % p u P 2, …， P r 。 这时，式 （6- 
34) 意味着 0. ( n ) 等于 


n — 




— ^―+ + 

、PiPl PlPo 




+ … + 
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(-l) r ——-—— （ —l) r ——-—— 

PlPl-pr Plp2-Pr 

而这正是乘积展开式 

因此，有 

这里，乘积是对所有整除〃的互异素数 a 进行的。 □ 

我们通过经典的莫比乌斯反演的应用来结束本小节。 

例计算 々个不 同符号化， a 2 ，…，办的循环 n - 排列的个数，其中，每一个符号都可 
以使用任意的次数，或等价地，即多重集 \ n - a u n - a 2 , n - a k \ 循环 n - 排列的个数。 
我们定义这样一个循环排列的周期为每次移动一个位置而使得循环字不变的顺时针循环移位 
的最小正次数例如， 

a-i 

Cl 2 a 2 

的周期是2,因为 

^2 CL\ 

a 2 a 2 -^ai ai~^a 2 a 2 

ai a 2 a \ 

循环排列 

ai 0. 

a 2 a t \ ' 

^ ( 

的周期为 4, 因为顺时针旋转一整圈 （4 次移位）才能出现原来的样子。循环排列的周期 d 

满足1<^<«和3|«，因为周期 d 意味着特定的排列样式被重复 rz / d 次。可以把一个循环 

排列看成是线性的符号串，其中第1个符号被认为是跟在最后的符号之后。于是， a l5 a 2 , 

a 1? 对应刚刚考虑过的第1个循环排列。移位一次，得到串 a 2 , a 2 , a 1; 再移位一 

次，又返回到 a ! ， a 2 ， a 1; a2 。 串 

ai ， a 2,《3 ， ai ，《2 ， a 〕 

X 才应周期为 3 的循环 6 -排列。移位3次得到 


又回到第1次时的原始串。一般说来，周期为 d 的循环 n - 排列以这种形式恰好对应 d 个不 
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同的线性串，每个线性串都有周期 d 。 

令 AU ) 是可能使用符号 ai ， a 2 ，…，办的循环 w - 字的个数 e 。 对于正整数爪，令 
/ ( m ) 等于长为 m 可能用到符号 ai ， a 2 ，…，办的串的个数。由于每个串有一个周期1 
其中 d \ n , 因此有 


h { n ) = 2 (6-35) 

\d-d\n\ 

因此，如果我们能够计算每个可能的周期为 d 的长为”的串的个数，那么就能够计算 AU )。 
令 

g(m) = 2 f ( e ) (6-36) 

\e'-e\m\ 

此时 ， g ( m ) 是长为 m 的串的总数，从而 g ( m ) = k m 。 根据经典的莫比乌斯反演，即 
定理6.6.4,我们得到 


f ( m ) = X / fJ -{ m / e ) g { e ) = 2 p .{ m / e ) k e 

\e'e\m\ \e ： elm\ 


(6-37) 


在式 (6-35) 中使用式 (6-37) 得到 


h ( n ) ^ X ) fid ) 

\d'^d\ n\ 


S 士 S p .{ d / e ) k e 


\d'^d\ n\ ^ \e'e\d\ 




\ k e 


\e-e\n\ ' \ m ： tn\ n/e\ 

(由于 e 丨且 d I 77 ,于是有 j = me ， 其中 me I 从而 m I ? i / e ) 


2 ( 2 ~ 7 / J .(( ii / e )/ r )\ k e 

\e"-e\n\ ' \r：r \ n/ej / 

-17 


\e'-e\n\ 


= 士 2 ^(n/e)k e 

\ e - e \ ii ] 

因此，从一个大小为 A 的字母表能够得出的循环 n - 字的个数等于 


— 2 0( w / e)F 

’I ie ： eln[ 

6.7 练习题 

¥ 出从 1 到 10 000 不能被4, 5或6整除的整数个数。 

求出从1到10 000不能被4, 6, 7或10整除的整数个数。 

3/求出从1到10 000既不是完全平方数也不是完全立方数的整数个数。 


□ 


© /!(«)依赖于1但这在记号中没有反映出来。 
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4. 确定多重集 


的12-组合的个数。 
确定多重集 


S = 14. a , 3.6, 4- c , 5 -dl 


S = { 00 * a , 4- b , 5* c , 1 • d \ 

的 10- 组合的个数。 

6 .面包店出售巧克力的、肉桂的和素的炸面饼圈，并在一特定时刻有6个巧克力、6个肉桂 
和3个素炸面饼圈。如果一个盒子装12个面饼圈，那么可能有多少种不同的盒装面饼圈 

等合？ 

在非负整数心， x 2 , 而和 x 4 不超过8 时方程 + A + + 

8 .确定在正整数心， ： r 2 , : c 3 和 x 4 不超过8时方程 XI + *3：2 + 工3 + ^ 二 14的整数解的个数。 

9. 确定方程 

X1 + X2 + X3 + ^C4 = 20 


0^ j ：2^7, 4<_2：3<8，2<工4<6 

的整数解的个数。 , 

10. 令 S 是重数分别为〜，《 2 ，…， 叫的& 个不同物体的多重集 。令； •是使得至少存在 S 
的一个 r - 组合的正整数。证明，在应用容斥原理确定 S 的组合数时有 AinAsfl … n 

A 办 = 0 1 。 

11. 确定 U ， 2，…，8|的没有偶数在它的自然位置上的排列数。 

12. 确定 U ， 2,…8|的恰有四个整数在它们的自然位置上的排列数》 

13. 确定 U ， 2，…，91的至少有一个奇数在它的自然位置上的排列 

14. 确定集合|1，2， …， n 丨的恰有 々个 整数在它们的自然位置上的排列数的一般公式。 
@.在一次聚会上，7位绅士检查他们的帽子。有多少种方法使得这些帽子返还时满足 

丨）没有绅士收到他自己的帽子？ 

ii ) 至少一位绅士收到他自己的帽子？ 

iii ) 至少两位绅士收到他们自己的帽子？ 

16. 用组合学推理推导恒等式 


)A, - 1 


+…+ 


(这里 D g 定义为 1) 

17. 确定多重集 


S = |3_ a ，4.6， 2* c ! 

的排列数，其中，对每种类型的字母，同类型的那些字母不能连续出现。 iabbbbcaca 長 
不允许的，但 abbbacacb 可以。） 

18. 验证阶乘公式 
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n ! = (n -1) ( { n ~2)\ + { n ~ l )\) ( n =2，3, 4，…） 

19- 利用定理 6.3.1 给出的错位排列数的计算公式提供关系式 

D n = (n - 1) ( D n - 2 + D ,,-^ ( n =3, 4, 5, •••) 

的证明。 

20 . 从公式 = — (-1)” （ n =2, 3, 4,…）出发，给出定理 6.3.1 的证明。 

21 . 证明是偶数当且仅当 n 是奇数。 

22 . 证明， 6.5 节的数0„可以改写成形式 


Qn = 1 )! 


1! 


2 ! 


_2 __ n ~3 

TT 


+ 


(-i)r 1 

(n - 1 ) ! 


23. (继续练习题 22) 验证恒等式 


1) 


k n-k 
k \ 


D ^+ (_1)々 


-1_ 


(卜 1)! 


并用它证明 Q „ = jD „ + Dd (n =2, 3, …）。 


把六个非攻击型车放到具有如下所述禁止位置的6行6列棋盘上的方法数是多少？ 
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25. 计算 U ， 2, 3, 4, 5, 61的排列… WWe 的个数。其中 以 1, 5; i 3 #2, 3, 5； j 

z '4^4 以及 f 6 ^5， 6。 

26 . 计算丨1，2, 3, 4, 5, 6| 的排列…的个数。其中 n^h 2, 3； f 2 关1;; 
/ 3 #1； i 5 #5, 6以及 £ 6 尹5，6。 

旋转木马有8个座位，每个座位都代表一种不同的动物。八个女孩脸朝前（每个女孩看 
到另外一个女孩的后背）围坐在旋转木马上。她们可以有多少种方法改变座位，使得每 : 
个女孩前面的女孩都与原先的不同？如果所有的座位都是一样的，那么该问题又如何变 1： 
化？ | 

28. 旋转木马有8个座位，每个座位都代表一种不同的动物。八个男孩脸朝里围坐在旋转木丨 

马上，使得每一个男孩都面对另一个男孩（每个男孩看另一个男孩的前面）。能够有多 | 
少种方法改变座位使得每人面对的男孩都不同？ I 

29. 多重集 13. a ,4.6,2. c , 1.4 存在多少循环 （ circular ) 排列，对每种类型字母，该类型的| 
所有字母不连续出现？ 

30. 多重集 12. a , 3.6，4. c ，5. W 存在多少循环 （ circular ) 排列，对每种类型字母，该类型的丨 
所有字母不连续出现？ 

31. 令》为正整数并令九，夕2，…，九为整除 H 的所有互异的素数。考虑由 

(/ >( n )=\ GCDU,^}=lil 

定义的欧拉函数0。利用容斥原理证明 _ 

Hn ) = . 

*32 .令》和6为正整数，。令 a ( n , O 为将 々个非 攻击型车放到 n X „棋盘上的摆！ 
放方法数，其中棋盘上的位置 （1, 1)， （2, 2)，…，（《，和（1，2)， （2， I 

3), …， (« — 1, n ) , (n , 1) 是禁放位置。例如，如果 n =6， 则棋盘为 


■ 





■ 

■ 

■ 

■ 

■ 


■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 



_ 

■ 


■ 





X 

X 

X 





X 


证明 


Xn , k ) 



注意 ， a ( n ， O 是从排成一圈的2” 个孩子中选择 々个孩 子并使得没有两个相邻的孩 


子都被选中的方法数。 

33.证明卷积满足结 合律： /* ( g ^ h ) = ( f ^ g ) * h a 
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34.考虑线性有序集1<2 〈… 〈”。令 F : |1，2,… ，”丨—吸 是一个函数并令 G : U ， 2,…, 
n\ —3? 由 


G{m) = S^,F(k) 

Xr=l 

定义。应用莫比乌斯反演用 G 表示 F 。 

35- 考虑如下带有禁放位置的棋盘： 



X 

X 


X 







X 

_ 

X 




应用式 (6-31) 计算将 4 个非攻击型车放到这张棋盘上方法数。 

36. 考虑集11，2, 3} 的子集由包含定义偏序的偏序集\> ( X 3 ), S ), 令: f (V ( X )} 
中的函数/由 

1 ,若 A = B 

r , A 2,若 AC_B 且 |_6卜 L 4! =1 

- )1，若 ACZB 且…卜 iAi =2 

、—1,若 ACIB 且丨 B | - U ! =3 

定义。求/关于卷积的逆。 

37. 回忆 U , 2,…，《丨的所有划分的偏序集11„，其中的偏序为如细 （ refinement ) (見第 
4章的练习47)。确定 n 3 和 n 4 的莫比乌斯函数。 

38. 令 n 为正整数并考虑偏序集（ X ,,， | )。令《和6是中的正整数，其中 a I /)。 M 明 
fj. (a , b) — fi (1 , b / a) 0 

39 . 考虑々个互异元素的多重集乂= 1 «i*ai ， n 2 'a 2 , n k ■ a k \ , 其中 n ! ， 《 2 ，…， 〜 
是正的重数。我们引入 X 的子多重集上的偏序，其对应的关系 如下： 如果 A = \pr 

, Pi m a 2, "•» Pk ' a k \ 且丑 = I gj • a 1 , <?2. a 2 ， …， Qk ' a k * 是 X 的子多重集，那么 
当 i = l ， 2,…，6时有八<5。证明这种关系定义了 X 上的一种偏序，然后 
计算它的莫比乌斯函数。 






许多组合学计数问题依赖于一个整数参数这个参数"常常表示问题中某个基本集 
或多重集的大小、组合的大小、排列中的位置数等等。因此，一个计数问题常常不是一个单 
独的问题而是一系列的单独问题。例如，令/2„表示 II , 2,…，》丨的排列数。我们知道， 
h n = n \, 于是得到一个数列 

h 0 , h x , h 2 , …， K ， … 

对于这个数列来说，一般项心等于 n !。 通过选择 n 为一个特定的整数可以得到这个问题的 
一个实例。如果取那么正如确定|1，2, 3, 4, 5丨的排列数问题的答案那样，得到 
h 5 = 51 。 

另一个例子， 令仏表 示方程 

工 i +工2 +工3 十 工4 二 n 

的非负整数解的个数。从第3章我们知道，序列 

gO ， 旦 1 ，尽 2 ， … ， gn, ••- 


的一般项满足 


+ 3 


gn 


n 


在这一章里，我们讨论涉及一个整数参数的某些计数问题的代数求解方法。我们的方法 
或者导致一个显式公式，或者归为一个函数，即生成_数，它的幂级数的系数给出计数问题 
的解。 \ 


7.1 




些数列 


令 


ho , hi , h 2 , •••， h n 


(7-1) 


表示一个数列。叫做序列的一般项或生成项。两个熟悉类型的序列为 
算术序列，其中的每一项比前一项大一个常数 
和 . 

几何序列，其中的每一项是前一项的常数 g 倍。 

在这两个例子中，一旦初始项 h 和常数 g 指定，序列也就唯一确 定了： 
(算术序列） 

h 0 , h 0 + q , h 0 + 2 q , •••， h 0 +? iq , … 


(7-2) 




(几何序列) 
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qho , q 2 h 0 , • 

••， q n ho , ■•- 

(7-3) 

在箅术序列的情况，有规则 

K = 

h n -i + q 

( n > l ) 

(7-4) 

而一般项为 

h„ z 

在几何序列的情况，有规则 

= /2 o + nq 



h tt 

= qh n -i 

( n ^ l ) 

(7-5) 

而一般项为 

h , 

例 （算术序列） 

= h〆 

U >0) 


1 ) A 0 ^ 1 ? q = 2 1 1, 3, 5, 

…， l +2 n ， 

•• 



这是一个正的奇整数序列。 
ii ) h 0 -4, g = 0: 4，4，4，…，4，… 


这是每一项都等于 4 的常数列。 

iii ) /io = 0, q = l: 0, 1, 2, , n , ••- 

这是非负整数序列（计数用的数)。 □ 

例（几何序列） 

i ) /2 o = l » q= z 2 ： 1, 2, 2 2 , •••, 2", ••- 

这是2的非负整数幂的序列。它的组合学重要性在于，它是求元素集的组合数 
的计数问题的序列。也是为了确定基为2的数的表示问题所用到的序列。 

ii ) A 0 = 5， g -3： 5, 3 X 5, 3 2 x 5, …， 3 H x 5， … 

这是一个计数问题的序列，该问题是求由给定重数分别被4, 2, 2,…，2 U 个 
2 ) 的 n + 1个不同物体组成的多重集的子多重集的个数。 口 

序列 （7-1) 的部分和是和 

Sq — ho 
si = hQ + hi 

s 2 = h 0 + hi + h 2 

n 

s } , = h 0 + hi + h 2 + + h n = 


部分和形成一个新的序列 5 0 , Sl , s 2 , …， 〜，•••， 其一般项为 S „。 
算术序列的部分和为 

071 (n + l) 


s,,^ 2 Uio + kq) = (?2 + 1 ) h c 


k = 0 


2 
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h n ~h n -.i + 2 (n - 1) (n^2) 

- - - —-— --- -— ~ ■. ~ . ——^ 

可以用递推关系 （7-6) 得到心的关于参数《的公式。通过迭代（7-6) @ 得到 

h n = h n -i + 2(n — 1) 

= A W —2 + 2(” — 2)+2(n — 1) 

=/i w _3 + 2( ?z —3) + 2( ?z — 2) + 2( n —1) 

h n = : /zi + 2(1)+2(2) + .h+ 2(/2 —2) + 2( n — 1) 

由于 7^ = 2 且 l+2+-" + (w — l) = n(w — 1)/2, 得到 


几何序列的部分和为 


E 


(㈣) 

,(« + !) h 0 (<? = 1) 


无论算术序列还是几何序列，得到下一项的规则 （7-4) 和 （7-5) 都是递推关系的简单 
例子。在第6章错位排列数的研究中，已经得到的两个递推关系。在式 （7-4) 和式 (7-5) 
中，序列的第《项/2 „由第 ( n -1) 项心- i 和常数 g 得到。我们把递推关系的一般定义推迟 
到下一节进行。下面我们给出一个递推关系的例子，它来自一个几何计数 问题。 

例确定平面一般位置上的 n 个互相交叠的圆所 /~ 

形成的区域数。所谓互相交叠是指每两个圆相交在不 / f \ 

同的两个点上（因此，不相交或相切的圆是不允许 ( I j 

的)。一般位置指的是不存在有一个公共点的三个圆 ㊀ 。 V / \ J /\ ) 

我们有 心=1 ( —个区域即整个平面），心=2 I 
(圆内区域和圆外区域），六 2 = 4以及/1 3 = 8。现在试 \ V / 

想心=16。然而，图 7-1 却迅速揭示了 &二14的情 j ^ L^y 

形 0 

我们得到递推关系如下。设02及 n - 1个— 07-1 

般位置上互相交叠的圆已经在平面上画出，它们形成 心 - i 个区域。现在放进第《个圆，使 
得一般位置上存在72个互相交叠的圆。前 n - 1个圆的每一个都_第〃个圆相交于两点，而 
由于这些圆是在一般位置上，所以得到2 ( n -1) 个不同的点>!， P 2 ，…， 尸2(«-1)。这 
2 1) 个点把 n 个圆分成2 U -1) 条弧： i ^ P 2 间的弧， _ P 2 P 3 间的弧，尸‘-心丄和 

间以及 P2U - 1 ) 和 Pi 间的弧。这2 ( n -1) 条弧中的每一条都把前 n - 1个圆形成的 
区域一分为二，形成了 2 ( n -1) 个区域。因此，心满足递推关系 


h n 二2十2 — ^ ~ ^ n 2 - 72+2 (? i ^2) 

㊀ 这些圆不必是“圆的”。闭凸曲线就足够了。 

㊁ 反复不断地应用式（7-6)。 
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这个公式虽然对于?7 =0不成立（因为 Ao = l )， 但是对于？2 =1还是有效的（因为^=2)。 

□ 

本节其余部分涉及所谓的 斐波那契序列 的计数序列。比萨的 Leonardo ® 在1202年出版 
的书 Liber Abaci ® 里， 提出一个在一年内由一对兔子生出多少对兔子的问题。 

Leonardo [Fibonacci] 提出的这个问题如下。 

在一年之初把性别相反的一对新生兔子放进围栏。从第二个月开始，母兔每月 

生出一对性别相反的小兔。每对新生兔也从它们第二个月大开始每月生出一对新 

兔。求一年后围栏内兔子的对数。 

开始一对兔子在第一个月期间成熟，因此在第二个月的开始围栏中还是只有一对兔子。在 
第二个月期间，原先的一对兔子生下一对小#，于是，在第三个月的开始有两对兔子。在第三 
个月期间新生的一对兔子正在成熟，只有原^的一对兔子生小兔。因此，在第四个月的开始, 
围栏内将有2+1 = 3对兔子。一般地，令/„表示在第 n 月开始（等价地，在第 n - 1月的末 
尾）时围栏内的兔子对数。我们已经算出 / fl ， / 2 -1, / 3 = 2和/ 4 = 3,现在要求出/ 13 。 

我们推导关于/„的一个递推关系，然后从这个关系计算出/ 13 。在第 n 月开始，围栏 
内的兔子可以分成两 部分： 在第 n -1 月开始已有的那些兔子和第 n -1 月期间出生的那些 
兔子。由于一个月的成熟过程，在第个月期间出生的小兔的对数为在第 w -2 个月开 
始时存在的兔子对数。这样，在第 n 个月开始就有/ + 对兔子，于是得到递推关系 

fn ~ fn~l + fn~2 («^ 3 ) 

利用这个关系和已经算出的/!，/ 2 , / 3 和/ 4 的值，得出 

fs =U + h =3 + 2 =5 
h =/ 5 + /4 =5 + 3 =8 
fi =fe + f 5 =8 + 5 =13 
/8 = /7 + /6 —13 + 8 = 21 
h = ,8 + /7 =21 + 13 = 34 
/io ~ / 9 + / s = 34 + 21 = 55 
fn =/io + /9 = 55 + 34-89 
/12 = /u + /io = 89 + 55 = 144 
/is =/ i2 + /n = 144 + 89 = 233 

因此，一年以后围栏内有 233 对兔子。定义/ 0 = 0,于是/ 2 = 1 = 1 + 0 = /! 十 / o 。 满足递推 
关系和初始条件 


fn^ fn~l + fn-2 («> 2 ) 

/o = 0, /i = l (7-7) 


0 Leonardo , 更为人们熟知的名字是斐波那契 （ Fibonacci , 意思是 Bonacci 之子），对于我们在西欧当前的计数系统 
的引进负有主要的责任。 

㊁ 字面上的意思是关于算盘的一本书。 
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的数列 / o , / i ， / 2 , / 3 ,…叫做斐 波那契 序列，序列的项叫做斐波 那契数 ，式 （7-7) 中的 
递推关系叫做斐 波那契递归。 由计算可知，斐波那契序列的前几项是 

0 ， 1， 1， 2, 3, 5, 8， 13, 21， 34， 55, 89， 144, 233，… 

斐波那契序列有许多重要的性质。在下面两个例子中我们给出两个性质。 

倒斐波那契序列的项的部分和为 

S n = /o + /l + /2 + …+ /« 

= / n +2- 1 (7-8) 

通过对》用归纳法证明公式（7-8)。对于 n =0, 公式 （7-8) 化为 /o = / 2 - l ， 由于 
0=1-1，公式 (7-8) 当然成立。 

现在令假设公式 (7-8) 对打 成立，证明用 《 + 1 代替 ”时， 公式 (7-8) 也成立： 

fo + fl + f 2 + + fn + l 

=(/o + /l + /2 + … + /») + /« + l 

= (/ n + 2- 1)+/« + 1(根据归纳法） 

~/»+2 + /« + l _ 1 

= /„ + 3 -l (根据斐波那契递归） 

因此，由归纳法，公式 （7-8) 成立。 □ 

例斐波那契数是偶数当且仅当 n 能被3整除。 

这当然与斐波那契数 / o , A ，/ 2 的值一致，一般地，如果有 

偶，奇，奇 

则由斐波那契递归，接下来的三个数是 
. 奇+奇=偶 

奇+偶=奇 
和 

偶+奇=奇 □ 

斐波那契数的另外几个性质在练习里给出。 

现在的目标是得到斐波那契数的公式，并为此叙3$求解递推关系的技巧，这些技巧将在 
下一节进行更深人的讨论0 V 

考虑在形式 

fn - f n - i ~ fn -2 = 0 ( n >2) (7-9) 

下斐波那契递推关系，先忽略 Zo 和 / l 的初始值。解决这个递推关系的一种方法是寻找形式 
为 

fn = q n 

的一个解，其中 g 是一个非零数。因此，在第一项等于 g Q = l 的几何序列中寻找一个解。 
我们观察到，/满足斐波那契递推关系当且仅当 
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或等价地 


q n ~ q n 


q " 


q n ~ 2 {q 2 - q~\) = Q ( ?z = 2,3,4, •••) 

由于假设 g 异于零，我们'断言， A = f 是斐波那契递推关系的解当且仅当1 = 0, 
或等价地，当且 仅当』 是二 次方程_ 

X 2 ~ x - \—Q 

的根。应用二次求根公式，我们发现这个方程的根为 

， ---•*■ - ■ . — ■― ^ 

1+/5 _ 1-75 


/厂(赞和 

一 ， -- —■ ^ ------- - 

两者都是斐波那契递推关系的解。由于斐波那_递推关系是线性的和齐次的，通过直接计算 

得到 ' 


fn = C 1 





(7-10) 


对于任意选择的常数 Cl * C2 , 上式也是递推关系 （7-9) 的解。 

斐波那契序列有初始值我们能在公式 (7-10) 中选择0 和^ 2 使得达 
到初始值吗？如果能，那么公式 （7-10) 将给出斐波那契数的公式。为了满足这些初始值， 
必须有 


(» =0) ci + c 2 = 0 

(，卜 1) Cl ^Lh/I ] j + C2 ^LrJIJ = 1 

这是未知数 Cl 和 C2 的两个线性方程的 

— 1 __ _ 1 
c 「7 s C2 —万 

将其代到公式 （7-10) 中，得到下列公式。 

定理 7.1.1 斐波那契数满足公式 

(n>0) ( 7 - lr ) 

虽然斐波那契数都是整数，可是对这些整数的显式公式却包含无理数当用斐波那 
契定理展开式 （7-11) 中的”次幂的时候，所有这些又都奇迹般地消失了。 

无论什么初始值 A == a 和八= 6,常数 Cl 和 q 都能被确定以使得这些初始值成立，在 
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这种意义下，公式 (7-10) 的解是斐波那契递推关系 （7-9) 的一般解。之所以如此，是因 
为线性方程组 

C 1 +〔2 = J 
卜 2 (¥)以 


的系数矩阵是可逆的，它的行列式 


' 1 

■ 1 +乃 
- 2 


1-75 
2 - 


异于零。因此，无论 a 和6的值是什么，线性方程组都能够对0和~唯一解出。 

例令卽，幻，幻，…， A ， …是满足下面给出的斐波那契递推关系和初始条件 


§?1 _ Sn — 1 Sn~2 


名 0 = 2 ， g r 


的数列。要确定满足下列条件的 Q 和 C 2 


Cl + cV^2 

轉 h 


解这个方程组，得到 


75-2 


75+2 


因此，对于 g „， 公式为 


V5 -2 /1 +/5 


/5 + 2/1-/5 
/5 ' 2 


斐波那契数也出现在其他的组合学问题中。 □ 

例确定2 棋盘用多米诺牌完美覆盖的方法数 / i „ (见第1章的有关定义)。 

我们定义 / i Q = l e 。 我们还算得 /ii = l ， 办 2 = 2和 A 3 = 3 0 令 n >2。 我们将2 x „ 棋盘划 
分成两部分 A 和 B 。 我们将有一块竖直多米诺牌覆盖棋盘左上角方格的那些完美覆盖放在 
A 中。将其余完美覆盖放在 B 中，即有一块水平多米诺牌覆盖棋盘左上角方格，另一块水 
平多米诺牌覆盖棋盘左下角方格的那些完美覆盖，在 A 中的完美覆盖与 2 X („-1) 棋盘的 
完美覆盖一样多。因此， A 中的完美覆盖数为 

IA | = h n -\ 


© 2行0列棋盘是空的并且恰有一个完美覆盖，即空覆盖。 
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B 中的完美覆盖与 2 XU -2) 棋盘的完美覆盖一样多，因此， B 中的完美覆盖数为 


于是，我们断言 


I B | = h n _2 

h n = IA I + I B 1 — h n -\ + h n ~2 (n^2) 


由于 hifl (斐波那契数/!和/ 2 的值）和 (n>2 ) (斐波那契递推关 
系），我们得出结论 ，/! 0,心，/^，…， A „， …是删除 / o 的斐波那契序列八，/ 2 ，…， 
/«，… □ 


例 确定用单牌和多米诺牌对 1 X „棋盘完美覆盖的方法数。 

取一个用多米诺牌对 2 X „ 棋盘的完美覆盖并只看它的第一行，就会看到用单牌和多米 
诺牌对1 X n 棋盘的完美覆盖。反之，每一个用单牌和多米诺牌对1 X „棋盘的完美覆盖可 
以被唯一地“扩展”成用多米诺牌对2 棋盘的完美覆盖。于是，用单牌和多米诺牌对 
lXn 棋盘的完美覆盖数等于用多米诺牌对 2X „ 棋盘的完美覆盖数。因此，知， 6^ 
b 2 , …， b„, …也是删除 / o 后的斐波那契序列。 □ 

在下一个定理中，证明斐波那契数是如何作为二项式系数的和出现的。 

定理 7.1.2 角形左 下到右上 _士就巍的 士哽式和是章 .丝 m 4 

精确地说，第72 

2 ) 十 2 _ 3 )—+(u) 

其中 A = L ¥」是的弱取整。 

证明： 定义 


gn ~ 




(n>0) 


其中 ， k = l -^ Jo 对于每个整数声>«, (^)-0, 因此，也可以写成 


Sn = 





或用求和记号 



为了证明定理，只要 证明& 满足斐波那契递推关系并有与斐波那契序列相同的初始值即 
可。我们有 


5*0 = 



^1 = 
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应用 Pascal 公式，对于每个 n ^2, 



这里我们用到事实 


n 

0 / 




0 

n — 1 



( n ^2) 


我们得到结 论：别，幻，幻 ，…，&，…是斐波那契序列，定理得证。 
7。2线性齐次递推关系 


□ 


令 


h 0 , hi ， h 2 , … ， h n ,… 


(7-12) 


是一个数列。如果存在量 A , a 2 ， …，办，办尹0和量(每一个量都可能依赖于 n )， 使 
得 

h n = aih „ — i _ + a2h n _ 2 + ••• + a k h n — k + bn ( n ^- k ) (7-13) 

则称该序列满足 6 阶线性递推关系。 

例错位排列数列 A ), A ， D 2 , …， D „， …满足两个递推关系 
D n : (n - 1 ) D„ - i + (n~ 1)D„_ 2 J ,^(^^2) 

+ ^ (n>l) 

第一•个递推关系的阶为2，且 ai = M - 1, = - 1和~ = 0。第二个递推关系的阶为1， 
且 q = ?2以及6尸 （ _ l ) n 。 □ 

例斐波那契序列 / o , / 2 ,…，人，…满足2阶递推关系 

fn~ fn-l + fn-2 (n^2) 


％ = 1和6„=0。 □ 

例阶乘序列 ho ， ，&2， •• •，心，…，其中心 = ” ！，满足1阶递推关系 

h n = nh n -1 (n ^1 ) 
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且4 = 6„=0。 □ 

例 几何序列 Ao , 心，/ 22 ,…，\，…，其中 = 满足1阶递推关系 

h „ = qh n -i ( n ^- l ) 

且 an 6„=0。 □ 

正如这些例子所指出的，式 （7-13) 中的量 ai ， a2 ，…， 々可 以是常数或依赖于 
同样，式 (7-13) 中 的量心 也可以是常数（可能为 0) 或依赖于 n 。 

如果是常数0，则线性递推关系 （7-13) 称为齐次的，如果 a 2 , …，％是常 
数，则称式 (7-13) 具有常 系数。 本节讨论求解常系数线性齐次递推关系，即形如 

K = + a 2 h n - 2 + …+ a ^ i n - k {? x ^ k ) (7-14) 

其中 ai ， < 22 ，…， 々是 常数且的递推关系的一种特殊方法®。所描述的方法成功与否 
依赖于能否找到与式 (7-14) 相关的某个多项式方程的根。 

递推关系 (7-14) 可以重写为形式 

h n - cHh - a 2 h „_ 2 - a k h n - k =Q ) (7-15) 

一旦所谓的初 始值即 / z Q ，/ 2l , A 2 ，…，心^的值能够给出，则满足递推关系 (7-15) (或更 
一般地，满足 (7-13)) 的数列 Ao ， Ai ，/2 2 , …，々„，…就被唯一确定。递推关系 （7-15) 从 n-k 
开始“解开”。首先，忽略初始值并在没有给出初始值的情况下寻找式 (7-15) 的解。通过考 
虑那些形成几何序列的解（并通过适当地修改它们）来找到“ 足够” 的解。 

例 ㊁ 在这个例子中，回忆求解常系数线性齐次微分方程的一种方法。考虑微分方程 

y - 5^' + 6^ = 0 (7-16) 

这里 y 是实变量 Z 的函数。我们在基本的指数函数 y 中寻找这个方程的解。令 g 是一 
个常数。由于/ =供@和于是3^ 是式 (7-16) 的解当且仅当 

q 2 e qx ~ 5 qe gx + 6 e gx = 0 

由于指数函数不可能为零，因此可以消去它，得到下列不依赖于: r 的方程： 

q 2 - 5 q + 6 = 0 

这个方程有两个根 ， y = 2和 g = 3。 因此， 

y = e 2 x My - 

都是 (7-16) 的解。由于微分方程是线性的和齐次的，因此 

y = c l e 2x + c 2 e 3 ^ (7-17) 

对于任意选定的常数 Cl 和 c 2 ® 也是公式 (7-16) 的一个解。现在我们引入公式 (7-16) 的初始条 


㊀ 假如是0,那么我们就从式 (7-14) 删除项得到更低阶的递推关系。 
㊁对于尚未学过微分方程的读者，可以略去这个例子。 _ 

㊂这可以通过计算/和/并代人到式 （7-16) 而得到验证。 
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件。这些条件就是当工=0时描述^的值以及它的一阶导数的值的条件，它们通过微分方程 
(7-16) 唯一确定设初始条件为 

3 ^( 0 ) = a y’ ⑹ = b ( 7 - 18 ) 

其中 a 和6是固定的待定的数。此时为使微分方程 (7-16) 的解 （7-17) 满足这些初始条件， 
必须有 


: y (0) = a 


Ci + <：2 ~ ^ 


y' (0) = b 2c{ + 3 c 2 — b 
该方程组对每一个选定的 a 和6都有唯一的解，即 

ci = 3a~ b c 2 -b-2a 


(7-19) 


因此，无论什么样的初始条件(7-18)，都可以用式 (7-19) 选取0和~，使得函数 (7-17) 是 
微分方程 (7-16) 的解。在这种意义下， （7-17) 是微分方程的一般解。带有初始条件的 （7- 
16) 的每一个解都可以对适当选择的常数 Cl 和 c 2 写成式 (7-17) 的形式。 □ 

线性齐次递推关系的求解，可按照离散函数所采用的与指数函数/^的作用类似的方 
式进行，其中，只对非负整数《(几何序列)有定义。 


定理 7 J .1 令 g 为一非零数。则= g ” 是常系数线性齐次递推关系 


o-iK-i- a 2 h n -2 




CLj } i n _ ^ = 0 ( Q-h -7^0 , n ) 


的解，当且仅当 g 是多项式方程 


x 


a\x 


— 1 . 


aix 


k _2 — 






(7-20) 


(7-21) 


的一个根。如果多项式方程有6个不同的根 gi ， g 2 , 

h n = dq\ + c 2 q n 2 + 


(7-22) 


…，办，则 

_ + ml 

V 

是下述意义下式 （7-20) 的一 般解： 无论给定 h Q ， h ，…, h — i 什么初始值，都存在常数 
Cl , c 2 , c k , 使得式 (7-22) 是满足递推关系 （7-20) 和初始条件的唯一的序列。 

证明： 我们有心 =< f 为式 （7-20) 的解，当且仅当 


q n ~ a iq n 


-1 




-2, 


am 


i — k . 




对所有的成立。由于假设 g 妾0,可以消去<?”4。于是，这些方程（对于等价 
于一个方程 


q k ~ 


ai 矿 


a 2 g . 


,k~2 . 


a k 


0 


我们得出 = 是式 （7-20) 的解，当且仅当 g 是多项式方程 (7-21) 的根。 

由于假 设以异 于零，故0不是式 （7-21) 的根。因此， (7-21) 有々个异于零的根 gi , 
qi … Oik 。 这些根可以是复数。一般来说，91，奶，…， <?* 不必是互异的（方程可以有重 
根），但是我们现在假设根仍，<?2,…，％是互异的。于是 
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- - - - ■ - --- --- ---- 

K = q\ . K = q ， i ， h n = q n k 

是公式 （7-20) 的々 个不同的解。递推关系 （7-20) 的线性和齐次性意味着对于任意选择 
的常数 c 2 , …， q 

K = + Ciq \ + …+ c k q n k (7-23) 

也是式 (7-20) 的解 e 。 现在证明式 (7-23) 在定理所述的意义下是式 (7-20) 的一騰。. 

设初始值 

h Q = b 0 h l ^b 1 ••- h k - l = b k - 1 

我们能够选择常数 c 2 , …， q ， 使得如在式 (7^) 中给出的满足这些初始条件吗? 
等价地说，无论&◦，心，…，、^如何选取我们都 fi 够解出下面的方程 （7-24) 吗？ 


(n 

=0) 

Ci + c 2 + ■■• + c k = bo 


(n 

=1) 

CIQ1 + C2Q2 + — + c k q k = bi 


(n 

= 2) 

+ … + c 说卜 6 2 

(7-24) 

(n 

= 是 -1) 

cigi -1 + c 2 9| _1 + … 



现在要依靠一点儿线性代数。这个方程组的系数矩阵是 

1 1 … 1 

Qi 92 … qk 

9 i Q 2 … <ll (7-25) 

• • • • 

• • • • 

/r 1 q k 2~ l … q k k~\ 

式 （7-25) 中的矩阵是一个重要的矩阵，叫做 范德蒙 ( Vandermonde ) 矩阵。 范德蒙矩阵为 
可逆矩阵，当且仅当 91 ，92,…，办互异。的确，它的行列式等于 

n (% - 9;) 

l < f < 

因此， 当 91 ，奶，…， ％ 互异时确实不为零©。对互异的假设意味着方程组 （7-24) 对于 
b 0 , b u h — i 的每种选择都有唯一的解。因此，式 (7-23) 是式 （7-20) 的一般解，定 

理证明完成。 □ 

多项式方程 (7-21) 叫做递推关系 （7-20) 的特征方程， 而它的々个根叫做特 征根。 
根据定理7.2.1，如果特征根互异，那么式 （7-22) 就是式 （7-20) 的一般解。 

例求解满足初始值 Ao = 1，= 2和 / i 2 = 0的递推关系 

K = 2h n -i + h„- 2 -2h n -2, (n^3) 

这个递推关系的特征方程为 


© 这可以通过直接代人来验证。 
㊁ 这个事实的证明是非平凡的。 
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•X 3 - 2x 2 — x + 2 = 0 

而它的3个根是1, -1, 2。根据定理7.2.1， 

/ i „ = Cl r + c 2 (- l) n + C 3 2 n = Cl + c 2 (~l) n + c 3 2 n 
是一般解。要让常数 Cl , c 2 , 和0满足 

(n =0) ci + C2 + C3 = 1 

(n = 1 ) ci — C 2 + 2c3 = 2 

0=2 ) C*1 + C 2 + 4c3 = 0 

这个方程组的唯一解为 Cl = 2, c 2 = ~ J , c 3 =- +。 因此， 

h n =2 -气 (- D n - j 2 n 

为给定递推关系的解。 □ 

例 只由三个字母 a ， 6, c 组成的长度为 n 的一些单词将在通信信道上传输，满足条 
件： 传输中不得有两个 a 连续出现在任一单词中。确定通信信道允许传输的单词个数。 

♦ h n 表示允许传输的长度为 n 的单词个数。我们 ,〜 = 1(空单 n >2。 
如果单词的第一个字母是6或 c ， 那么这个单词单词的第一 
个字母是〜那么第二个字母就是6和 c 。 如果这个字母是6,则该单词可以有 / i „ _ 2 种方法 
构成。如果这个字母是 c :， 则该单词也可以有心_ 2 种方法构成。于是 / z „ 满足递推关系 

h n = 2 h n ~i + 2 h n -2 ( n ^2) 1 / 

特征方程为 一 ' 7 

x 2 — 2x -2 = 0 

而特征方程的根为 

q ^~ \ -/3 c [2 = 1 - 

因此， 一 般解为 

/ Z „- c 1 ( l +^3 ) K + c 2 ( l -73 ) n (n>3) 

为确定我们求0和(： 2 ,使得初始值满足心=1和心= 3。这导致下述方程组 


它有解 


(n =0) ci + C 2 = l 

(n = 1) c^l +73) + c 2 (l ~/3) = 3 

2+ V 3 -2+-/3 

Cl —W C2_ 24~3 


因此 
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K = (1+V3)"+ (1-73)" (n>0) 

是所要求的解。 □ 

如果特征方程的根仍，奶，…，办不是互异的，那么 

一 K 卢 Cl9i + C292 + …+ (7-26) 

就不是递推关系的一般解。 

例 递推关系 

h „- Ah n - l ~ Ah n - 2 ( n ^2) 

有特征方程 

x 2 — 4 x + 4 = (x — 2) 2 = 0 

于是，2是二重特征根。在这种情况下，式 (7-26) 变成 

= Cl 2 n + c 2 2 n = ( Cl + c 2 )2 n = c2 n 

其中 £ = 4 + (： 2 是一个新常数。因此我们只有一个常数选择以满足两个初始条件，而这么做 
不是总能行得通的。例如，设初始值为 A Q = 1 和/^ = 3。为了满足这些初始值，有 

~~~ (n = 0 ) c = l 

(n =1) 2c = 3 

但是，这两个方程是矛盾的。因此， ~ = 不是所给定的递推关系的一般解。 口 

如果像前面的例子那样，某个特征根是重根，就要寻找与这个根相联系的另外的解法。 
这种情况类似于发生在微分方程中的情况。 

例 [本例针对那些学过微分方程的读者]求解 

y ~ + 4 ^ = 0 

我们有 y = # 是解，当且仅当 

q 2 e qx - 4qe qx + 4e gx = 0 . ■ r:-.. j, 

或等价地 

q 2 - 4q + 4 = 0 

该方程的根为2, 2 (2 是二重根），并直接导致唯一解 y = 但在这种情况下，^ - ^ 2x 

也是一 个解： 

y = 2xe 2x + e 2x 

y ，= = 4xe 2x + 2e 2x + 2e 2x — 4xe 2x + 4e 2x 
y - +43 ； = (Axe 2x + 4e 2x ) ~A(2xe 2x + e 2x ) + 4xe 2x = 0 

因此，和: y 二两者都是微分方程的解，从而 
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h = c l 9 n "^:2叫” + c 3 w 2 g " + …+ c〆 - 1 g n 

对常数 q ， &，•••， Cs 的每种选择也是一个解。 

特征方程有多个不同重数的重根的更一般的情况在下一个定理中讨论，我们只叙述而不 
证明。 

定理 7 . 2.2 令 qi ， q 2 , …， %为常系数线性齐次递推关系 

h n = a 2 h n — 2 + …+ a k h n — k , a k 9^0 (n^k) (7-29) 

的特征方程的互异的根。此时， 如果％ 是&重根，则该递推关 系对仏 ■的部分一般解为 

Hi 0 = c lQ ? + c 2 nq ^ + …+ c s n s r^ q n 

i 

=((：! + C 2 ^ + *•* + c 5 . 7 z^ _1 ) q 1 - 

i 

递推关系的一般解则是 

/z„ = Hi 1 ) + 试 2) + …+ (7-30) 

例 求递推关系 

h n = — h n ~i + 3h„-2 + 5/i„-3 + 2h n -4 (?z^4) 

满足初始值 A () = l ， h \—0, / l 2 = 1 和 = 2 的解。 

这个递推关系的特征方程为 


x 4 + x 3 — 3 x 2 — 5 x — 2 = 0 


它有根-1，-1，-1，2。于是，部分一般解对应于根 -1 的是 

H ( n 1} = Cl (~l) n + c 2 n (~l) n + c 3 n 2 ( - l) n 

而一般解对应于根 2 的部分是 



一般解为 

h n = H[P + H ( n 2) = c t (~l) n + c 2 n (-l) K + c 3 n 2 (-l) n + c 4 2 n 
我们需要确定 q ， c 2 , c 3 *c 4 , 使得初始条件 成立： 

(?Z ~ 0) C]_ + C4 = l 

( n = 1 ) — ci — C2 — C3 + 2c ^ — 0 

(~ 2) Cj_ + 2c2 + 4c3 + 4c4 = 1 

(n =3) - cj -3 c 2 - 9c 3 + 8c 4 = 2 



该方程组的唯一解是<^ = 1， c 2 = -音， c 3 = 0, c 4 = 吾 。 因此，解为 

〜 =吾( — l) n — 音 — l ) n +吾2” □ 

由于求多项式方程所有的根不容易，因此本节讨论的方法在实际应用中受到了限制。 
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7.3 非齐次递推关系 

由于非齐次递推关系依赖于关系中的非齐次项（公式 (7-13) 中的项），因而求解起 
来更困难，需要一些特殊的技巧。本节我们考虑常系数线性非齐次递推关系的几个例子。第 
一个例子是个著名的难题。 

例 （ Hanoi 塔问题）有三个针柱，在一个针柱上穿有大小递增的 n 个圆盘，其中最大 
的圆盘在底部。现在一次一个地将这些圆盘移到另一个针柱上，规定任意时刻都不允许将大 
圆盘放到小圆盘的上面。确定将圆盘从一个针柱转移到另一个针柱所必需的移动次数。 

令是转移 n 个圆盘所需要的移动次数。可以验证/1 0 = 0, = 1和 A 2 = 3。 我们能够 
找出&所满足的递推关系吗？为了把 n 个盘子转移到另外的针柱上，必须首先把顶上的 
n -1 个盘子转移到一个针柱上，把最大的盘子移到空的针柱上，然后再把那 n -1 个盘子转 
移到穿有最大盘子的针柱上。因此，心满足 


h n -2h n -i + 1 


( n > l ) 


(7-31) 


这是一个1阶常系数线性递推关系，但却不是齐次的，因为出现了 1这一项。为了求 岀心， 


迭代式 (7-31)： 


于 是数心 是几何序列 


的部分和，从而满足 


--2 h„-i + l 

= 2(2 h „ -2 + 1) + 1 — 2 2 h n -2 + 2+1 
--2 2 (2 h n - 3 + l ) + 2 + l = 2 3 h n - 3 + 2 2 + 2 + l 

= 2 n_1 (A 0 + l) +2 n_2 + … +2 2 + 2 + l 

: 之 ”- 丄十 … +2 2 + 2 + l 

1，2, 2 2 , …， 2\ … 


h n = 2 2 _^ = 2 n -1 ( n >0) 


(7-32) 


既然有心的一个公式，那么它就能够用数学归纳法和递推关系 (7-31) 很容易地被验证。 
下面就是如何进行验证的过程。由于 = 则式 (7-32) 对 n =0 成立。设式 （7-32) 对 
n 成立。证明用 n + 1代替 n 仍然 成立： 


h n + l = 2 h ?t + l = 2(2 n - l ) + l = 2 n + l -l 


式 (7-32) 得证 c 


如果只有两个针柱及 n > l 个盘子，那么不可能在小盘子从不在大盘子下面的条件下把 
这些盘子从一个针柱移到另一个针柱上。我们看到，使用三'个针柱时最小的移动次数为 
2” - 1。在 k >4 个针柱的情况下，确定将 n 个不同大小的盘子使小盘从不在大盘下面而从一 
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个针柱移动到另一个针柱所需的最小移动次数的问题尚未解决。 k ^ A 的情形有时候叫做 
Brahma 或 Reve 难题，该难题甚至在这种情况下也未解决 e 。 

下述事实使得我们在前面例子中的成功成为 可能： 在迭代递推关系后得到可以求出其值 
的和(此例中为…+2 2 + 2+1)。一个类似的情况发生在 7-1 节，确定一般位置下， 
由《个互相交叠的圆所构成的区域的个数的情形。然而，这些都是非常简单的情形，并且 
递推关系的迭代通常并不导致简单的公式。 

现在我们阐述求解常系数1阶线性递推关系，即形式为 

h n — ah n ~i + b n ( n ^ l ) (7-33) 

的递推关系的方法。 

例解 

h n = 3 h n -i - 4 n ( n ^ l ) 

首先考虑对应的齐次递推关系 

h „ — 3 h n - 1 ( w ^ l ) 

它的特征方程为 

x ~3 = 0 

因此，它有一个特征根 g = 3, 并给出一般解 

h n = c 3 n ( n > l ) (7-34) 

现在求非齐次递推关系 

h n —3 h n ~i ~An ( n ^ l ) (7-35) 

的一个特解。我们试图找出对于适当的数 r 和 s 的形如 

h „ = rn + s (7-36) 

的解。为使式 （7-36) 满足式 （7-35), 必须有 

rn + s — 3( r(n — 1) + s ) — An 

或等价地 

rn + s = (3 r — 4 )n + ( _ 3 r + 35) 

使方程两边 n 的系数相等和常数项相等，得到 

r = 3 r ~4 或等价地 2 r -4 
s —~3 r + 3 s 或等价地 2 s — 3 r 

0有一个算法 （ Frame - Stewart 算法）移动 n 个盘子，其移动次数据猜测是最小的。在 P . K . Stockmeyer 所写的 
11 Variations on the Four-Post Tower of Hanoi Puzzle " , Congressus Numerantium , 102 (1994), 3-12 上可以找到更 
多的信息。 
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因此 ， r = 2 和5 = 3，从而 

h n =2 n +3 (7-37) 

满足式（7-35)。现在将齐次关系的一般解 (7-34) 和非齐次关系的特解 （7-37) 结合，得 
到 

h n = c 3 n +2 n + 3 (7-38) 

在式 （7-38) 中，对常数 c 的每一个选择都有 (7-35) 的一个解。我们现在试图选择 c ，使 
得初始条件 h 0 = 2 满足： 

( n =0) 2- cX 3° + 2 X 0 + 3 

这就得出〃=-1，从而 

h „— — 3 n + 2 ?i + 3 ( n ^ O ) 

为原问题的解。 □ 

上面使用的方法是求解非齐次微分方程方法的离散模拟。它可以总结 如下： 

i ) 求齐次关系的一般解。 

ii ) 求非齐次关系的一个特解。 

iii ) 将一般解和特解联合，确定在一般解中出现的常数值，使得联合的解满足初始条件。 
主要的困难（除求解特征方程的根困难外）是找出步骤 ii ) 的特解。对于公式 (7-33) 

的某些非齐次部 分心， 存在某些尝试的特解类型 e 。 我们只叙述两种。 

i ) 如 果^是 ^ 的& 次多项式，那么寻找也是 n 的々 次多项式的特解 / i „。 因此尝试 

a ) h n = r (常数） 如果心 (常数） 

b ) h n = m + s 如果 b „ — dn + e 

c ) h n = rn 2 + sn + t 如果 =/ n 2 + + e 

ii ) 如果是指薮形式，那么寻找的特解也是指数形式。因此尝试 

h n = pd n 如果 = W 

前面的例子是上述丨） b ) 的形式。 

例 求解 

h n = 2 h n - 1 + 3 n ( n > l ) 
ho ~2 

由于齐次关系/1„=2/ 1 „_ 1 («>1)只有一个特征根9 = 2,因此它的一般解是 

h n = c 2 n ( n > l ) 

为求 + ( n > l ) 的一个特解，我们尝试 

h „ = p 3 n 

㊀ 这些是尝试的解。它们是否是解依赖于特征多项式。 
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要想是解，必须满足方程 

p 3 n =2 p 3 n ^ l + 3 n 

消元后，该方程化为 

3/) = 2/) + 3或等价地 p = 3 

因此 

h n ^ c 2 n +3 n + 1 

对常数 c 的每一种选择都是一个解。现在我们要确定 C ， 使得初始条件7^ = 2 满足： 

( n =0) c 2° + 3 = 2 

这就给出。=-1,问题的解为 

h n ^~2 n +3 n + 1 ( n >0) □ 

在式 （7-33) 中，用上述讨论方法求解递推关系 

h n - ah n - x + b n ( n ^ l ) 

在 a = 1情形下一般是行不通的。这时，递推关系变成 

K = h„-i + b n ( n ^ l ) (7-39) 

而迭代产生 

h „ = ho + bi + b 2 + '•' + b n 

因此解式 (7-39) 与级数 


+ &2 + ••• + 

的求和相同。 

例求解 

h „ = h n -i + 7 i 3 ( n > l ) 

h 0 = 0 

'迭 代后，有 

A„=0 3 + l 3 + 2 3 + ". + « 3 
即前 《 个正数的立方和®。计算得到 

/io = 0 3 = 0 = 0 2 = 0 2 

/i^O + l^l^l^ (0 + 1) 2 

/ i 2 = 1 + 2 3 = 9 = 3 2 = (0+1 + 2) 2 

/ i 3 = 9 + 3 3 = 36 = 6 2 = (0 + 1 + 2 + 3) 2 

h 4 = 36 + 4 3 = 100 = 10 2 = (0 + 1+ 2 + 3+ 4) 2 

—个合理的假设为 


© 我们将在下一章看到对任意 t 如何求前 n 个正整数的 々次幂 的和。 
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h n = (0 + 1 + 2 + 3 + …+ ” ) 2 = d ... + 1) ) 2 = n 2 ( n + H 2 

这个公式可通过对 n 的归纳法验证如下。设它对整数 n 成立。证明它对《 + 1也成立。有 

+ h n + ( n + l ) 3 

= n 2 ( n _± l )! + (M + 1) 3 

— + 1) 2 ( n 2 + 4( w + 1)) 

- 

_(n + l ) 2 ( n +2) 2 
— 4 

这就是用 n + 1 代替 n 的公式。因此，根据数学归纳法 

h / (n 4 +1 ) 2 ( n >0) 

成立。 口 

例 求解 

h „ = 3 h n - 1 + 3 n ( n > l ) 
h 0 = 2 

对应的齐次关系的一般解是 

h „ = c 3 n 

我们首先尝试 

h n ~ py 

作为一个特解。代入则得到 

p 3 n ^3 p 3 n ~ 1 + 3 n 

消元后有 

p = p + 1 

这是不可能的。因此，尝试 

h „ = pn 3 n 

作为一个特解。代人并得到 

pn 3 n = 3 p ( n -1) 3 n_1 + 3" 

消元后有 p = lo 于是 / i „ == «3 n 是一个特解，并且 

h n = c 3 n + n 3 n 

对常数 c 的每一种选择都是一个解。为满足初始条件 = 选择 c ， 使得 

( n =0) c (3°) + 0(3 0 )=2 

得出 c — 2.0 因此 


是所求的解。 


h n =2 x 3 n + n 3 n = (2+ n ) 3 K 


□ 
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7.4 生成函数 

在这一节，讨论生成函数的方法，该方法适合求解计数问题。一方面，生成函数可以看 
成是代数对象，其形式上的处理使得人们可以通过代数手段计算一个问题的可能性的数目。 
另一方面，生成函数是无限可微分函数的泰勒 （ Taylor ) 级数（幂级数展开式)。如果能够 
找到函数和它的泰勒级数，那么泰勒级数的系数则给出问题的解。我们通常把收敛性问题放 
在幕后并在一形 式基下 处理幕级数。 

令 

ho , hi ， h 2 , h n , ••- (7-40) 

为一无穷数列。它的 生 成函数 定义为矢穷级数> 

g ( x ) = hQ + hix + h2X 2 + ••- + h „ x n + ••- (7-41) 

在 g U ) 中，： c ” 的系数是式 (7-40) 的第 n 项 h „, 从而，/作为/!„的“位置持有者”。 
有限序列 

ho , hi ， h 2 , …， h m 

可以看成是无穷序列 

ho , hi ， h 2 , ", h m , 0, 0, … 

在这个序列中，除去有限项外所有其余的项都等于0。因此，每个有限序列都有一个生成函 
数 

g ( x ) = h ^ + h^x + h 2 x 2 + ••• + 

它是一个多项式。 

例其每一项都等于1的无穷序列 

1，1，1，…，1，… 

的生成函数是 

g ( x ) = l + x + x 2 + ••• + x n + -- * 

这个生成函数 g (X) 是一个几何级数的和 e ， 其值为 

“工） =1^ (7-42) 

式 （7-42) 以非常紧凑的形式将全部由1组成的无穷序列的信息浓缩于自身！ □ 

例令 m 为一正整数。关于二项式系数 



㊀ 见 5.6 节。 
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的生成函数是 




根据二项式定理可知 

g m ⑴= (l + x) m 

它也以紧凑的形式显示出关于二项式系数的序列信息。 

例令 a 是一个实数。根据 5.6 节中的牛顿二项式定理，二项式系数 

(a\ I a\ I a\ (a \ 


, o /， u /， \ 2 !， ， \ n r 


的无穷序列的生成函数为 


(l + x) a 


J 卜 + ⑴ x 2+ ...+(: k + 


例令々是一个整数，并令序列 


ha, h l , h 2 , •••， h„, 


使 h 等于 


+ ^2 + … + Q 二於 


的非负整数解的个数。从第3章得知 


+ k-l 


( n ^ O ) 


生成函数（现在使用求和记号）为 


(^) - E 


n + k —1 


由第5章知道，这个生成函数是 


回忆这个公式的推导是有启发的。我们有 


(l~x) k 


U 个 因子） 


(1 + X + X 2 + •••) (1 + 工 + X 2 + •••) ••• (1 + X X 2 + •••) 


(7-43) 


在上面记号中， A 是第一个因子的典型项， A 是第二个因子的典型项，…，#是第々个因 
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子的典型项。将这些典型项乘起来，得到 

x e ' x e 2 -- x e t = x n 如果 0 + ^2 +… + Q = ” (7-44) 

于是，式 （7-43) 中/的系数等于式 (7-44) 的非负整数解的个数，而这个数是 



将前面例子中的思想应用到更一般的情况。 

例 （l + x + x 2 + i 3 + x 4 + x 5 ) (1 +x + : c 2 ) (1+> r + : c 2 + _ r 3 + x 4 ) 是什么样序列的 
生成函数？ 

令力(0<0<5)，/2(0<6 2 <2)和 xM 0< e 3 <4) 分别表示第一个因子，第二个因子和 
第三个因子中的典 型项。 假设 

ei + e^ = n 

相乘后得到 

x e ix e 2x e ^ = x n 

因此，乘积中 / 的系数是 q + e2 + e 3 =； z 的整数解的个 数心， 其中 0< q <5, 0<^ 2 <2, 
以及 0< e 3 <4。 注意，如果 ”>5 + 2 + 4=11,则六„=0。 □ 

例确定苹果、香蕉、橘子和梨的 w - 组合的个数，其中在每个组合中苹果的个数是 
偶数，香蕉的个数是奇数，橘子的个数在0和4之间，而且至少要有一个梨。 

首先，该问题等价于找出 

^1 + ^2 + ^3 + ^4 = ^ 

的非负整数解的个数心，其中^是偶数为苹果数）， Q 是奇数 （ Q 为香蕉数），0<, 3 
<4 为橘子数），而^>1 U 4 为梨的个数) 。 我们为每种类型的水果建立一个因子，其 
中的指数为那种类型水果的 n - 组合中所允许 的数： 

g(x) = (1 + X 2 + X 4 + --^(x + x 3 + X 5 + ■•■)(1 + X + X 2 + X 3 + x 4 )(x + X 2 + X 3 + x 4 + …） 

第一个因子是“苹果因子”，第二个因子是“香蕉因子”等等。现在注意 

1 + X 2 + J： 4 + — 1 + X 2 + ( 工 2 )2+ — ="~~ 

工 + 工 3 十工 5 + •••= 工 （1 + 工 2 + 工 4 + …） = _ 

\ — x l 

1 + X + x 2 + 工 3 + x 4 = - ~ — 

X 

x + x 2 + x 3 + 〆+••• = 2 (1 十 x + x 2 + ： t ： 3+.") — X 

\ — X 

因此 . 

O- ( x ) =—i - 工 1-X 5 X 一 x 2 (1-X 5 ) 

1-X 2 1-X 2 1-x 1-X (1-x 2 ) 2 (1-x) 2 
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于是对于这个有理函数，泰勒级数中的系数就是对所考虑类型的组合数的计数！ 
下一个例子指出，一个计数问题有时候可以通过生成函数直接求解。 


□ 


例确定可以由苹果、香蕉、橘子和梨袋装水果的袋数心，其中在每个袋子中苹果数 
是偶数，香蕉数是5的倍数，橘子数最多是4个，而梨的个数为0或1。 


题目要求计算苹果、香蕉、橘子和梨的某些 n - 组合数。我们确定序列 ho , 
h 2 , …， h n , …的生成函数。对于每种类型的水果引入一个因子，我们发现 


g{x) — {1-^- x 2 + + •''){! + x 5 + x 10 + ...)X(l + x + :r 2 + x 3 + >r 4 )(l + x) 


1 一: r 5 


1 — x 2 l — x 5 \ ~ x 


(1 + X) 


(1 -工） 2 




n 


+ 1、 


\ x ' 


n 


=S (n + l ) x n 

我们看到， h n = n + l a 注意这个计算数〜的公式是如何仅仅通过代数的处理而得到的。 
例确定方程 


□ 


ei +《2 + …+ q = n 


的非负奇整数解 e l5 e 2 , …，办的个数心的生成函数。 

我们有 

g ( x ) = (x + X 3 + X 5 + •••) ••• ( a : + X 3 + J ： 5 + '••) 
=X (1 + x 2 + ^： 4 + •••) -"X (1 + x 2 + x 4 + •• 


U 个因子） 


X 


X 


1- x 2 1 


X 


(1 -以 


□ s 


我们知道，方程 


ei + + "* 十 Q = 打 


(7-45) 


的非负整数解的个 数&是 


K 


ii + k~l 


n 


并且已经确定 


^ ( 


X, 


1 

是它的生成函数。然而，通过把任意正的整系数放在 A 前面确定从公式 (7-45) 得到的方 
桓的非负整数解的个数的直接计算公式要困难得多。不过，应用已经讨论过的想法，解的个 
数的生成函数却是容易得到的。我们通过下面的例子进行解释。 


例令 / l „ 表示方程 
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3ej + 4^2 + 2^3 + 5^4 = n (7-46) 

的非负整数解的个数。求 / i 0 ， h ， /1 2 ，…，心，…的生成函数 g U )。 

通过令 

/i = 3 e ! f 2 = 4 e 2 h = 2 e 3 / 4 = 5 e 4 
引人变量的一个变换。 于是心 也等于 

/l + /2 + /3 + /4 — ^ 

的非负整数解的个数，其中 /!是3 的倍数，/ 2 是4的倍数，/ 3 是偶数，/ 4 是5的倍数。等 
价地，心是苹果、香蕉、橘子和梨的 n - 组合的个数，其中苹果的个数是3的倍数，香蕉的 
个数是4的倍数，橘子的个数是偶数而梨的个数是5的倍数。因此 

g ( x ) = (l + x 3 + x 6 + ...)(l + x 4 + : c 8 + ...) X(l + x 2 + x 4 + .")(l + x 5 + ； c 10 + ...) 

_ 1 1 1 1 n 
1 — x 3 1 — x 4 1 — x 2 1 — x 5 

我们用下面的找零钱的例子结束本节。 

例有无限多现成的一分、五分、一角、两角五分和五角的硬币。确定用这些硬币凑成 
n 分钱方法数心的生成函数 g ( x )。 

数心是方程 

e \ + 5^2 + 10占3 + 25^4 + 50^5 = n 

的非负整数解的个数。其生成函数为 

( 、 __1 _ 1111 门 

S u； — 1-Xl-x 5 l-x 10 l-x 25 l- X 50 U 

7.5 递 归和生 成函数 ^ 

在这一节，我们介绍如何使用生成函数求解常系数线性齐次递推关系。它将提供求解此 
类递推关系的有别于 7.2 节中给出的方法的另外一种方法。在这种方法中，牛顿二项式定理 
起着重要的作用。特别地，将用到牛顿二项式定理的下述 情况： 如果 n 是一个正整数而 r 
是一个非零实数，那么 

{1- rx)~ n = X ) ( , n ) ( - rx) k 

灸 =0 \ / 

或等价地 

{\- rx) n = § 1)A ( kY ^ , ( I ； C |< T 7 I ) 


我们已经在 5.6 节看到 




X x2 = 工 + 2 x 2 + 2 x 3 H - H nx n H — 

{1-xY . 

微分后得到 

1 - 土气 =：1 + 2 2 x + 3 2 x 2 + — H n 2 x n — 1 H — 

(1 一 x) 

乘 x 后得出 

' (1 + 3) = x + 2 2 x 2 + 3 2 x 3 + ••• + n 2 x n + ••• 

— x ) 

因此 ， x (1 + x ) / (1- x ) 3 是所要的生成函数。 □ 

例求解满足初始值 岣=1 和 &=- 2的递推关系 

h n =5 h n - i -6 h n - 2 ( n ^2) 

令 g * ( x ) == h Q +hiX + fi2X 2 +…+ h〆 十…为 ho ， h ^， h 2 ， …， h n ， …的生成函数。 
此时，我们有下列方程 

g ( x ) = /io + h\x + Zi2 工 2 + ••• + h „ x n + **• 

- 5xg{x)~ - 5h^x - 5hix 2 - 5h n ~iX n + 

6 x 2 g ( x )= z 6 hoX 2 + *•* + 6 h n - 2 x 11 + **• 

将这3个方程相加得到 

(1 一 5：r + 6x 2 ) g(x) = + ( 厶 1 — 5ho)x + (/12 — 5/ii + 6ho)x 2 + … 

+ ( h n - 5 h n - 1 + 6 h n - 2 ) j： n + ••• 

由于 心― 十 6/^_ 2 = 0, ( n >2), 以及 A 0 = l 和 /^=—2, 我们有 

(1 — 5 x 十 6 x 2 ) g ( x ) = ho + (hi — 5 ho ) a : = 1 — 7 工 





于是 
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g ( x ) = 


■ lx 


l ~ 5 x + 6 x 2 


我们希望能从生成函数 g (_ r ) 这个封闭的公式确定心的公式。为得到这样的公式，我们 
使用式 （7-47) 和部分分式法。观察 


5 x + 6 x 2 = ( 1 — 7 . x ) (1 ~ 3 x ) 


对某些常数 Cl 和 c 2 能够写成 


l~7x 


Cl 


ci 


1 — 5 x + 6 x 2 1 ~ 2 x l ~ 3 x 


用 l -5 _r + 6 x 2 乘以方程两边，确定 q 和 c 2 并得到 

1-1 x — {l~3x)ci + {1 — 2 x ) c 2 


或 


因此 




lx - (ci + c 2 ) + ( ~ 3 cx ~ 2 c 2 ) 


ci + c 2 : 


X 




3c\ — 2 c 2 — ~1 


解上述联立方程组，发现 Cl = 5 和 C 2 =-4。 于是 


g ( x ) 


l-lx 


l ~ 5 x + 6 x 2 l ~ 2 x 


3 x 


由式 （7-47) 


l-2x 


1 + 2 x + 2 2 x 2 + ••_ + 2 n x n + ••• 


r ~ J ir^i + 3 x + 3 2 x 2 + — +3 n x n + — 

1 -ox 

因此 

g ( x ) =5 (l + 2 x + 2 2 x 2 + …+ 2 n x n + ■••) -4(1 + 3 x + 3 z x z + ••• + 3 n x n + …） 

= l + (-2)_r+(-15) ： i：2 + ..- + (5x2 7! -4x3 ?! ) 1 r n + ." 

由于这是 办 0 , h ， A 2 , … ，心， …的生成函数，我们得到 A „ = 5 X 2”-4 X 3” 0=0, 1， 

2,…)。 . □ 

理论上，上面例子所使用的方法可以推广到求解任意的常系数 々阶 线性齐次递推关系。 
与之相关的生成函数将是 Mo :)/ gU ) 的形式，其中 > U ) 是一个小于6次的多项式， q { x ) 


则是常数项等于 1 的 A 次多项式。为了找出序列项的一般公式，我们首先用部分分式的方 
法将〆工 ）/g ( 工 ) 表示为代数分式和的形式 

C 

{1 — rxY 

其中【是正整数， r 是实数， c 是一个常数。然后利用公式 (7-47) 求出 1/(1-rxP 的幂级 
数。合并同类项，就得到生成函数的幕级数，由此，可以读出序列的项。 

例 令 !iq ， h! ， h2 ， … ， h n ， …是满足递推关系 

h n + h n _i — 16h n -2 + 20/i 7Z -3 = 0 ( n ^3) 

的数列，其中 /io = 0，/ii = l, 和 /i2 = _ 1。求心的一般公式。 

令 g"(X) =厶0+厶1工+办2 工 2 +…+ + …为九 0，厶1，九2, ， h n ， …的生成函数。相 

加下述四个方程 

g (x) = hQ + hyx h 2 x 2 •+- h 3 x 3 H + h^c n - 

xg {x)— h^x + hi x 2 •+* hi x 3 +. ••十 h n ~ix n + 

— 16x 2 g (x)= — 16hQX 2 — 16hp: 3 16 h n - 2 X n - 

20 x 3 g (x)= 20 hox 3 + ••• + 20 h n -^x n + … 

得到 ^ 

(1 + x — 16x 2 + 20 x 3 )g(x) = / 10 +( 办 1 + 尨 0 )工 + ( 允 2 + 々 1 一 16/iq)x 2 

+ ( 九 3 + 允 2 — 16h\ + 20/iq)^ 3 + … 

-\- { h n + h n - i ~ 16 h n -2 + 20/i„ 一3)/ + … 

由于 h n + h n _i - 16/i„ 一2 + 20 h n - 3 = 0 ， （ 72^3) 以及 /ip ~ 0, Ai = l 和 /i2 = — 1，于是得到 

(1 + x 一 16x 2 + 20 x 3 )g(x) = x 

因此 

貧 ( X ) 1 + x - 16x 2 •+* 20x 3 

我们观察到 (1 + x -16 x 2 + 20 x 3 ) = (1—2 o ：) 2 (1 + 5 x )。 因此对某些常数 q，c 2 和 C3, 

X C x C2 C3 

1 + x - 16x 2 + 20x 3 1 — 2x (1 — 2 x ) 2 1 + 5x 

为确定这些常数 ， mi + x - 16x 2 + 20x 3 去乘这个方程的两边，得到 
:c = (l - 2 x)(l + 5: c)ci + (l + 5x)c 2 + (1 - 2x) 2 c 3 

或等价地 


于是 


X = (c\ + C2 + C 3 ) + (3ci + 5c2 一 4c ： 3)X + ( — 10^1 + 4c3)X 2 
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解该联立方程组，求出 


十 C 2 + C 3 ~0 

3ci + 5(：2 - 4c3 = 
— 10 ci + 4 c 3 = 0 




^( x ) = _^_ = 2/49 7/49 5/49 

1 + 工 —16x 2 + 20x 3 l~2x (1 —2x) 2 l + 5x 


由公式 (7-47) 


l ~2 x 


(1 — 2 x ) 


1 + 5 x 


2 2 k x k 


2 = E , }2 k x k = S (k + l )2 k x k 

k^O v ^ ' k:Q 


E (-5 )V 


r\ W r-j °° ^ CO 

g ( x )=-^( Yj 2 V ) + ^( y ； {k + l )2 k x k )--^{ 2 ( -5) V ) 


= 2 [ ~^ 2k+ ^k + l)2 k -~{-5) k x k 
因为 g U ) 是 h 0 , h u h 2 , …， h „， …的生成函数，所以 

A »= -砉2” +忐 U + l ) 2"- 砉 （-5)” (? 


n =0, 1, 2, 


上面关于心的公式应该使我们联想到 7.2 节所描述的用特征方程的根所得到的递推关 
系的解。确实，上述公式指岀所给递推关系的特征根为2, 2，-5。下面的讨论阐明两种方 
法之间的关系。 

在前面的例子中，我们已经以 




. P ( x ) 
qix ) 


的形式表示了生成函数 g ■(: c ), 其中 


由于递推关系为 


q { x ) = 1 + x — 16 x 2 + 20 x 3 


K + I 6 h n _2 + 20/ i „- 3 = 0 ,(?z =3,4,5,•••) 


相关的特征方程就是 r ( x )=0 , 其中 
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r ( x ) = x 3 x 2 — 16 x + 20 


如果在 r ( x ) 中用 l / r 代替 x ( 相当于变量代换 y = l / x ) 9 得到 

- 16丄+ 20 

X L X 


x 3 r(l/x) = 1 + x - 16x 2 + 20x 3 = q(x) 

特征方程 r (: r)=0 的根为 2,2 ， _5 。由于 r(x) = U _2) 2 U+ 5 ) ，从而得到 

q(x) = x 3 ( — —2) 2 ( 丄 + 5) = (1-2x) 2 (1 + 5x) 

7 x x 

它与前面的计算结果一致。 

上面这些关系在一般情况下也是成立的。令数列 h ， h ， A 2 ，…， A „， …由具有初始 
值六0， Ai ， …， / ife-i 的&阶递推关系 

/ i n + + …+ a 九 =0 (? i ^ k ) 

确定。回想一下，由于递推关系的阶为 I 因此 q 就被假设为异于零。令 gU ) 是序列的生 
成函数。.利用这些例子中给出的方法，存在多项式和 gU )， 使得 


g(^) = 


认 X 、 
q { x ) 


其中， 9(1) 的阶为 是而 〆 : c ) 的阶小于々。事实上，我们有 

q { x ) = l + a\x + aix 2 H -1~ afjc k 

和 

p ( x ) = h 0 + (hi + aih 0 )x + ( h 2 + a x hi + a 2 h 0 ) x 2 + … 
+ (U q / i 卜 2 + … + a k - l h 0 ) x k " 1 
这个递推关系的特征方程是 Ka ：)=0, 其中 

r ( x ) = x ^ + a 1 ^ _1 + a 2 x k ~ 2 H -+ 

因此 ■ 

q ( x ) - x k r ( l / x ) 

这样，如果 r ( x ) =0的根是仍，？2，…，％，那么 

r ( x ) = {x - qi ){ x ~ q 2 )'''{ x - q k ) 


g ( x ) = {1- qix ){\- q 2 x )--{ l - qkx ) 


反过来，如果给定 6 Q #0 的&次 多项式 
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q(x) = 60 + b\X + ••• + b^x k 

和小于 A 次的多项式 

p{x) — d^~\~ d\x + dk-ix k ~ l 

则使用部分分式法和公式（7-47)，可以求出幂级数 ㊀ AO + /ZP + …+ &〆 + ••_，使得 

P (x) 

-=厶0 + 厶 1工 +- ^ h „ x n + ••• 

q ( x ) 

可以把上面的方程写成 

办 + 山 X + … + — (60 + 6# + …+ 6 又 -r*) x (A 0 +/ijjX + …+/2，〆 + …） 

将右边乘出来并比较系数得到 

boho — do 
bohi + b \ h {) — dy 

i (7-48) 

60^-1 + l^hk 一 1+ …+ b k -ih(i = d k -i 
和 

t > Qh n + b ] Ji n -i + … + bijh n - k = Q ( n^-k ) (7-49) 

由于 6 0 关0,方程 (7-49) 可以写成 

b & 

An + fu … + f A”_ a = 0 { n ^ k ) 
oo t>o 

这是一个常系数线性齐次递推关系，它被如， h ， A 2 , … ，心， …所满足。使用条件 60 关 0 , 
初始值 Ao , h ， …，心叫可以通过求解三角形方程组 (7-48) 而确定。我们总结成下 
面的定理。 

定理 7.5.1 令 

| h 0 , hi, h 2 , … ， h n ,… 


为满足 A 阶常系数线性齐次递推关系 

办 ” + …= 0 ， c k 7^0, (n^k) 

的数列。则它的生成函数 g ( X )形如 


g ( x ) = 


p { x ) 

q{x) 


(7-50) 


(7-51) 


其中，为具有非零常数项的是次多项式，夕（: c ) 是 小于是 次的多项式。反之，给定这样 


㊀ 该#级数对于所有满足 Ul < z 的都将收敛到多 U )/ gU )， 其中^是9(；£：) = 0的根的最小的绝对值。由于我们 
假设6 0 关0,0不是 gU ) =0的根。 



图 7-2 

数目为 n (”- 3)/2。直接用下面的方法得到同一个和。连接 n 个顶点的线段有 

( n ) = n(n-l) 

\ 2 / 2 

条。这些线段中有 n 条是边。其余的就是对角线了。因此，存在 

n(n — 1 ) _ n[n —3) 

^2 n — 2 

条对角线。 

设 K 是凸集。则 K 的每一条对角线均整个位于 K 内。这样， K 的每一条对角线把 K 
分成具有 々条边 的一个凸多边形区域和另一个具有 n - A + 2条边的区域，其中々= 3, 
4 ，…， n — 1。 

画出交于 K 的特定隅点的 3条对角线，使 K 分成 7 Z - 2个三角形区域。但是，存在 
把该区域分成三角形区域的另外的方法，即插人77 -3 条对角线，其中没有两条是在 K 内 
交叉的，对于 n =8的情形，如图 7-3 所示。 
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的多项式声（工）和<?(工） ， 则存 在序列 A 0 , & 2 ，…， An， …，满足形如公式 (7-50) 的是 

阶常系数线性齐次递推关系，其生成函数由公式 (7-51) 给出。 

7.6 —个几何的例子 

对于平面或空间中的点集 K ，如果 K 中的任意两点 f 和 g 的连接舛线段上的所有的点 
都在 K 内，则 K 叫做是凸的。平面上的三角形区域，圆形区域，以及矩形区域都是凸的点 
集。另一方面，图 7-2 左边的区域不是凸集，因为对图中所示的两点 f 和连接 f 和 g 的 
线段跑到了区域的外面。 

图 7-2 中的区域是多边 形区域 的两个例子，即它们的边界是由有限条称为边的线段组成 
的区域，三角形区域和矩形区域都是多边形区域，但圆形区域则不是。任意的多边形区域至 
少必须有三条边。图 7-2 右侧的区域是有六条边的凸多边形区域。 

在多边形区域中边和边相交处的点叫 做隅点 （或顶 点）。对 角线则是连接两个非邻接顶 
点的线段。 

令 K 是具有 n 条边的一个多边形区域。其对角线计数如下。每一个隅点通过对角线连 
接到其他3个顶点。这样，对每一顶点处的对角线条数计数并求和，得到 n ( n -3)。 由 
于每一条对角线都有两个顶点，在这个和中，每一条对角线都被计算了两次。因此对角线的 



.. . . .. 
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在下面的定理中，通过画出在区域内部不相交的对角线，确定一个凸多边形区域分成三 
角形区域的不同的方法数。为了记法上的方便，我们处理 n + 1 条边的一个凸多边形区域, 
此时，它被《 -2 条对角线分成 n - l 个三角形区域。 

定理 7.6.1 通过画出在区域内部不相交的对角线将具有 n + 1条边的凸多边形区域分 
成三角形区域，令表示分成三角形区域的方法数。定义/ 11 = 1。则满足递推关系 

n-1 

K = InU h 2 h „-2 + …+ Df Y hh ( n >2) (7-52) 

是 =1 

该递推关系的解为 


\_!2n ~2 
n\ n 


(n = l ， 2，3，…） 


(7-53) 


证明： 我们已经定义 /^=1， 并且把一条线段看作是具有两条边没有内部的一个多边形 
区域。由于三角形区域没有对角线而且也不能进一步再分，我们有/^=1。因为 

2-1 1 

2 ^khi-k^ X/ h k h 2 -k = hih x = 1 

k = i k = i : . + ..:i: 

所以递推关系 （7-52) 对于成立 O 。 现在令 n >3。 考虑具有 + 1>4 条边的凸多边形 
区域 K 。 选定 K 的一边并把它叫做 基边。 在将 K 分成三角形区域的每一种分法中基边都是 
这些三角形 区域了 中的一个三角形区域的边，并且这个三角形区域将 K 的其余部分分成具 
有是+ 1条边的多边形区域&和具有 ” -A + 1 条边的多边形区域 K 2 , 々 = 1，2 ,…， n -l 
(见图7-4)。 



通过分别插人和的对角线，将 K 进一步分成三角形区域，这些对角线在区域内 
部不相交。由于&有是+ 1条边，因此，可以用 心种方 法分成三角形区域。由于 K 2 
有”-々+ 1条边，因此， K 2 可以用种方法分成三角形区域。于是，对于含有基边的 
三角形区域了的特定的选择，存在通过在内部不相交的对角线把区域 K 分成三角形区域的 
+种方法。因此总共有 



㊀ 这就是我们为什么定义 /m = 1。 
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种方法以这种方式将 K 分成三角形区域。这就建立了递推关系(7-52)。 

现在转到具有初始条件 幻=1 的式 (7-52) 的求解。这个递推关系不是线性的。不仅如 
此，\并不只依赖于其前面固定个数的值，而是依赖于其前面所有的值 / u ， &，•••， 
h n 十 这样一来，求解递推关系的那些方法就都用不上了。令 

g(x) — h\X + /l 2 工 2 + ••* + h „ x n + ••• 

是序列 h ， h ， h ， …，心，…的生成函数。将 g U ) 自乘，我们发现 

( g ( x)) z = hi 2 x 2 + ( h l h 2 + h 2 hi ) x 3 + ( h l h 3 + h 2 h 2 + h 3 hi ) x 4 
+ •" + ( h l h n - i + h 2 h n - 2 +-" + h „- ihi ) x n + •" 

利用公式 (7-52) 和 ^ = 62 = 1 的事实，得到 


(g(x )) 2 = hi 2 x 2 + h^x 3 + h^x A + …+ h„x n + 
= h2X 2 + h^x 3 + h\x^ + + h^' 1 + •• 

= g{x) ~ h x x- g{x) ~ x 


于是，€(_2：)满足方程 


(g(x)) 2 ~g(x) + a ： = 0 


这是一个 g (X) 的二次方程，根据二次公式 e g ( x ) = gl (x) 或 gU ) = g 2 ( x )， 其中 


glix ) = 


1 + V 1 ~ Ax 


和 g 2 ( x ) = 


1 - v 7 1 - 4 x 


由 gU ) 的定义可知 g (0)=0。 由于幻 (0) = 1 和幻⑹=0 ,因此有结论 

g(x) = g 2 (x) = - ~^2 4_ 工 = 音 — | ( 1 - 4x ) 1/2 
根据牛顿二项式定理（特别地，见 5.6 节末尾所做的计算） 


彳碟 ( 2 二 —> (H<D 


如果用 -4： c 代替 z ， 则得到 




l ) n 4 n x n 


1+ S ( - 1)2 "H 


i -2 E x ( 2n ' 2 )^ 

„ = 1 n \ n 一 L / 


(i 工 I <+: 


© 但是忽略某些细节。 
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从而 


g ( x ) ^ ~ (1 - 4 x) i/z = 


S 


n \ n ~l I 


l (2 n -2\ 
n \ n — 1 I 


( n > l ) 


在前面定理中的这些数 

1 I 2 n — 2 ) 

n \ n - 1 J 

就是 Catalan 数，我们将在第 8 章对这些数进行深入的讨论。 

7.7 指数生成函数 


(7-54) 


□ 


我们在 7.5 节已经用单项式的集合 

I "| 2 . • • • • • I 

I 丄，乂 J 乂 J 5 乂， ) 

定义了数列 Ao , h ， A 2 ，…， 心，…的生成函数。这特别适合某些计数序列，尤其是涉及 
二项式系数的序列，这是因为牛顿二项式定理形式的缘故。然而，对于其项可计数排列的那 
些序列来说，考虑关于单项式 

|1， x , 备， …，…} (7-55) 


的生成函数更为有用。这些单项式出现在/的泰勒级数 


e x = 




x n , 


1 + X+ f [ + 


X n 

+^ + 


(7-56) 


中。关于单项式 （7_55) 所考虑的生成函数叫做指数生成函数®。序列 Zio , 心， / i 2 , …， 
K ， …的指数生成函数定义为 


co ^ 2 W 

g ^ e \ x ) = 2 ^7 =及0 + 厶 1工 + 厶 2 ^" + ••• + 总 w ^7 + ••• 

n -0 n * ^ • n • 

例令 n 为一正整数。确定数列 

的指数生成函数，其中 P U ， 幻表示 7 Z - 元素集的 h 排列的个数，对于々=0, 1，…， n ， 
其值为 n ! /( n - O ! 。指数生成函数为 


g ^ e \ x ) = JP( W ，0) + _P( 72 ，1)工 + jP ( 7Z ，2)吾 • + …+ P(n ， 72 )^7 
' Z! n ! 

= 1+nx + 2 f ( S -2)!^ 2 + … + ^ foT ^ 


© 我们保留使用单项式 \ l , x , x 2 ,-, x n ,-\ 时的术语“生成函数”或“常规生成函数”。 
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= (1 + x) n 

因此，(1 +工)"既是序列尸(《，0),_?(77，1)，一，尸0,71)的指数生成函数又是序列(如我们在 
7.5 节已经看到的） 


or \ir 


的常规生成函数。 
例序列 


的指数生成函数为 


□ 


1，1，1，…，1， 


g ( e Hx )= YjZ \= e x 
更一般地，如果 a 是一个实数，那么序列 


n i 


a °- l , a , a 2 , a ", 


的指数生成函数是 


n=0 n * n=0 n * 

由 3.4 节可知，对于正整数 I P 表示每一种都有无穷重数的6种不同类型物体的多重集的 
n- 排列的个数。因此，该计数序列的这个指数函数为户 口 

对于每一种都有有限重数的 A 种不同类型物体的多重集 S , 下列定理确定了 S 的 n - 排 
列数的指数生成函数。这是 3.4 节末尾所允诺的指数生成函数形式的解。我们定义多重集的 
0- 排列的个数等于1。 

定理 7.7.1 令 S 为多重集 | m . aj ， . a 2, …， M . 办丨， 其中 A ， n 2, …，〜 均为非负整 
数 。 ♦ h n 是 S 的 n - 排列数。则序列…，心，…的指数生成 函数/ e ) U ) 由 


g ( e ) ( x )^ f ni ( x ) f „ 2 ( x )--- f nk ( x ) 


给定，其中，对于 i = l ， 2, …，左， 


r„.U) = i + ^ + f[ + --- + 


,x!i 
rii ! 


(7-57) 


(7-58) 


证 明：令 


g {e) { x ) =/ i 0 + / i 1 x + / i 2^ [十… + ^y + . 


是关于办0，厶 1 ， "2， …，心，…的指数生成函数。注意，对于 H >??][+ «2 +…+〜有/?„ = 
0,因此， g ( e ) u ) 是一个有限和。由式 (7-58) 看到，式 (7-57) 被乘开后得到形如 


x 


■*1 x m l x m t x m l + rn 2 +- + m k 


mi ! m2 ! m k ! mi ! m 2 l 


■ m k \ 


(7-59) 
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的项，其中 

, 0 ^ m2^n 2 , •••, 0^m k ^n k 

令《 = + + … + m^。 此时式 (7-59) 中的表达式可以写成 

x n _ = _ n ! x n 

mi ! m 2 \ ••■m k ! m 2 \ "'m k \n ! 

因此，式 (7-57) 中 xV»! 的系数为 

m 2 \ • • • m /； I (7-60) 

其中的求和扩展到满足 ()<%<”！，0<m 2 <« 2 ， …， Q ( ni k 《 n k 及 m ' + m 2 + …+ m k = 
h 的所有整数 w!，m 2 ， …，叫。但是，从 3.4 节我们知道在式 (7-60) 中的项 

n ! 

mi ! m 2 ! .../« 々！ 

等于 s 的子多重集 «- 排列(或简称排列）的个数。由于 S 的 》- 
排列的个数等于具有+ m 2 +…+”的所有的子多重集排列个数，因此 S 的心排列 
数心等 于式 （7-60) 中的数。由于这也是乘积 （7-57) 中: cW 项的系数，最后得到结论 

g { e ) U ) = f ni { x ) f „ 2 ( x )- f 7 lk ( x ) □ 

应用与上面定理的证明中所使用的相同的推理，我们能够计算带有附加限制的多重集 
心排列数计数的数列的指数生成函数。如果在公式 (7-58) 中用 

foo { x ) = \ + x + ^ + ---+^ + --- = e x (7-61) 

定 义 /mU)， 那么，当重复 数〜， 〜，•••，〜中某些等于 oo 时，定理仍然成立。 

例令表示数字1，2或3组成的》-位数字数的个数，其中1的个数是偶数，2的个 
数至少是3，3的个数最多是4。确定结果数列 /2 Q ，M ， A 2 ， …，，…的指数生成函数 

g W (工)。 

函数 g w (o：) 对这三个数字1, 2和3中的每一个都有一个因子。对这些数字的限制在因 
子中的反映如下。 g w (x) 对应数字1的因子是 

h x {x) = \ + ~+ — + ■■■ 

因为1的个数是偶数。对应数字2和3的因子分别是 

7 ( 、—工 3 丄 T 4 , I 5 , 

^ 2 (-r )-3]+41+5,+- 

和 

h%( x) — \ ~ + — + — + — 

1! 2! 3! 4! 
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指数生成函数是这三个因子的乘积 

g ^ e \ x ) - hi ( x ) h 2 ( x ) h 3 ( x ) 


□ 


指数生成函数有时可以用来求计数问题的显式公式。我们用三个例子说明之。 

例如果要把棋盘上偶数个方格涂成红色，试确定用红色、白色和蓝色对1行”列棋 
盘的方格涂色的方法数。 

令表示这样的着色方法数，定义心为1。此时， h 等于三种颜色（红、白和蓝） 
的多重集的 n - 排列数，其中每一种颜色都有无穷重复数，且红色出现偶数次。因此，办 0 , 
h u h 2 , h n , …的指数生成函数是红、白和蓝因子的 乘积： 


g 


(e) 


X , X . 

2[ 4! 




.2 


^ . X , X 

, 1+ n + 2 i 


r-) 


-(e x + e- x )e r e x = ^(e 3x + e t ) 


2 




x n 


n 


n 


4S(3^dS 


因此， A „ = (3 n + l )/2。 

该解的形式使我们想到，心可能满足2阶线性齐次递推关系，它的特征方程的根为3 
和1。我们指出，作为这个问题的另一种解法， h 满足齐次递推关系。我们有/^ = 2,令 
n >2。 如果第一个方格涂成白色或蓝色，那么就有心- i 种方法完成着色。如果第一个方格涂 


成红色，那么在剩下的 n -1 个方格中必然有奇数个红方格；因此，有3"- 1 -种方法可 


完成这种情形下的着色。因此，心满足递推关系 


h n ^2 h n - x + (3 ”- 1 - U = h n - 1 + 3 n ~ l (? i >2) 


□ 


如果我们迭代该递推关系并利用心=2,那么可同样求出/!„= (3” + 1) /2。 

例确定每位数字都是奇数的 n 位数的个数,其中1和3出现偶数次。 

令 /io = l 。 数心等于多重集 S=H ⑺.1，⑺ .3, oo .5, oo . 7,⑺ .91 的 ”-排 列的个数，其中1 
和3出现偶数次。心， h ， & 2 ,…，&„，…的指数生成函数是五个因子的乘积，它们对应 


五个可允许的 数字: 




,2 


g ie) (^) =(i + f[ + f[ + ".) [l + X+^T + 


2 ! 


e x + 


e 




e 


2 , 
2x + l \ 2 


2 




( e ^'+2 e 2x + l ) e x 


I 


l 
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(e 5x + 2e 3x + e x ) 


E 


Sfr 

n = 0 71 • n = 0 n • n = 0 n - 

!5 n +2X3 n + l\x n 
4 nl 


因此 


K 


5 n +2 x 3 K + l 


(n>0) 


□ 


例确定用红色、白色和蓝色对 1 行 w 列棋盘的方格涂色的方法数 A „, 其中红方格的 
个数是偶数并且至少有一个蓝方格。 

指数生成函数(: r ) 为 

g M (x)^ + + + •") (l + ^ + |7 + -+、 


2! 4! 

# + e 一工 


, 1 ! 2 ! 


2 e x {e x -l) 
e 3x ~ e 2x + e x -1 


因此 


及 


+ E 


3 n -2 n + \x n 


2 


n ! 


3 n -2 n + 
2~ 


(n = l , 2, •••) 


A 。= 0 


注意，应该是0。一个 1 行 0 列的棋盘为空，没有方格被着色，因此，我们不能满足蓝色 
方格的个数至少是1的条件。 口 

.卽 

7.8 练习题 

(2 .设 / o , A ，…，/„，…表示斐波那契序列。通过用 小的” 值计算下列每一个表达式的 
值，猜测一般公式，然后用数学归纳法和斐波那契递归证明之。 

i )/l + /3+ …+/2«-1 

il )/o + ,2+ … + /2 n 

lii )/o ~ fi + f2 — + ( _ i ) Y » 

iv )/ 若 +/i + … + A 

2. 证明第 n 个斐波那契数 /„ 是最接近数 


丄 f i +〜 
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的整数。 

Q . 证明下列关于斐波那契数的结论 

i ) f n 是偶数当且仅当 n 可被3整数。 

ii )/„ 能被 3 整除当且仅当 n 可被4整除。 

iii ) f n 能被4整除当且仅当 n 可被6整除。 

4. 证明斐波那契序列是递推关系 

a „ = 5 a „ - 4 + 3 a „-5 ( 

的解，其中， a 0 = 0, «! = 1, a 2 = l , a 3 = 2, a 4 = 3 c 然后利用这个公式证明斐波那契数 
满足 条件： /„可被5整除当且仅当 n 可被5整除。 

5. 通过考察斐波那契序列，做出当/„可被7整除时的猜测，然后证明你的猜测。 

*6 .设 m 和 n 为正整数。证明如果 m 能被72整除，则九能被/„整除。 

© 令 m 和 n 为正整数，它们的最大公因数是 d 。 证明斐波那契数九和人的最大公因数 
是斐波那契数 A 。 

8. 考虑1行 n 列棋盘。假设用红和蓝两种颜色之一为棋盘的每一个方格着色。令\是使得 
没有两个被涂成红色的方格相邻的着色方法数。求出并验证所满足的递推关系。然后 
得出的公式。 

9. 令 心等于 1行 n 列棋盘的方格能够用红、白和蓝色着色并使得没有两个涂成红色的方格 
相邻的着色方法数。求出并验证 / z „ 所满足的递推关系。然后 找出心 的公式。 

10. 在斐波那契的问题中，假设在年初将两对兔子放进围栏中。求一年后围栏中兔子的对 
数。更一般地，求出 n 个月后围栏中兔子的对数。 

11. Lucas 数 ，…， 匕，…是按照与定义斐波那契数相同的递推关系定义的，不 
过初始条件 不同： 

ln = ln -\ + ln -2 ( n ^2) , Iq = 2, L \ — \ 

证明 

I ) 4=/«-i + /« + i» n^lo 

ii ) 6 + 行 + … + 6 = 4 U 2， n^Oo 

12. 求解初始值岣= 0和 h = l 的递推关系 h „ = 4 h „— 2 , ( n >2) 0 

13. 求解初始值 Ao = 2 的递推关系 ( n +2) h n - u ( n > l )。 

14. 求解初始值 AfOAfl 和/! 2 = 2的递推关系/ 

15. 求解初始值 -1 和 h x =0 的递推关系 h ^^ K -^- ieK -2, («>2)。 

16•求解初始值 A q = 1， 心= 0和 A 2 = 0 的递推关系 A „=3/ i „- 2 -2 A „- 3 ， ( n > 3 )o 

17. 求解初始值 Ao = 0, /ii = l , / i 2 = l 和 A 3 = 2 的递推关系心 = 5/^4 —6/ i„_ 2 —4 A„_ 3 + 
Sh n _4, ( n ^^4 )o 

18 . 确定长为 n 、 不包含两个相连的 0 或相连的 1 的三进制串（即由一些0、1和2组成的 
串）的个数^的递推关系，然后求出&的公式。 

19. 通过考察公式的前几个值求解下列递推关系，然后用归纳法证明你所猜测的公式。 

i ) h n = 3 h„- l ( n > l ); h 0 = l 
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ii ) h n = h n - 1 ~ ?i +3 (n^l) ; h() = 2 
Hi ) h n = ~ h n -i + l (n^l); ho = 0 

iV ) h „= - h n - X + 2 (n>l); h 0 = l i.. ,'' ； 

V ) h n =2 h n - x + 1 ( n ^ l ); / i 0 = l 

20 .令心 表示用单牌和多米 i 若牌以下述方式完美覆盖一幅 1 行 n 列棋盘的方 法数： 任何两 
张多米诺牌都不相邻。找出\所满足的递推关系和初始条件，但不对其求解。 

21•令《等于由一些0、1和2组成的长为 n 的三进制串的个数，但其中的0和1从不相邻 
(即01和10 从不出现)。证明 = a „-][+2 a„-2 ( n ^-2 ), 其中然后求 
出的公式。 

*22. 设在一圆上选出等间隔的 2 n 个点。令 h „ 表示将这些点连成对使得所连线段不相交的 
方法数。 建立 h „ 的递推关系。 

23. 求解非齐次递推关系 

h n =4 h n ~i + 3 X 2™ ( n ^ l ) 

h 0 = l 

24. 求解非齐次递推关系 

h n = 3 h„-i ~2 ( n ^ l ) 

^0 ~ 1 

25. 求解非齐次递推关系 

h „=2 h n - i + n ( n ^ l ) 

h 0 = l 

26. 求解非齐次递推关系 


h n — 6h„-i — 9h n _2 + 2?7 (n^2) 

h 0 =l 

/ii = 0 

27. 求解非齐次递推关系 


h n — Ah n -i — 4 h „-2 + 3n + 1 ( n^2) 

A 0 = l 

hi =2 

28. 确定下列每个序列的生成函数 

i ) c° = l, c, c 2 , •••, c n , ••- 

ii )i ， -i ， i ， - 1 ， … ，（ - i)v" 

iii)(g )，—($)，.”，( -1)”匕 )，… U 是一个实数) 

… ，士 ，… 
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V ) l ’- 六，告 ’."’(-1)” 士，… 

29. 令 S 为多重集丨 00 - e 2 , 00 - e 3 , °°' e 4 \ o 确定序列 / i 0 ， ，办 2 ，…， h ，…的 
生成函数，其中 A „ 为3具有如下附加限制的72-组 合数： 

i ) 每个^出现奇数次。 

0) 每个 e ; 出现3的倍数次。 

iii ) 元素 ei 不出现，而 e 2 出现至多一次。 

卜）元素4出现1，3或11次，而元素0出现2, 4或5次。 

V )每个^出现至少10次。 

30. 通过用 7.5 节所描述的生成函数的方法求解下列递推关系 

i ) h „=4 h „- 2 ( n >2); h 0 = 0, /ii = l 

ii ) h n = h n -i + h n -2 ( n ^2); h 0 - l , h l = 3 

iii ) h n = h n -i + 9 h n - 2 -9 h n - 3 ( n >3); h 0 = 0, h l = l , h 2 = 2 
iV )/ i „ =8 A„-i - l 6 h n - 2 ( n >2); h 0 = - 1 ,/zi =0 

V ) h n = 3 h „- z -2 h n - s ( n >3); h 0 = l,hi = 0, h 2 = : 0 

Vi )h„ =5h n -i — 6h n -2 一 4A„-3 + Sh n -4 ( n^A) ;" 0 = O，/ii = l ， A 2 = l，"3 = 2 

31. 求解非齐次递推关系 

/ 1 „ = 4/ i„- 1 + 4 n ( n > l ) 

32. 确定如下立方序列的生成函数 

0，1，8，…， n 3 ， …. 

3?>.令 JiQ , h u h 2 ， …， h n , …是由 

h n = n 3 ( n ^ O ) 

定义的序列。证明十 3 ra 2 - 3 n + 1是该序列的递推关系。 

34. 将导致下列生成函数的组合学问题公 式化： 

{1 + x + x 2 ) (1 + X 2 + X 4 + X 6 ) (1 + x 2 + x 4 + •••) {x + x 2 + + •••) 

35. 确定苹果、橘子、香蕉和梨的袋装水果的袋数/1„的生成函数，其中各袋要有偶数个苹 
果，最多两个橘子，3的倍数个香蕉，最多一个梨。然后从该生成函数求出心的公式。 

36. 确定 

2e\ + 5^2 + ^3 + = n 

的非负整数解的个数心的生成函数。 

2 H . 令 h 0 , h u h 2 , …， h n ， …是由心=(0 定义的序列 （ n >0)。 确定该序列的生成函 
数。 
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1令 h Q ， h u h 2 , …， h n ， …是由定义的序列（《>0)。确定该序列的生成函 

数。 賴 '■ 

*39 .令心表示具有 n +2条边的凸多边形区域被其对角线所分成的区域数，假设没有三条 
对角线共点。定义 /io = 0。 证明 


h n ~ h n -\ 


+ 1 ’ 

3 , 


( n ^ l ) 


( a - 1) 


(cr 


然后确定生成函数并由此得出心的公式。 

40. 确定阶乘的序列0!，1!，2!，3!，…， n !， …的指数生成函数。 

41. 设 a 为一实数。令序列 / io ， 办1 ，办2，…， h ，…由办0 = 1及办 ; i 
n + 1) ( n ^ l ) 定义。确定该序列的指数生成函数。 

42. 令 S 表示多重集⑺7 2 ,…， oo % U 确定序列…， A „， …的指数生成函 
数，其中 /io = l 并对有： 

i ) 九等于 S 的 n - 排列数，其中每个物体出现奇数次。 

ii ) h n 等于 S 的 n - 排列数，其中每个物体至少出现4次。 

iiik 等于 S 的 n - 排列数，其中 q 至少出现1次，6 2 至少出现2次，…， q 至少岀现 
左次。 

lV )/2„ 等于 S 的 n - 排列数，其中 q 至多出现1次，至多出现2次，…，作至多出现 
々次。 

43. 令 / i „ 表示用红、白、蓝和绿以下述方式给1行 n 列棋盘上的方格涂色的方 法数： 涂成 
红色方格的数目为偶数，涂成白色方格的数目为奇数。确定序列 Ao , ^1，…，心，… 
的指数生成函数，然后找出\的简单公式。 

44. 如果偶数个方格被涂成红色以及偶数个方格被涂成绿色，试确定用红、蓝、绿和橘黄为 
1行《列棋盘的方格着色的方法数。 

45. 确定用所有的奇数数字组成的 n 位数的个数，其中1和3每个都出现非零偶数次。 

46. 确定所有的数字至少是4的77位数的个数，其中，4和6每个都出现偶数次，5和7每 
个至少出现一次，但对于数字8和9则没有限制。 

47. 我们已经用指数生成函数 证明： 每一位是奇数、数字1和3出现偶数次的 n 位数字数的 
个数心满足公式 

5" + 2X3 n + : 


h „ 


(n^O) 


通过找岀 A „ 所满足的递推关系并求解这个递推关系来得岀这个公式的另一种推导方法。 

48. 我们已经用指数生成函数 证明： 用红、白、蓝给1 x 棋盘上的方格着色的方法数满 


足 




3” -2 n + 1 
2 


(n^l), he 


其中红方格的个数是偶数；蓝方格至少有1个。通过找出心所满足的递推关系并求解 
这个递推关系来得出这个公式的另一种推导方法。 






[ i ] 二丄 




5 l 2 . 




弟 


S f 鐵计雛列 


我们已经在上一章 i 寸论了几个特殊的计数序列。对于77个元素集合的排列的计数序列为 

0!，1!，2!，…， n !，… 

而过袁寒念 i 纖越譏 

D 0 ,D 1 ,D 2 ,---,D n , ■■- 

其中， D „ 的值已经在定理 6.3.1 中计算过。此外，我们还考察了斐波那契序列 

/ o ，/ l ，/ 2 , …，/»，••• 


并在定理 7. 1 . 1 中给出了/„的公式。在这一章主要研究四个著名并且重要的计数序列，即 
Catalan 数序列、第一类和第二类 Stirling 数序列以及正整数 n 的分拆数的序列。 


8.1 Catalan 数 

Catalan 序列 ㊀ 即序列 


c 0 ,c 1 ,c 2 ,---,c„,- 


其中 


C„ 


'2n 


72 + 1 


■ 0 , 1 , 2 ,-) 


为第《个 Catalan 数。前几个 Catalan 数为 


Co = 1 

c 5 : 

:42 

Cx-1 

= 

:132 

C 2 -2 

C 7 = 

= 429 

C3 = 5 

= 

= 1430 

C 4 -14 

C 9 = 

= 4862 




Catalan 数 


c n . 


'In-2' 
^ n~ \ 1 


是在 7.6 节作为在内部插人不相交的对角线，将 n + 1 条边的凸多边形区域分割为三角形的 
方法数而出现的。 Catalan 数岀现在表面看来似乎无关的几个计数问题中，我们在本节讨论 
其中的某些计数问题。 


㊀ 取名于 Eugene Catalan ( 1814— 1894) 0 
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定理 8.1.1 1 构成的 2 n 


a u a 2 , … ， a 2n 




ai + a2 + "' + at^O (k — 1,2,-" ,2n ) 


( 8 - 1 ) 


( 8 - 2 ) 




n + l\ n ) 

■^ - I I — 」 i - - 


( n ^ O ) 


证明： , 否贝 ^ 
令 表示不可接受 If 

列的个数。由于这样的序列可以看成是具有一种类型 （ + 1型)的 rz 个元素和另一种类型 （- 1 
型)的 n 个元素的两种不同类型元素的排列，于是， ^个 +_1 和^个-1 的序列的总个数为 


(2n)\ 
n\ ?i\ 


A ^ U ^\ n ) 

首先计算 U „， 然后再从中减去 L7„ 而算出 A „。 

考虑 n 个+ 1和”个 -1 的不可接受序列（8-1)。列县不 5 L 接受 加.所 

个最小的々使得部分和 . 

- - - 

ax + a 2 + ■•• + a k 

是负的。因为々是最小的，所 以在办 前面存在相等个数的+ 1和-1，并且我们有 

a i + a 2 - 1 -+ a^-i = 0 


特别地，々是一个奇整数。 _现在 把前々 项中每一项的符号都反过来 , 即对 k _ 
、用代 豊^进 强持 剩下 的项予变。 结果序列 一——一 - 一 ~~ 


ai ， a 2 ,-" , a 2 „ 


是有 U + 1) 个+ 1和 （ n -1) 个 -1 的序列。 益个过程是可 逆的 : 给定 U + 1) 个+1和 （ n - 
1)个-1的序列，则存在当+ 1 的个数超过第一个实例（因为+ 1的个数 
多于 - 1的个数)。 j-E + lffi - 1符号倒过来，结果就得到 n 个+ 1和 h 个 - 1的不可接受的 
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n~l 个元素的两种类型的元素排列数 

_ (2n ) ! 

(n + 1) ! (n - 1X1 

因此 

rr (2n)\ 

n (w + 1) ! (n ~1)\ 

从而 

,_ (2n)! (2n)\ 

n n ! n\ (n + 1) ! ( n — 1)! 

' — {2n)\ I 1 1 \ 

(2n)\ ( 1 \ 

n ! (n — l)!\n(n + l)/ 

= □ 


对定理 8 . 1.1 有许多不同的解释。我们在下面的一些例子中讨论其中的两个。 

例有 2 n 个人排成一行进入剧场。人场费50 美分 ㊀ 。 2 n 个人中的 n 个人有50分一个 
的分币，《个人有一美元的纸币 @ 。剧院售票处相当草率地用一个空的现金收录机开始售 
票。有多少种列队方法使得只要有1美元的人买票，售票处就有50分币找零？ 

如果把这些人看成是“不可区分”的并把50分币用+ 1标识而1美元钞票用 -1 标识， 
那么答案就是定理 8 . 1.1 中所定义的可接受序列数 

C -^( 2 ；) 


如果这些人被看成是“可区分”的，则答案为 


n ! )(n ! )- 


1 (2 n 


n 


+ r 


n 


(2n )! 
n +1 



因为对于 tz 个 50 分币和 n 个 1 美元纸币构成的每一个序列，存在持50分币的人的《!种 
顺序及持1美元纸币人的 n !种顺序。 □ 


例一位大城市的律师在她住所以北 n 个街区和以东 n 个街 
区处工作。每天她走 2 n 个街区去上班（见下图 n =4 的图）。如 
果她从不穿越（但可以碰到）从家到办公室的对角线，那么，有 
多少条可能的道路？ , 







. 办公室 





2 





7 




■ 

IB 

_ 





■ 


■ 



1 

1 

■ 

1 



© 这个问题反映出题目的年代！ 

㊁ 为使这个问题更准确地反映现实，或许让剧场收费5美元，并有 n 个人持5美元纸币， n 个人持10美元纸币更好。 
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每条可接受的路线不是在对角线的上面就是在对角线的下面。我们求出对角线上面的路 

线数，并将其乘以2。每条路线都是向北 n 个街区和向东 n 个街区的序列。我们用+ 1标识 

北，用 - 1标识东。于是，每条路线对应一个 n 个+ 1和 n 个 - 1的序列 ^ % 

_^ H 


a !， a 2 , …， 

为了使路线不落到对角线的下面，必须有 

k 

E ^>0 U = l ， …， 2 n ) 


J t \ 


因此，由定理 8.1.1 可知，在对角线上面的可接受路线数等于第 n 个 Catalan 数，可接受路 
线的总数为 


2 CV 


2 I2n 
n +1\ 7i 


□ 


下面证明 Catalan 数满足1阶齐次递推关系（但是有一个非常数的系数)。我们有 


C n ~] 


1 I2n 
n + 1 \ n 


1 /2 n -2\ 1 


1 (2n)\ 

n + l n In ! 


(2n —2)! 


将两式相除，得到 


n \ n — 1 / n {n — 1)\ (n — 1) ! 


C n 4 72 — 2 


C n - 




72+1 


因此， Catalan 序列由下列的递推关系和初始条件 确定： 

C n = ^~C n - X (n>l) 


C 0 - 


(8-3) 


前面已经注意到 C 9 = 4862。 从递推关系 (8-3) 导出 

Cio = ffc 9 = jj(4862) = 16 796 

现在定义一个新的数列 

Cl , c 2 ， •- -,c „ ，… 

为了提到它们时有个名字称呼起来方便 JIM 它们叫做拟 - Catalan 数。令 




(n = 1,2,3,---) 


我们有 





并用 n -1 代替 n ， 由式 (8-3) 得到 


Cf =1! (1) = 1 


Cn =w!C„_i 

, An — 6^ 

-n ! — ~ — -2 

=(4n ~6)(n — 1)! C„_ 2 

= (4 n -6) C：_ 1 

这样，拟 - Catalan 数由下列递推关系和初始条件 确定： 

； 5 C ： =(4n-6)C：_! (n>2) 

=1 (8-4) 

利用这个递推关系，计算前几个拟 - Catalan 数： 

Cf = 1 C 4 * = 120 

Ci =2 C 5 *=1680 

C 3 # = 12 C 6 * =30 240 

Catalan 数的定义公式和拟 - Catalan 数的定义意味着拟 - Catalan 数的公式成立 

r * .... ( -j \, /2n - 2\ (2?i -2) ! / 

1)! I „-i j- (n-1)! {n>l) 

这个公式也可以从递推关系 (8-4) 得到。 

例令&，•••，〜为 n 个数。我们说这些数的是指进行〜， a 2 ，…，〜 
的乘法的方案， 个乘法格式需要两的_ n - 1次乘法 .这两数中的每一个或者是 
a 2 , a „ 之一，或者是它们的部分乘积。令表示 w 个数的乘法格式的数目。由于 

(«1 X a 2 ) fn ( a 2 x « i ) 

是两个可能的方案，因此，有幻=1(这可当作/^的定义)和/1 2 = 2。这个例子指出，在乘 
法格式虫数的1 顷序 是要考 虑的 0 o 如果 n -3, 则存在12 种 格式： 

(ai X (a 2 X a^)) (a2 x (<2i X a 3 )) (03 X (ai X «2)) 

(( a 2 Xas ) X aj ) ((ai X a 3 ) X a 2 ) ((ai X a 2 ) X a 3 ) 

(ai X ( a 3 X a 2 )) ( a 2 X ( a 3 X aj ) ( a 3 X ( a 2 x ai )) 

((03 X 02) x ^i) ((a 3 ><ai)Xa 2 ) ((^2 x «i) x <23) 

于是， A 3 = 12。 三个数的每一个乘法格式都需要两次乘法，每次乘法又对应一套圆括号。 
这些外层的圆括号能够使我们用一组括号辨别每一个乘法 X 。一般说来，每一个乘法格式都 
可以通过以某种顺序列出 a 2 ，…，化而后插人 《-1 对括号使得每一对括号都指定两 
个因子的乘法而得到。但是，为了得出的递推关系，我们以归纳的方式来考察它。对 


㊀ 用更代数化的语言来说，我们不假设交换律成立。 
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ai , a 2 , a „ 的 每一种格式均可从对〜， a 2 ， 二 ■•，的楂_式 ^洽奸下^ 

0 S . 

i ) 取 a 2 ，…，心^的一种乘法格式(它有”-2次乘法和 n - 2组括号），将知插 
入到 n -2 个乘法之一的两个因子中的任一个因子两侧中的任一侧。于是，1个 
数的每一种格式都用这种方法给出 h 个数的 2 X 2 x ( n -2)=4( n -2) 种格式。 

叼取〜 a 2 ，…， 心 - i 的一种乘法格式并用乘它的左边或右边。于是， n -1 个数的 
每一种格式均以这种方式给出 n 个数的两种格式。 

为了解释，令 n = 6 并考虑对于 q ， a 2 , a 3 , 叫，％的乘法格式 

((ax X a 2 ) X (( a 3 Xa 4 ) X a 5 )) 

在该格式中有 4 次乘法 e 。 我们任取其一，比方说 U 3 X a 4 ) 和的乘法，并将 a 6 插人到这两 
个因子的每一个的任一■侧，得到 

(( a r X a 2 ) x ((( a 6 x ( a 3 Xa 4 )) Xa 5 )) 

(( aiXa 2 ) X ((( a 3 X a 4 ) X a 6 ) X a 5 )) 
(( a 1 Xa 2 ) x (( a 3 Xa 4 ) x ( a 6 Xa 5 ))) 

((ai X a2) x ((<23 x a4) X (a$X a ^))) 

用这种方法得到4乂4 = 16种〜，句，^ 3 ，如，^1 5 , 叫的 格式。除了这些格式外，还有两种格 
式，在这两种格式中 <26进行最后一次乘法，即 

(a 6 X ((ai x a 2 ) X ((a 3 X a 4 ) X as))) ,(((ai X a 2 ) X ((a3 x a 4) x ^ 5 )) x a (>) 


这样，五个数的每一种乘法格式给出六个数的 18 种格式； 我们有 h = 18/ i 5g / 

令 n > l 。 推广上述分析得到 ， n - 1个数的种乘法格式中的每一种格式均给出”个 
数的4 (n ~2) +2 = 4 n -6 种格式。于是，得到递推关系 

h n = (4 ?z ( n ^2) 


ju \ 二 


它和初始值 /ll = l 一起确定全部序列&1，&2， •• 


h n , …这是与拟 - Catalan 数 (8-4) 所满足 


K = Cl =( n - l )! (2: 一 f ) { n^D □ 

- - — - ■**"'**— 一 ^ 

在前面的例子中，假设只对以顺序 A , a 2 , …，列成的”个数的那些乘法格式进行计 
数。这样一来，例如 （ U 2 x ai ) x a3 ) 就不再计人格式数。 會 g „ 表示带有这 独贈 
格式数。 于是， / i „ = n ! 私，因此 


gn ： 


. 'Jjl 
71 ! 


n ! 


丄 

n 


'In 
\ n - 




c„. 


( n > l ) 


(8-5) 


因为我们只考虑 n ! 种可能的顺序中的一种。… . 

也可以用如下定义得到&的递推关系。在《 2 ,…， 〜的 每个格式中，存在着最后的 


© 上述格式中每一套括号各对应哪个乘法 x ? 


190 组合教学 ,, 

乘法（对应外层的圆括 号）： 

(( ai ，-", a k 的格式 ）X ( a k + i ，---, a „ 的格式 )） 

关于^， …， q 的乘法格式可以有沿种方式选择，而 以 + 1 ，…，的乘法格式有种 
方式选择。由于6可以是数1，2，…， n - 1中的任一个，因此有 

心 = 容1心-1 + 容2私-2 + 〜 + 容》-1尽1 U >2) (8-6) 

这个递推关系和初始条件幻=1一起唯一确定计数序列 

gU 幻，幻，…， gn , … 

这样， 


Sn — C” — 1 


_X/2n~2' 
n \ n — \ > 


[ n ^ l ) 


这个递推关系 (8-6) 与 7.6 节借助对角线将凸多 
边形区域分成三角形的递推关系是相同的。这样， 
又有了 7.6 节所得到的公式的纯组合学推导 e ， 并 
且得到 结论： 将具有 n + 1条边的凸多边形区域 g 

jgi _ 

当 "=7 时，在 n 个数 q ， a 2 ， …，的乘法 
格式与 n + 1条边的凸多边形三角形化之间的对应 
如图 8-1 所示。每一条对角线对应除最后一次乘法 
外的一个乘法，多边形的底边对应最后的那次乘 
法。 ' . 

8。2差分序列和 Stirling 数 



(((^ ia 2 )(« 3 («4巧)))(“ 6 巧)） 

图 8-1 


为一数列。定义新的序列 


叫做式 (8-7) 的由 


h 0 f h 1 ,h 2 ,-",h„,- 


△厶0 ， △厶 1 ， A / i2 ，…， A / i „ 


Ma^hL±l — h n (n>0) 


(8-7) 


( 8 - 8 ) 


定义的(一阶)差分 序列。 差分序列( 8 _ 8 )畔项是序列 ( 8_- 7) 相邻项的差兮. 


© 7.6 节中的推导本质上是解析的。 
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\ A 2 /lQ , A 2 /2 ! , A 2 /l2 , • • • , A 2 /z„ , 

这里 

h n — A( A/ i „ ) 

I = Ah n + l ~ Ah n 

= ( h „+2~ h n + 1 ) ~ ( h n + i ~ h „) 

I = h n+2 - 2 h n + l + h „ (n^O) 

更一般地,我们可以通过 

A p h 0 > A p h 1 , A p h 2 ,'" , A p h n , ■•- ( p ^ l ) 

递归地定义 (8-7) 的声- 阶差分序列，其中 

t ---、 

因此， p 阶差分序列是 ( P - 1 ) 阶差分序列的一阶差分序列。 定义一•个序列的0阶差分序 
列就是它自己，就是说 

A°/i„ - h n (? i ^ 0 ) 

序列 (8-7) 的差分表是通过将每个 /) = 0, 1，2,…阶差分序列列成一行而得到，如下 所示： 

| kg hi /12 A4 ••• 

A/io A/i \ AA2 A/13 … 

A 2 /z 0 A 2 ^! A 2 ^2 … 

△ 3 "0 A^hi … 

p 阶差分在行 p 上，而序列本身在行 o 上 mM , 从0开始数这些行)。 

例令序列 / io， 心， A 2 , …， A„， …由 

h „ = 2 n 2 + 3?z + 1 (n^O) 

确定。该序列的差分表为 

1 6 15 28 45 66 91 - 

5 9 13 17 21 25 ••- 

4 4 4 4 4 “. 

0 0 0 0 •- 

在此例中的三阶差分序列全部由 0 组成从而所有更高阶的差分序列也都由0组成。 □ 

现在我们指出，如果二般项是《的 6次多项式，那么 （p + 1) 阶差分就都是 
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0^当这种情况发生时，可以把第一个0行后的所有的0行删去。 

定理 8.2.1 令序列的一般项是》的6次多项式，即 

h. n — a ^ + ••• + ai?i + (n^O) 

r — 1 . . . ~ 1 1 

则对所有的 »>0, A p + 1 h = 0 o 


证明： 用归纳法来证明本定理。如果 p = 则有 

h n ^ a 0 , X# 所有的 n>0 均为一常数 


进而 


A/i n — h n - i -1 ~ h n = clq ~ clq ^ 0 ( 7 i ^-0) 

假设声>1，当一般项为《的至多 0-1 次多项式时定理成立。有 


Ak„ = (< 3 ^(« + 1 )々 + 0 ^- 1 (”+ 1 ) 户 _1 + — + < 2 1 « + < 2 0 ) 

— ( apn p + ap ~ in pl + ■'■ + a\n + ao ) 


由二项式定理 


a p {n + l) p ~ a p n p — a p (?i p + f ^ 卜产 1 + … + 1) - a p n p 


? i p ~ l + ••• + 






从这个计算中我们断定， n 的夕次幂在 M„ 中消去了，并且，么心是”的至多/>-1次多项 
式。根据归纳假设 

A^(A/iJ = 0 (n>0) 

由于 (A/iJ, 现在推出 

A p + 1 h n ^0 ( h >0) 

因此，根据归纳法定理成立。 □ 

现在假设 g„ 和/„分别是两个序列的一般项，而另一个序列由 

h n ~ gn + fn ( n ^0 ) 

定义。则 

△/ i n — h n + 1 — h n 

一 (Sn +1 fn + 1 ) ( Sn fn ) 

= (gn + l-gn) + (fn + l~fn) 

=^gn + A /„ 

更一般地，可以归纳出 

A ^ h n = A p g n + A p f n ( p >0) 

若 c 和 d 是常数，对每一个整数^>0,有 
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( cg n + df n ) = cA p g „ + d ^ p f n ( n >0) (8-9) 

把式 （8-9) 中的性质叫做差分的 线性性 ©。从式 （8-9) 看到，序列 心 的差分表可以通过 
用<：乘以的差分表的项并用 d 乘以/„的差分表的项然后将对应的项相加而得到。 

例令 g n = tt 2 + ? z + l ， 弁令 f n = n 2 - n -2, ( n ^- O)o g n 的差分表是 

1 3 7 13 21 … 

2 4 6 8 — 

2 2 2 

0 0 … 

f n 的差分表 是 - : 

~ 2 - 2 0 4 10 … 

0 2 4 6 ". 

2 2 2 … 

0 0 … 


令 


= 2 g „ + 3/„ = 2 ( n 2 + ?z + 1) +3 ( n 2 - n - 2) 
= 5 ti 2 ~ n 一 4 


差分表通过将第一个差分表的各项乘以 2 并将第二个差分表的各项乘以 3 然后再相 
— 4 0^ 14 38 72 … 


4 14 24 34 

10 10 10 … 


0 0 


□ 

正是由于差分表的这个定义，一个序列心，心，心，…，心,，…的差分表电 ^0| 
上迪瓦 窦適^ 我们下面观察，差分表也可以沿左边，即第0条对角线上的元素确定，就是 
说，措羞分表 量左边的对角线上的数 

h 0 = A 0 ho^ l ho ， ^ 2 h 0 ,A 3 h 0 ,- 
〜 _ _ _ —------- - - 

这企性质是下述事实的推论，即差分表（从左到右）的对角线上的 元素虫前二条辦 
、 角线上的元素确宅。 例如，第一条对角线上的元素是 — ^ 


hi -A 0 h l = A 1 h 0 + A 0 h 0 = Ah 0 + h 0 
Ahi= z A 2 h 0 + AA 0 


© 用线性代数的语言，序列的集合形成一个向量空间，而 A 是在这个向量空间上的线性变换。 

㊁ 该性质是如下事实的离散模拟,即解析函数 /( x )( 通过它的 Taylor 展开式)由函数值和在 x = 0 点的所有各阶导数 
/(0)，/(0),/(0),…确定。 
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A 2 /ii = A 3 /i 0 + ^ 2 ho 


如果差分表的第0条对角线 只包含0 ,那么整个差分表就只含有 ik 下一种最简单的^ 
0 条对角线譬如1 在第 p 行（从而在这个1的前面有 p 
条对角线上的 p + i 行，/> + 2行，…的元素都是0的事实显然可 知：在 
p + m , p+2 行，…的所有元素都等于0。 

例如，设6=4。于是，第5行和更大序号的行只含有0。 能否找出序列的二 
得它的差分表的第0条对角线是 


娜 


0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ,' 


( 8 - 10 ) 


呢？用这些左边上的元素确定差分表的三角形部分并得，到 

■o \ I- 1 y 

0 0 0 0 1 

0 0 0 1 

0 0 1 

0 1 

1 

既然第 5 号行全是0,那么寻找一个其第 n 项是《的4次多项式的序列。 尽上面 i 士 算出 

h o = 0, h 1 = 0, h 2 -0, h 3 : = : 0 以及 h 4 -l 

于是，如果心是一个4次多项式，它有根0, 1, 2, 3,那么对某个常数 c 成立 


由于 A 4 = l , 我们必须有 


因此，具有一般项 


h n — cn{n — 1)( n — 2) ( n — 3) 


1 = C ⑷⑶⑵⑴，等价地 c 


>(n ~ l)(n ~2 )(m - 3) 


(n^O) 


3 序列有一个其第 _P 条对角學 由 式 (8-10) 给出的差分表 D 
更一般地，同样的论述指出 

, n(?i ~l)(n-2)---(n ~ (p-1)) _( n 

hn — p\ ~~\p 

IjlMP 次多项武，其差分表的第 Q 条对角线等于 


生0,… , D ，1，0,0，". . 

利用差分的线性性和差分表的第0条对角线确定整个差分表，从而确定序列本身的事 
实，我们得到下列定理。 
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定理 8.2.2 _其差分灰的第0条对角钱等于 

co ， c l , c 2 ,"-, Cp ,0,0,0, ••- 其中 


( 8 - 11 ) 


□ 

将定理 8.2.1 和 8.2.2 结合起来，我们看到， n 的每一个 p 次多项式都可以通过常数 C 。， 
……，的某种选择而被表示为式 (8-11) 的形式。 这些常数是唯一确定的(见练习题10)。 

例考虑具有一般项 

h n = n 3 + 3n 2 — 2n + 1 (n^O) 

I 的序列。计算差分，得到 

1 3 17 49 

2 14 32 

12 18 
6 

由于 hjn 的三次多项式，它的差分表的第0条对角线是 

l ，2，12,6,0,0 r ” 

因此，根据定理8.2.2, \的另一种写法是 

h ⑵+ 2 ⑺ +12 ⑴ +6 ⑵ （ 8 - 12) 

&什么 i 用抆种_方式表 示&呢？下面是它@ 一个原因。假设我们要龙部分和_ 

n 

^hk = ho + h t + ■•- + h „ 

k = 0 

利用公式 (8-12), 我们看到 


的序列的二般项是满名 


的 打的 P 次多项式。 


h n — ^ O 1 


ih-i 


n 


ci 


n 

1 


+ ••• + 


c p \ 


p> 


th k ^ lt { k ) + 2 t { k ) 

k = d * = 0 x u ' 6 = 0 \ 丄 / 

+ 12 E (^) + 6 E (^ 

k = 0 \ △ 1 k = 0 x J 

由 5.3 节知道 


因此 



7 Z 十 1 

夕 +1 


IX 


+ 2 


k~0 


2 


12 


1+6 


n + 
4 




(8-13) 


□ 


196 组合数学 


上述过程可以用来计算其一般项为 n 的多项式的任意序列的部分和。 
定理 8.23 设序列 h ， h ， A 2 ， …，心， …有一个差 仓 表， 

,Cp,Q,Q, ••- 


JL 


y ] h k = c 0 

k = Q 


n + 1 WH+... + 4 


证明： 由定理 8.2.2, 有 


h ^ c o \ o ) + ^[ l ) + --- + c p\p 


利用公式 (8-13)， 得到 


k = Q k:Q v u ' ^ = 0 v 1 ! k = Q 

(n + l \ ( n + 1 \ / n + 1' 

c 0( i ) + ^ i ( 2 卜… + c d 


. p + 1 


例求前 n 个正整数的四次方的和。 


令 


11 


计算差分，得到 


0 1 16 81 256 

1 15 65 175 

14 50 110 
36 60 
24 

因为〜是一个4次多项式，其差分 表的第0条对角线等于 

0， 1， 14, 36, 24, 0, 0， • 

因此 

I 4 + 2 4 + …+ 7 Z 4 = D k 4 
___ * = 0 


□ 


：0(- 1 ) + ^ 2 +1 ) + 1 4(^ +1 ) + 36(^ +1 ) + 24(«； 1 ； 


□ 


可以用类似的方法考虑一般项为心= M 的序列来计算前《个正整数的次幂的和。前 
.面的例子是 P =_4 的情形 。 

夢分 弄的第 I )备对角线 _ h 出的那些数在组合学中有重要意义 < 现在就来讨论它们 o 
令 

h n = n p 

根据定理 8.2.1 和8.2.2, K 的差分表的第0条趾 鱼线有形式 

c (夕， 0)，c(/?，l)，c(f，2)，"，c(》，p)，0,0〆" 
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n p = c(p ， 0)O + c( 》， l)(7) + 〜 + c(p ， /0(; 
如果 f =0， 则 / i „ = l ， 它是一个常数_，式 (8-14) 化为 


n ° = l = l 


特别地 


(8-14) 


c ( 0 , 0) =1 

由 作为 n 的多项式 有一」 企等于0的常数项，故若也有 

心， 0)=0 (p>l) 

通过引人新的表达式改写式(8-14)。令 

「 n | w(n _ 1) … （n - A + 1) ，若是 >1V 

[ 7 zL = ll ， 若 ^0 J 

我们注意， ul 与 pu ， o 相同，即 n 个不同物体的见 3.2 节），但是，现在 
希望用不太麻烦的记号 ul 。 我们还注意到 

[«]^ + i - in - k)[ 7 i] k 

由于 

(n \ _ n(n - l)-"(n ~ k + 1 ) _ [«]* 


从而得到 


因此，式 (8-14) 可以改为 


M k - k \ [I 


c(p + c(p ,1)^^ + … + c(p,p)^^ 

±c(p,k) [ -f^ 

k = 0 K • 


现在我们引人数 


则公式 (8-14) 变为 


公 c(p,k)^ 


S { p , k ) = £ ^^ { Q < k < p ) 


n p = S(jj ， 0)[?i] 0 +>S(> ， l)[yz] 1 + ". + > S(p ， j))[n] J 

= t ^ S { p , k )[ n] k 


(8-15) 
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引入的数 S ( p , 故 j 士色 ㊀ Stirling 数®。 由于 

s ( p , o ) = ^-^-°- = ^ ^ 


( p ,0) 


因此有 


S ( p ,0) 


\ iMp=o 
lo , 若 p>l 


(8-16) 


在式 (8-14) 左边 V 的系数是1，而右边则为 


c ( p , p ) 

P \ 

(由于其他项均为 n 的次数小于 p 的多项式，因此只有公式 (8-14) 右边的最后一项影响2 
的系数)。这样，有 

= l ( P >0) (8-17) 

-- - - - - - 

现在证明第二类 Stirling 数满足类 Pascal 型 （ Pascal - like ) 递推关系。 

定理 8.2.4 知果 1<是<^ —1，则 

S(p,k) = kS(p - 1, k) + S(p ~l,k~l) 

证明：首先观察，假如不是因为在5(户-1，幻前面有因子 h 我们得到的就是 Pascal 递 
推关系了。我们有 


2 S (^,^)[ n ]/ 


(8-18) 


.i p ] = 2 s(p - 


i p = n X n 声一 1 


n^S(p - l,k)[n] k 

k = 0 

t S、p - l ，々 )n[n] fe 

k = Q 

S(p ~ l 9 k)(n - k + k)[n] k 

k=0 

2 S(p - l 9 k)(n ~ k)[n~\k + ^ kS( p — 1 ，々 ）[”]/ 

k =0 k=o 

p—\ - p — l 

2 s (/ > - i,^)[n] i+ i + 'Xjksi.p - 1 ，々）[«] 灸 


© 因此，必然存在第一类 Stirling 数！我们在本节后面讨论之。 
㊁ 取名于 James Stirling ( 1692— 1770) 。 
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在上一行左面的和中，用 A -1 代替 L 得到 

P (-1 

n p = y j S(p ~ l,k - 1 )[?2 ]/, + kS(p - \ , k )[ n] k 

k=l k 二 l 

- s(p - i,p - i)["] p + Y)(s(/> - i,k — l ) 十 ks(p - i ，々 ））[«L 


k=l 


对于满足的每一个々，比较 V 表达式中的系数和公式 （8-18) 中 [ n] k 
的系数，最后得到 

S(p , k ) — S(p - \ , k ^— 1-)'+ kS(p ~ I , k ) □ 

定理 8.2.4 中给出的递推关系和来 自式( 8 -1 6 )和(&1 7 )_的初始谆 . 

S (^,0)=0 { p -^\ ms { p , p ) = \ ( p >0) 

确定了第二类 Stirling 数 S (h /0的序列。正如我们对二项式系数所做的那样，可以构造 
这些 Stirling 数的类 Pascal 三角形（如图 8-2 所示）。 


P\k\ 0 


0 

0 

0 

0 


17 6 1 

1 15 25 10 1 

1 31 90 65 15 

1 63 301 350 140 


21 


图 8-2 S (/> ，々）的三角形 

三角形中的每一项 S ( f，A ), 但不是三角形两条边上的那些项(这些项由初始值给出〉， 
mvfmj 乘以该项的言接 h 方元素并将结果加上该项的直接左上友的元盍 面提 ■ML 
从第二类 Stirling 数的三角形中看到 


S(p,l) 


(p>l) 


S{p,2)=2 p - l -\ {p>2) 


S (夕， P - l ) = ( 2 j ( p ^ l ) 

将这些公式的验证留作练习。利用下一定理中给出的第二类 Stirling 数的解释也可以验证这 
些公式。 


定理 8.2.5 考二类 StirUndS (h 是将个元素的集合划分成々个不可 辨别的 
非空盒的划分的 H 

证明： 首先，我们解释在当前情况下不可辨別意味着什么。说这些盒不可辨别是指不能 
把一个盒子与另一个盒子分辨开。它们看起来都一样。例如，如果某个盒子的内容是元素 
a , 6和 C ， 那么它究竟是哪个盒子并不重要。如果不能把一个盒子与另一个盒子区分开， 
那么又怎么能够指出它呢？因此，唯一重要的在于各个盒子的内容是什么，而不是哪个盒子 
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装了 什么。 

令 S ^( p , k ) 是将 f 个元素的集合划分成6个不可辨别的非空盒的划分的个数。容易 

看到 

S *( p , p)^l ( p >0) 

— 

因为如果盒子的个数与元素个数相同，那么每一个盒子恰好有一个元素（记住，不能把一个 
盒子与另一个盒子区分开），而且 

S *(，，0) = 0 ( p > l ) 

因为如果至少有一个元素而没有盒子，那么不可能存在划分。如果能够证明 S *( p ， A ) 满 
足与第二类 Stirling 数所满足的相同的递推关系，就是说，如果能够证明 

S *( p , k ) = kS *( p - l , k ) + S *( p ~ l , k - l ) ( l ^ k^p 一 1) 

那么就可以断言对满足0<是<> 的所有 A 和夕， S *( p , k ) = S ( p , k ) 0 

我们论证如下。考虑将前 P 个正整数1，2,…， P 的集合作为要被划分的集合 。I 
U _, 2, p \ 分成々个非空、不可辨别盒子的划分有两独类甜 i 一 

n y 那些使得 o 自己单独在一个盒子的 划分: 

[ii 不 单独在二个盒子的划分 n 这样，包含 a 的舍子就至少还有多于一个 的 

元素 o 

在第情况，如果从含有 p 的盒子中拿走 p ， 那么我们就得到将 u ， 2, •••，/>- 
1} 划分成々-1个非空、不可辨别盒子的划分。因此，存在1，是-1)种对 u ， 2， 
••• » p I 的第 i )种划分。 〜 m 

现在考虑第 ii ) 种划分。设从含有夕的盒子中拿走 p , 由于 > 不单独在这个盒子里，因此 
就得到将|1，2,…，划分成是个非空、不可辨别盒子的划分 An a 2 ，…，义。现在 
你可能要想说存在 M ) 种第 ii ) 种划分，但是事实却并非如此。理由如下。通过拿走声 
而得到的 il ,. _:2，…，的划分 . Aj ^ Al : …， . A 々产生 于」1，2，…，_户！ .. 的.是个不同的 
划分，即产生于 

A x \ J\p \ , A 2 ,-", A k 
A 1 , A 2 U \ p \ ，- " , A k ’ 


Ai ， A 2 ,---, A k [j \ p \ 

换一种方式来说，在删除 p 之后我们不能辨别是从哪个盒子中删 除的； 由于在 A 被取走后 
所有的盒子仍然是非空的，因此被取走/>的盒子可能是这6个盒子中的任一个。于是，11， 
2-, k \ 存在佔 MfU) 种第 ii ) 种划分。因此 

S " {p , k ) = kS *{p — l , k ) + S*{p — l,k~ 1) 

证明完成。 □ 

因为我们知道 s ( A ； o 是将》个元素的集合划分成 A 个不可辨别的非空盒的划分的个 
数，所以我们不使用在定理 8.2. 5的证明中引入的记号 S *( pj )。 它现在是多余的。 
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现在使用我们对第二类 Stirling 数的组合学解释并得出它们的公式。为此，首先确定将 
|1, 2, k \ 分成是个非空、 可辨别 的盒子 e 的划分数3 # ( p , k ) Q 0 把盒子看作是一 
个涂成红色、一个涂成蓝色、一个涂成绿色等等。这时，不仅哪些元素一起被放进盒子里要 
考虑，而且放进的是哪个盒子也要考虑（它是红盒、蓝盒、绿盒、…）一旦 知道々 个盒子 
的内容，就可以用々！种方 法对& 个盒子涂色。于是 

S ^( p , k )^ k \ S ( p , k ) : (8-19) 

从而 

( p , k ) 

因此，只要求出的公式即可，这可通过利用第6章的容斥原理来得到这个公式。 
在得出公式以前，我们注意，公式 (8-19) 的验证依赖于每个盒子都是非空的事实。如果这些 
盒子可以是空的，那么我们就不能用 W 乘以 Sb 』) 来得到 S # ( p ，々）。 如果一个划分中有 
；•个盒子是空的，那么该划分就产生 . 

k \ 

rl 

个可以辨别盒子的划分，因为在它们之间交换空盒不产生任何变化©。 

定理 8.2.6 对每一个满足的整数6，都有 

S # ( p , k ) =2(- 1)^ (f )(^ - t) p 一—:一 :.:::’:::::':::3.二. 

t = 0 I 

从而 

* . S ( p , ^) = 2 (- l) f )(A - t) p . 

证明：令 U ■是将 |1, 2，…，》 I 分成々个可辨别盒子 Bn B 2 ， …，爲的所有划分的 
集合。我们定义 A 个性质匕， P 2 , …，朽， 其中巧为第 f 个盒子马是空盒的性质。令 A ; 
表示 U 的子集，它由盒 玖是空 盒的那些划分组成。此时 

S # (/),^) = | Aifl A 2 n •••fl AJ '•» 

我们有 

I U \^ k p 

因为 力个元 素中的每一个都可以被放进 A 个可辨别盒子的任意一个中去。令 f 是一个满足 
的整数。集 u 有多少个划分属于交 n a 2 n … n A f ? 对于这些划分，盒子 Bi , 

㊀ 正当你开始习惯于不可辨别盒子的时候,我们改变规则并辨别它们！ 

㊁ 我们放弃一个记号并且几乎立即引人另一个记号！在数学中记号是重要的。恰当使用会増加清 晰度; 简明扼要不 
是它仅有的好处。 

㊂ 我们实际具有的是相同类型(空集)的 r 个物体和 k ~ r 个其他不同物体(那些非空盒子的内容)的一个多重集。 
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B 2 ，" •，乌是空的而剩下的盒子 B f +1 ，…，场可以是也可以不是空的。因此， \ A l f ] A 2 n - nA t \ 
是对 U , 2 ,…， y 的划分到 是 - i 个可辨别的盒子的划分数的计数，即等于 { k - ty 0 无论 
假设哪 t 个盒子是空的，相同的结论都 成立； 也就是说，对于|1，2,…，; U 的每一个组合 
\h ， h ， ", i t \ 

I n 门 … n 丨 —(k — 

因此由容斥原理(见公式 (6-3))， 我们有 

sHp,k) = 小 □ 

t =0 \乞 1 

Bdl 数 e i ^ 是将 A 个元素的集合分成非空、不可辨别盒子的划分数。现在不指定盒子的 
数目，但由于盒子都不空，故盒子的个数不可能超过 

三角形的一行上的元素的和（见图 8-2); 即 -—' 

- - - - -- - - -- --- -- -- - - 〜 

i^ = S (夕， 0) 十 S (夕，1) +…+ 5(多，夕） 

因此 

Bq = 1 B4 - 15 

B x = l B 5 = 52 

B 2 = 2 B 6 = 203 

S 3 = 5 B 7 = 877 

Bell 数满足一个递推关系，但却不是常数阶的。 



证明： 将集合|1，2,…， W 划分成一些非空、不可辨别的盒子。含有 f 的盒子还包 
# U ， 2, U 酑集 X (很 可能 空)。 集 XI 个元素，其中@0到户-_ 

某个整数。我们可以有~种方式选择大小为〖的集 X ,并以馬^^种方式将11， 
2,--, p -1 丨中不属于 X 的/ >-1 -〖个元素划分成一些非空、不可辨别的盒子。因此 

B P = 湯 … 

当 t 取值0，1，…，1时，（/> -1) _〖也取这些值。因此得到 

':着 口 

㊀ lit E.T.BeU (1883—1960) 的名字命名。 
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第二类 Stirling 数指出如何用 [ 7; ] o ， [ n ] 


用则相反。它告诉我们如何用 《 Q ， n 1 ， 


…， [ 写出 J | 二^ Stirling 霞的作 

写出 [ nL 0 o 由定义 〜 


[n = n(n -1)( ?z — 2) — p + 1) 

—(n ~0)(n —1)(« — 2)***(w — ip — 1)) 


( 8 - 20 ) 


因此 




i ) [ n ]o = 1 

ii ) U]1 = n 

iii ) [”]2 = « (n ~ 1) = n ~ — n 
iV ) [”] 3 = n ( n — 1) ( n — 2) : 


?7 3 — 3 n 2 + 2 n 


V) [”] 4 = w (n - 1) {n ~2) (” —3) = n 4 ~6?i 3 + ll?i 2 ~6n 
一般地，公式 （8-20) 右边的乘积有 p 个因子。如果将其乘开，就得到含有 n 的幂 

W — 1 ， …， 

的多项式，就是说，得到形如 

[”] 户 = 5(/> ， />)n 々一 〆 夕， _p _ l)n 々 _1 + … + ( — 1) 户 — — 1 ) 户 s (/ > ， 0 )n 0 

= t ](- l ) p - k s ( p , k )? i k 


( 8 - 21 ) 


k -0 


的表 达式。 第一类 gtirling 数|| 晕出尽弃 竺式 （8-21) 中的系数: 


从公式 (8-20) 和 (8-21) 容易推出 


和 


s { p , k ) ( O ^ k ^ p ) 


; .( A ，0)=0 . ( P >1) 


s ( p , p ) = l (/ >>0) 

因此.第一类 Stirlkn 数逾足盖第二类 Stirling 数一样的初始条件。但是，它们满足不同 
的递推关系，其证明与定理 8.2.4 证明的思路基本相同。 

定理 8.2.8 如果.—1，_则 

s { p , k ) = { p - l ) s { p - l , k ) + s { p -\, k - l ) 


证明： 由公式（8-21)，有 




k = Q 


iy ~ k s { p , k ) n k 


( 8 - 22 ) 


© 对于熟悉线性代数的读者，解释 如下： 具有（比如）实系数，最多为 p 次的那些各项式形成一个/> + 〖维的向量 
空间。组1, n ， n 2 , …，沪和组 U]o = l ，[ n ] 1; [«%都是该空间的基。第一类& 2 >沿祖数和第二类 

Stirlhig 数告诉我们如何用其中的一组基表示另一组基。 
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在这个方程中用3 - 1代替 P ，又有 

[ nlp-x - 2 l ) p ~ 1 ~ k s(p - l , k )? i k 

k = 0 

下面，我们观察到^ 

[n] p -[n]p- 1 (?i - (p ~1)) 

因此 

[ n ]^ = ( n -(/)- l ))2(~ l ) p —卜 k s(p - l , k ) n k 

k = Q 

改写后，变成 

E (- \y- x - k s{p - \,k)n k+l + S (- l) p _ k 〔P — l)s(p - l,k)n k 

k -0 k—O 

在上式的第一个求和中，用 A -1 代替々，得到 

P 

[ n^p = 2( — l ) p - k s(p - l , k - l )? i k + ^] (- V) p _ k {p - l ) s(p - l , k )? i k 

k-l k -0 

比较这个表达式中^的系数与表达式 （8-22) 中的系数，得到 

s ( p , k ) = s ( p - l , k - l ) + ( p - l ) s ( p - l , k ) 

对每一个满足 -1 的整数 々成 立。 □ 

像第二类 Stirling 数一样，第一类 Stirling 数也是对 某种事物的计数，这在下二 
玄的证明在结构上类似于定理 8.2.5 的证明。 

定理 8.2.9 第一类 Stirling 数 s {p , k ) 是将々 个物体排成々个非空 的#环排列 的方. 

法数。 ^ ' * 

‘丨〜 — | — 

证明： 我们把定理叙述中的循环排列叫做圆圈 （ circles )。♦ sHp , 6) 表示把 f 个人 
排 成&个 非空圆圈的方法数。于是有 

sHp，pX ( p >0) 

因为如果有 f 个人和多个圆圈，那么每个圆圈就只含一个人 e 。 我们还有 

sHp ,0)--0 { p>D :二 … ' 

这是因为如果至少有一个人，那么任何的安排都至少包含一个圆圈。因此，数3 (/)，々) 
与第一类 Stirling 数一样满足相同的初始条件。现在证明它们满足相同的递推 关系； 就是说 

(p , k )- {p ~1) ( p ~ l , k ) + {p - l,k - V ) 

设人被标上号码1，2, …， f 。 将 1，2, …， f 排成々个圆圈有两种类型。第一种排法是在 
一个圆圈中只有标号为 夕的人自己； 这种排法共有 ( p -1, 々-1)个。在第二种类型 
中，户至少和一个别的人在一个圆圈中。这些排法可以通过把1，2, …， f -1 排成々个圆 


© 每一个人的右手握着同一个人的左手! 
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_ : : ~ : ~ : : 

圈并把放在1，2 ，…， f - 1任何一人的左边得到。这样，1，2，…，/>-1的每一次排 
法用这种方式都给出1，2,…，》的{-1种排法，因此，第二种类型的排法共有 （ fl ) 
种。于是，将 f 个人排成6个圆圈的安排方法数为 

乂 s # (p,k) — s tt (p-l,k~l) + (p-l)s # (p-l,k) 

现在得要4)。 ^ □ 

尤其要注意，在定理 8.2.9 的证明中我们所做的就是把丨1，2,…，川划分成 々个 非空、 
不寸辨别的盒子，_然居将每个盒子•中的元素排成一个循坏排列。 

8.3 分拆数 二::一 >二二二一: .... 


' f 整数 h 的一个分拆是 w 作为称做部分的一个或多个正整数的无序和:的一种表示。 由 

2, 3, 4和5对应的分拆为：1; 2, 1 + 1； 3, 2+1, 1 + 1 + 1; 4, 3+1, 2 + 2, 2 + 1 + 1, 
1 + 1 + 1 + 1 以及5, 4 + 1，3 + 2, 3 + 1 + 1，2 + 2 + 1， 2 + 1 + 1 + 1, l + 1 + l + l + lo 
n 的一个分拆有时候写成 


^ = n a n - 2 a 2 l a i 


(8-23) 


其中〜 为非负整数，该数等于值为/的部分的个数（这个表达式是纯符号 性的; 它的项既 
不是指数式，表达式也不是一个乘积)。当被写成式 (8-23) 的形式时， 

通常被省略、使用这个记号，5的分 拆为 : 

5 1 AH 1 ,3 l 2 l ,3 l l 2 ,2 2 l l ,2H 3 ,1 s 

令九表 示正整数《的不同的分拆数，为方便起见，令如=1。分拆序列为 

PQ ， P\ ， … ， Pn， … 

由上式，有九=1 ， pi = 1, ^2-2, p 3 ~ 3 , />4 = 5以及夕5 = 7。简单观察（参见公式 （8- 
23)) 可知，九等于方程 

na n + *••-!- 2a2 + laj = n 

， --■.一— 

的非负整 数解〜 ，…，《 2 ,幻的个数。 …: d 

令 A 为 n 的分拆 n = + ”2 + …'+ 电，其中 >0 o '' .〜A ■的 Ferrers 图，或 

简称为图，是一个左调整点组，该 | 且有 々行 ： 第纟行有〜个点。例 如,10的分拆10 = 4 + 
2 + 2+1 + 1 的图为 
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左上到右下的对角线翻转即得之)。例如，分拆10 = 4 + 2 + 2 + 1 + 1的共辄图为 



n:U = n 、）， .其中的至少等勺部处的个 

^ n* = | (i = l, 2, 


l ) 


例令 A 是12的分拆12 = 4 + 4 + 2 + 2，它的图为 


© 0 



我们现在得到分拆数序列的生成函数的一个表达式。 

, -•"：-；：'； "；;f'：；：. - : ..... 丄 4;.. … 

定理 8.3.1 





^ fl ( i - ^) _1 

' 71 = 0 _ 务 =1. i 

证明： 右边的表达式等于乘积 

(l + «r + … + a ： i a i + .")(l + + …+ x^ a i + •••)(!_ + + …+ + …）… 

项/由这个乘积通过从第一个因子选择项 xh 、 从第二个因子选择项 x 2 〜、 从第三个因子 
选择项等等而得到，其中，+ 2(^2 + 3^3 +…= w 。因此，^的每一 '个 分拆都使: r n 的 

系数增1，而/的系数等于 rr 的癸 拆个数九。一… □ 

、—. - 1 _、 — 一. 

令卩„表示正整数 n 的所有 _ 分拆的集合。^一种自然进 方法为^的分抵规定 m 
-( 对 相同的分个数为 

0在证法上是方便的）。 令 - - ... 二’二一.一 ' 

A ： n = 721 + ??2 + *• ■ + {n{^-Ti2^'"^n] z ) 

和 

p.：n = m，i + ni2^ - ^ m k 

为" iiliM 土 分 i 斥。此时，我们■说 Ajfe " 优超(或 w 优超丄>， 并记为 

. … 
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”！ + ". + yi^TUi + …+ m £ (i = 1 ， 2,… ，々 ) 

直接验证可知，遞超去蓋视 f 专递的）_此是卩"上的一个偏序。 

例考虑9的三个 分拆： 

A ：9-5 + l + 1 + 1 + 1 ^：9 = 4 + 2 + 2 + 1 v :9 = 4 + 4 +l 

为了比较所有这三个分拆，我们在"和 v 后添加一些0而把"看成是9 = 4 + 2 + 2+1+0以 
及 v 看成是9 = 4 + 4 + 1 + 0 + 0。我们有为 

4<4 

4 + 2<4 + 4 

4 + 2 + 2<4 + 4 + 1 

4 + 2 + 2 + 1<4 + 4+1+0 

另一方面， .. A 和^是不可比较的 ，因为4<5但4 + 2 + 2>5 + 1 + 1。类似地， A 和 v 也是不 

在 4.3 节，我们讨论过0和1的 n - 元组的字典序。这个字典序也可以用在分拆上以产 
生?^上的一个全序，它实际上是优超偏序的线性扩展。令 A:n = Wl + n 2 + 〜 + 〜> 
〜）和 "： w = 7 ni + m 2 + …+叫（ 171^1712^… ^ mk ) 为 n 的两个分拆。..如果存在 
整数 i ， 使得对于 ）< f 有~ = my 且〜 < 则我们说 A 以字典序先于// ㊀ 。例如，分拆 

12 = 4 + 3 + 2 + 2 + 1先于分拆12 = 4 + 3 + 3 + 1 + 1，因为从左到右读之则发现，4 = 4, 3 = 3, 
但是2<3。可以简单地证明字典序是上的偏序。 

定理 8.3.2 、字典•整数的分拆集上优超偏序的线性扩展。 

证明： 从字典序的定义几乎马上能够推出，字典序是一个全序 U 的每两个分拆都是可 
比较的）。我们继续使用定理叙述前的记号。令 A 和 "是 》的两个不同的分拆，且 A 被 "所 
优超。选取对于 j < i , 满足~ %但〜关％的第一个整数 Z •。由于 

n 1 +- 1- n z -- 1 + + ••• + _^ + m z - 

我们断言〜</^，因此， A 以字典序先于"。 • □ 

8.4 一个几何问题 


在这二1 节我 iD ^ MllLh 限 （upper argument ) 等于 tz 的前是+ 1个二项式系数的和 
' w " . — 1 1,1 ■- — — — ... »»- 〆 

/ i ^"( o ) + ( l ) + *" + ( r ) (0< ^ <n) (8-24) 

即 Pascal 三角形第 n 行上前 A + 1个数的和的组合学几何解释。对于每一个固定的得到 
一个序列 


© 字母表是一些整数，表中小的整数位于大的整数的前头。还有,就像在0和1的 n - 元组的字典序中那样，我们从左 
到右读“单词”。 '： ' 
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h ^ k ) , h { k ) , h ( 2 k) ，-, h ( „ k) 


(8-25) 


如果》=0,则有 



_£式(8-25)是所有1的序列。如果々 = 1,得到 


如果 A =2,有 

心⑵ + (;” + ⑵ 

,, , n (n - 1) 

— 1 + « +- ^ ^ 

_ n 2 + 77+2 
= 2 

注意，对于所有的 I h ( 0 k) - 1 0 用 Pascal 公式确定式 (8-25) 的 差分: 
Ah{ k) = hi k h-h[ b) 



因此 

Ahf = h ( „ k - iy \ (8-26) 

由式 (8-26) 推出，序列 

h ^ k) , h [ k) , h ( 2 k) ,--, h ( „ ky ，- (8-27) 

的差分表可以从 

说 _1) ， M 卜 1} ，沒: 1 )，…，以: 1 )，… 

的差分表通过把式 (8-27) 插人到顶部作为新的一行而得到。 

数 hi k ) 是对具有 n 个元素的集合的至多 A 个元素的组合数的计数。现在我们指出> 
还可以解释为一个几何问题的计数 函数： 

M, fc) 是用 n 个一般位置上的 U-1) - 维超平面分割 fc- 维空间所成的区域数。 

我们需要解释这个论断中的一些术语。 C \ 

我们从 a = 1开始。考虑 1- 维空间，即一条直线。 0- 维空间是一个而一般位置上的 
n 个点就是指这些点互异。如果在直线上插人 n 个互异的点，那么直线就被分成 n + 1 段叫 
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做区域的部分（如图 8-3 所示，其中4个点把直线分成5个区域)。 



图 . 8-3 


这个结果与式 (8-24) 中给出的 Af 的定义一致。 

现在，令々 = 2,考虑在平面一般位置上的《条直线。 

在这种情况下，一般位置指的是，这些直线互异并且不平 
行（因此每一对直线恰好相交于一点），同时交点全不相 
同，就是说，没有三条直线相交于同一点。对于平面一般 
位置上的 n 条直线，由于每一对直线都给出不同的交点， 

从而交点的个数是对于 n = 0到5，平面被一般位置 

上的 n 条直线所分成的区域的个数在右面的表中给出。这个表很容易验证。 

现在用归纳推理。设有一般位置上的 n 条直线，然后插人一条新的直线，使得《 + 1条 
直线处于一般位置。前 n 条直线与新直线相交于 w 个不同的点。正如我们已经验证过的， 
这 n 个点把新直线分成 

= 72 + 1 

部分。这 A ( „ l) = 71+1 部分中的每一部分都把由前《条直线所形成的区域一分为二（见 
图 8-4” =3的情形，其中的新线是虚线）。因此，区域的个数在从》条直线到 《 + 1 条直线 
时增加了 hi l) ^72 + l 0 但这恰恰是6 =2时由式 (8-26) 所表达的 关系： 


AA ( „ 2) = /i ( „ 2 l 1 ~ = n + 1 



图 ■ 8-4 
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由于4 2> = 1，'我们断言 


h 


(” 2) = 






是由平面一般位置上的《条直线形成的区域的个数。 

k =3 的情形类似。考虑3-维空间一般位置 上的” 个平面。^在的一般位置指的是每两 
个平面，但没有三个平面，相交于一条直线，而每三个平面，但 k 有四个平面，相交于一 
点。现在插人一个新平面，使得所得到的》+1个平面的集合还处在一般的位置上。前”个 
平面与新平面相交成一般位置上的”条直线（因为这些平面都处在一般位置上)。这 n 条直 
线把新平面分成 & i 2) 个平面区域，正如我们在上面对々=2所确定的那样。这//„ 2) 个平面区 
域中的每一个又把个平面形成的空间区域一分为二。因此，空间区域的个数在 从”个 
平面到” + 1个平面时增加了 h [ po 这恰好是々= 3时由式 （8-26) 所表达的关系： 


由于^ 3) = 1( 零个平面把空间分成1个区域，即整个空间），因此我们断言 



是空间被3-维空间一般位置上的”个平面所分成的区域数。 

将相同类型的推理用到更高维的空间中。在一般位置上 的”个 u - i ) -维超平面将々- 
维空间分成的区域数等于 



最后考虑 w 的情形。由定义式 (8-24) 得到 

e )= ( 7 o z H ? i z ) + 〜 + (;;) =r 


(8-28) 


在这种情况下，我们的几何论断是， n - 维空间一般位置上的 n 个超平面把”-维空间分成2” 
个区域。由于此时只有”个 ( n -1) -维超平面，因此现在的一般位置指的是这”个超平 
面恰好有一个公共点。这个事实至少在 k = l ， 2和3的情况是众所熟知的。考虑3-维空间 
左=3的情况。通过将每一点与三元数组 U !， x 2 ， A ) 相联系而把空间坐标化。三个坐标 
平面 : d = 0，= 0 和 _ r 3 = 0 把空间分成2 3 = 8个卦限（每个卦限通过描述每个 : cu : c 2 , 幻 
的符号来确定）。更一般地， n - 维空间通过使元组（心， x 2 , …， xj 与每一点联系而被 
坐标化。存在 n 个坐标平面，即 : ci = 0, x 2 = 0, …，〜= 0,这些平 面把？ 2-维空间分成 2 n 
个“卦限，’，它们通过描述每个 A ，1 2 ,…，的符号来确定。这样的卦限之一就是所谓 
的非负卦限工1>0， x 2 ^0, x „ X )。 



8^5 ，跨芦翅 Schroder 歌 

在这一节，我们把格路径的概念形式化，这个概念在第3章的一些练习和 8.1 节的一些 
例子中都见到过。 
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( 0 , 8 ) 

© 


考虑具有整数坐标的坐标平面中点的整格 
(integral lattice)。 给定2个这样的点（户， g ) 和 
(r, s ) ,其中 f 且 从 （ r，s) 到:..(/?， 

q ) 的矩形格路径是从 （r ，5) 到 （ p, g) 申- 水平 
步进 （horizontal step) H — (1, Q.). 和今直步进 
(vertical step) (0, l)j 且成的路 径。. 于是， 

从 （ r , 5) 到（户， g ) 的矩形格路径自 （ r ， s ) 开 
始并使用单位水平线段和垂直线段到达（>，9)。 

例 在图 8-5 中，我们显示一条从（0, 0) 

到（7, 5) 的矩形格路径，它由7个水平步进和5 
个垂直步进组成。给定路径开始于 （0, 0), 那么 
它就由7个 H 和5个V的序列 

H , V , V , H , H , H , V , V , H , V , H,H 

唯一确定。 



# © © 

❿馨## 


w w www 


□ 


定理 8.5.1 A ( r , S ) 到<7)的矩形格路径的备教等于 二项太 系教 


p — r + g 
- Pzr 


’ p〜 r + q — s 


Q 


证明： 在定理叙述中两个二项式系数是相等的。.从 （r ，4) 到 （ p，g) 的矩形格路径 
由它的 P - r 个水平步进 H 和 q s 个垂直步进V的序 巧唯一 确^ 而每一个这样的序列都 
确定一条从 （r，J 到 （p, g) 的矩形格路径。因此，路径的条数等 于户了 r+ g 个元 
素的排列数，在这些元素中 A-r 个是 H 而 g-s 个是V。从 3.4 节可知，蓬个数是二项式 


系数 r; 


+ 


□ 


考虑从 （r，s) 到（>， <?) 的矩形格路径，其中 p > r ^ q > So 这样的路径恰好用到 
( P ~ r ) + ( q - s ) 个步进，不 fe ： 般性可假设 _(r， qT ^ (0, 0) o 这是因为可以通过变 
换把 （r， 5 )变换到（0, 0) 以及把 （欠 9 )变换到 ( P - r , q - s ), 于是在从 （r, S ) 
到（夕， 9) 的矩形格路径和从.（0, 0) 到（夕 - r, q ~ s ) 的矩形格路径之间得到一一对 
应。 根据定理8.5.1， p > oE . g > o , mbXA ^ 3 ) 

^ - 


'p + q ' 
、 p • 


、 q > 


到路径，我们 g 制路径在坐 極 Mi 勺直线1二工 
或东它均下面 。^ ( s ^ diag^ial rectaxigular^lattice 
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(0,9) ( 9 , 9 ) 



在 '8.1 节，我们已经证明了下面的定理。 

理8 . 5 . 2 4" n 为非负.整数 ，― 则从 
数等于第》个 Catalan 後 

- | 一 —. .1 ~~ " H 


(O^XJJU^n) 



| 

的下对角线矩形格路径的条 


; !7 





c n 


(2 n 


+ 1 


□ 


更 r 般地, HM p > g , 我们就可以 辻算 ( p , gl 的下对龟遂矩湿 
^^jnm^^ji'jCTggg ^co, 0) iy {p, 

定理 8.5.3 念上是两个正整数且户则从（0， 0) 到 （户， g ) 的 下对角线矩 
形格路径的条数等于 \ ’ 




<^=* 



|) 一 

~JTT 


1 J 


证明： 为了证明，我们将 8.1 节给出的证明推广，那个证明指出， Catalan 数 C „ 表示从 
(0, 0) 到 U ，》) 的下对角线矩形格路径的条数，特别是定理 8.1.1 的证明。为了得到结 
果，我们来确定从（0, 0) 到（{， ？） 穿过对角线的矩形格路径7的条数 Z (々，9)，然后 


用总的从（0, 0) 到(/>， g ) 的矩形格路径的总条数减去/ (户，9)。数 Z (/>， <?) 

和从（0，-1)到（声， q - 1 ) 接触到（很可能穿过）对角线 > =工的矩形格路径/的条数 
相同。它通过将路径下移一个单位得到，因此将路径7移动到路径/，从而在两类路径之 
间建立了一一对应。 


考虑一条从（0，- 1) 到（夕， q -1) 接触到对角线3^1的路径/。令7\是 /的子 
路径，它是从（0， -1) 到 y /接 触到的第一个对角线上的点 （A d )。 令/ 2 是/从⑷ 
W 到（户， q -1) 的子路径。将 A 关于直线尸 x 反射，得到从（-1, 0) 到 U ， 
的路径 7〆 。用 y 2 接续 yf ， 得到从（-1， 0) 到 tp , q -1) &径，，如图 8-7 所示。 

现在，从（-1， 0) 到 （/», ^-1) 的每一条矩形格路径0都必然穿过对角线 y = h 
因为（-1， 0) ¥对角线上方而 （ p ， q ~ l ) 在对角线下方。如果我们将0的从（-1， 0) 
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图 8-7 


SlJ 第一个穿越点的部分反射，则得到从（0， - 1 ) 到 （ p ， g -1) 且触到直线的一■条 
路径。这表明/到 y * 之间一一 Xf 应，因此/ ({， 9 )等于从（-1， 0) 到 （>, g -1) 的 
矩形格路径的条数。由定理8.5.1，有 


l { p , q ) 


夕 + 1 + 9 - 1 


P 
9 - 


q 

1, 


因此，从（0, 0) 到 （ p ， g ) 的下对角线矩形格路径的条数等于 


lp : q )，，qH p : q . 


'P + q ) = (p + q )\ _ ( p + q )\ 

.g - 1 / p \ q \ (g - 1)! (/) + 1)： 


简化成 


p - a + \ IP + q 

P + ^ l g 



□ 


现在羞虛除 i c 许水 平步 ^ Lh = _( i — ， g ] 智堊直步^ 夕■午 
D= (1， l ) 竺垮 路径 。 令 > 和 g 是两个非负整数，并令 K (p，g) 为由水平步进、垂直步 
' mm'mmSmibk ( o , o ) 到 （>, g ) 的格 路径的条数，再令 k (户， q :,- m 为恰好 
用到 厂个对 角步进 D 的路径的条数。于是， K_(P^ g_：OD) (0,_ 0) ^0 (/2, q ) 

、矩形格路径的爸 f ; 因此，由 定理 8.5.1 有 一—… —— 


K ( p , q - On ) 

一 — _ _-— 

若 r>min | p ， 则还有 K " (户， q : rD ) = 0 C 


P + q 

、 P - 
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定理 8.5.4 令 r<min \ p , gi ， 则 



(p + q - r )\ 


(p — r)l (q — r)l r \ 




K ( p , q ) 


(p + q - r )\ 
r)\(q - r )! r ! 


证明： 用到 r 个对角步进 D 的从 （0, 0) 到 （户， g ) 的格路径必然用到 fr 个水平 
步进 H 和 g - r 个垂直步进 V ，并由其 f - r 个 H 、 9 -，-个卩以及;^个1)的序列唯一确定。 
于是，这样的路径的条数就是多重集 

\( p - r )' H ,( q ~ r )' V , r m D \ 

111 ■- __丨 ""' "^" •"—一 ■ 一 

的排列数。从第3章知道，该排列数为定理叙述中的多项式数。如果我们不指定对角步进数 
r , 那么从 r = 0到 r = min 丨 f ， g 丨将 K (/>， q rD ) 求和，可得到定理中所给出的 
K ( p , q)o □ 

现在令并令 R (>， <?) 为从（0， 0) 到（/>， g ) 的下对角线格路径的条数。另 
外， 合只 （1). a ： rD ) 为恰 好使 用 ^个 对角步进 D 的从（0, 下对角线格 

路径的条数。我们有 

R ( p , q ) =文 R ( p,q - rD ) 

r = 0 

定理 §. S .5 令 0 和为两个正整教且并令为懑 晃的4负芒錾。 

一、 q — p + I {p + q — r )\ 

Oi - t ] 






fy )! 


R ( p , q - rD ) 


卜 ni 

和 


R{p,q) 


q 


t q - 


q — r + 1 r ! (p — r )\ (q — r )\ 

Q~ P + ^l p^q-r \ 
r + 1 \r (p- r) (q - r) I 


/ > + 1 + q — r) ! 


o q - r + 1 r\(p - r ) \ (q - r )! 


证明： 由步进 H 、 V 、 D 组成的具有 r 个对角步进 D 的从 （0, 0) 3\ ( p , 义)的下对 
角线格路径 7 在除去 r 个对角步进 D 后变成从 （0, 0) 到 ip - r , q - r ) 的下对角线矩形 
格路径 7T 。 反之，从（0, 0), 到 ( p - r , q - r ) 的下对角线矩形格路径 7 T ， 通过向水平步 
进和垂直步进的前、后、之间的》+ g -2 r + 1处地方任意插入 r 个对角步进，变成了丛 
(0, 0) 到（/>， g ) 带有 r 个对角步进的下对角线格路径。在； r 中插入对角步进 D 的方法 
数等于方程 


工1 十工2 


+ 


+ 


工 p + g — 2 r + 1 


= r 


非负整数解的个数，从 3.5 节可以知道这个数是 
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p + g—2r + l + 厂 一 1、— / p q ~~ r 


(8-29) 


这样， 对应每条从（0, 0) 到 ip-r, q~r) 的下对角线矩形格路径，存在从（0, 0) 到 
(p, q) 带有 r •个对角步进的下对角线格路径，路径的条数由式 （8-29) 给出。因此，有 

R(p,q ： rD)=l P + Q ~ r )R(p-r,q~ r'-OD) 


利用定理 8.5.3 可以得到 


R(p rD ) = 


p + q — r VI ~ P 1 p ^ q ~ 2r 
‘ r /g-r + l' q~~ r ‘ 


简化成 


q — p + 1 _ (p + q — r) l — Q ~~ 夕 + 1 ( p + q — r 

g - r + 1 r\ {p- r)\ (q- r)\ q~ r + 1 \r (p - r ) {q~ r). 


从 r = 0 到 g 将 JR ({， q-rD) 求和，得到定理中给出的 i ? (夕， g ) 的公式。 □ 

_意 2 一在荬瑪|5二^ 中取〔己盈 ^， _一 

现在设 jj — = q = 71 ， ^ Schroder 整， 

(Schroder p a th ) ㊀ 。 大 Schr 6 der 数凡 是从(0， 0) 到（”， n) Jl ) Sobr 6 dej 路径的 条数 于 
是，根据定理8.5.5,有 


P r / n 1 (2n - r ) ! 

R n - R \ n 9 ? i ) = 2 j - 71* —777 - ^2 

n - r + 1 r!((n - r)\Y 

- - - w! » w ■，- m ■ 一 - ii ■ ― - ---- 

大 Schrdder 数的序列只 0 ， jR 2 ，•• •，及 n ,…开始几个如下： 


(8-30) 


1，2,6,22,90,394，1806 〆 -- 

在转而讨论小 5011 ： 1 ~ 6 ( 16 £数,它由称写) Cbrac ^ eti _ ng ) 的结构定义 。令 ' n > l . 并令 
«1， a 2 , •••, <2„是《个符号的序列，我们把 8.2 节描述的“，_ a 2 , …，<2„的乘法格式的概 
念推广到序列 q ， a 2 ， …， a „ 的加括号的概念。对于乘法格式，有一种结合两个量的二元 
运算 “ x ”， 乘法格式就巻 一呀苷 fg lau a 2 , … ，义中 声加 》_- 括号的方法，使得每 

在加括号结构中，一套括号可以括人任意个数的符号。为简 
明起见，现在将放弃符号“ X ”，因为它的使用引起某种二义性。在给出加括号的正式定义 
之前，我们对 n = l ， 2, 3, 4列出括号，同时引人我们为简明的目的采用的某些简化做法。 

例如果《 = 1,则只存在一种加括号的方法，即为了准确，应该把它写成（^)， 
不过为了简明.我们将除去单个元素两3^的 g g ， 让括号呈隐式状态。对于《=2 ,只有一 

㊀ 名称取自 Frieddch Wilhelm Karl’Ernst Schr 6 der (1841 — 1902)。 见 R . P . Stanley ： Hipparchus , Plutarch , Schrodar , and 
Hough , American Mathenmtical Monthly , 104 (1997)，344-350 0 也见 L . W . Shapiio and R . A . Sulanke ： Kjecticus 
for Schroder numbers , Mathematics Magazine t 7?> (2000), 369-376。 这一节主要参考的是这两篇文章。 
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$种加括号的操作不是二 元 Jlil 括 号操 作 I 因为有 - r 套括号括入多于两个的符： §：;_例如， 
( a 4 G 5«6) 就是这样， （ { a ^ a ^ a ^) a 7 a 8 ) 也是这样（它括起来3个符号： （ a 4 a 5 a 6 )、 a 7 和 
a 8 ， 而 （ a 3 ( ( a 4 a 5 a 6 ) a 7 a 8 ) a 9 ) 括起来的 3 个符号为 a 3 、 （- （ a 4 a 5 a 6 ) a 7 a 8 ) 和 a 9 。 

□ 

对于 n > l , 小 Schrdder 数 s n 为 n 个符号的序列 q ， a 2 ， …，的添加括号的方 


我们已经看到， 5 x — 1 > 52 ~ 1 ^ S3 ^ j 和 54 lloy^^Jl ? ^ :打二^!， 2 ，- 

*3^) 开始的 为： '一 

1,1,3,11,45,197,903,- 
>—-> - - —.. ... 

将它和大 Schrdder 数比较得到实验性的 结论： 

下面通过计算大、小 SchrSder 数的生成函 S^STSSiSiT ^ 

定理 8.5.6 小 Schr 6 der 数序列 （ s „: ra > l ) 的生成函数为 

00 1 _ 

D s„x n = t(i + X - V X 2 -6x + I ) 

n — \ r 

■ ― ' _■ I — »— l _ — —_ l _ H I __ — ■— — "*— *■' "■ ^ 

00 

证明： 令 gU ) = 2 5 ^ 为小 SchrSder 数序列的生成函数，加括号的递归定义意味着 
^=1 

g{x) = X + g{x) 2 + gix) 2, + g{xY + •'' 

=x + g(x) 2 (l + g(x) + g{x) 2 + •••) 


这给出 


于是，有 


1 - g(x) 


(1 - g{x))g(x) = (1 ~ g{x))x + g(x) 2 


2g(x) 2 — (l + ： r)g(:c) + x = 0 


因此 ， g ( x ) 是二次方程' 


2y 2 _(l + _r)jy + _r = 0 


的一个解。该方程的两个解是 


: yi ( x ) 


(1 + x)+\/ (1 + .x) 2 ~8a ： 


yz (^) 


(1 + x) —-\/ (1 + x) 2 -8x 


由于 g (0) =0 ， m (0) =1/2 且力 （0) =0，于是有 
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在定理 8.5. 6中算出，生成函数 g (: c) = $>^可以用来得到有利于计算的小 Schr6d er 
数的递推关系。回忆在定理8 . 5 . 6证明中出现^二次方程 

2y 2 - (1 + x)y + x = 0 

如果对该方程关于: c 微分，则得到 

4y 普 - - (1 + x ) 普 + 1 = 0 

因此，有 

dy ^ y ~ 1 

dx 4y — 1 — x 

_ (x — 3)_y — : r + 1 
x 2 - 6x + 1 

最后的等式可以通过交叉相乘然后利用二次方程2/_ (1 +工）> +1 = 0而得到验证。现 
在我们有 

(x 2 ~6x + 1)^ — (x — 3)jy + x 一 l^O (8-31) 

oo 

在式 (8-31) 中代人 3； = gU) = Svr' 经过简化后得到 

?i = l 

OO OO oo 

- l)vc n+1 - 3^(2n - l)s„x n + + x~l = 0 

72 = 1 71 = 1 n=l 

它可以写成 

oo OO OO 

2( n — l)s 7l x n+1 - 3^(2?z + l)s n+i x n+1 + 2 (n + 2)s n+2 ^ n+i + x — 1 = 0 

n=l n=0 n=-1 

置 x n + 1 的系数在 n > l 时等于 0, 可以得到 

(n +2)s„+ 2 -3(2n + l)s n + 1 + (n - l)s„ =0 (n^l) (8-32) 

递推关系 (8-32) 是具有非常数系数的 2 阶齐次线性递推关系。 

现在我们计算大 Schroder 数序列的生成函数。 

定理 §.5.7 大 Schroder 数序列_ ( 只„ : n>0) 的往■成函数> 

00 1 

= (— (x — 1) — \/ x 2 ~ 6x + 1 ) 

n = 0 厶 1 


证明 ： ♦ h 、 x ) = Zi?〆 为大 Schrdder 数的生成函数。从（0, 0) 到 u, n ) 的下对 

角线格路径是：丨）空&径（若„=0); ii) 从一个对角步进 D 开始； |i|) 从一个水平步进 
H 开始。类型 ij) 的路径条数等于从（1， 1) 到（„， n) 的下对角线格路径数，从而等于 
K - io 类型 iii) 的路径从水平步进 H 开始，然后跟着一条从（1， 0) 到 （n，n ) 的路径 y 
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而不到达连接（1， 1) 到 （n，n) 的对角线的上面。由于7终止于对角线上的点 （n, 
n ), 因此存在7在对角线上的第1个点 U ， 々），其中由于 U，A ) 是 y 在对 
角线上的第1个点，因此 y 通过一个垂直步进V从点 u， k - l ) 到达 U ， &)。7在从 
(1， 0) 到 U, 々-1)的部分是一条格路径 h， 这条路径不会到连接（1， 0) 到 U， a - 
1) 的对角线的上面去。7从 U， 々）到（《， n) 的部分是格路径 h， 它不会到连接 U, 
点） 到 （n, n) 的对角线的上面去。 h 存在吣^个选择，而7 2 存在个选择，从而类 
型 lii ) 的格路径数等 于沁- 求和，则得到递推关系 

n 

R n ~ 凡-1 + ^ > Rb -\ R»-b (n ^ 1) (8-33) 

k =\ 

或等价地 

w-l 

R n = 凡-1 + D RkRr?-\-k (n > 1) (8-34) 

k 二 Q 

其中 J?o = 1。于是，有 

x n R n = x{x n ~ l R n -x) + xi ^,x k RiJo n ~ l ~ k R„-^ l ,\ (n > 1 ) 

' k =0 1 

由于 J?o = l， 因此前面的方程意味着大 Schr6der 数的生成函数 A (x) 满足 

h ( x ) = 1 + xh ( x ) + xh ( x ) 2 (8-35) 

因此， A (: c) 是二次方程 

xy 2 + (x - 1)^ + 1 = 0 
的一个解。这个二次方程的两个解是 


/ 、 - (x ~1) + v x 2 — 6 x + 1 

刃⑴： -2^- 


和 




— {x — \) —\/ x 2 — 6^ + 1 
2 x 


其中的第 1 个不可能是大 Schrdder 数的生成函数，因为它不给出非负整数。于是有 

,/ N / N \ — X — V X 2 — 6 x + 1 
h { x )~ y 2 { x ) = --2^- 

比较大、小 Schrdder 数的生成函数，可以得到下列推论。 

推论 8.S . 8大、小 Schroder 数的良成函间的关系为 

、 '**■ - - - --- 

R n ~^- s n + l {n^l) 


□ 


在 7.6 节和 8.1 节，我们考虑过借助于在其区域内部不相交的对角线将一个凸多边形划 
分成一个一个的三角形。现在指岀，将一个具有 n + 1 条边的凸多边形区域如此三角形化的 
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方法数等于按特定顺序给出的 n 个数的乘法格式数，它们都等于 Catalan 数 

n \ 71-1 I 

这样，第个 Catalan 数 C „ 等于将 w + 2条边的凸多边形区域三角形化的方法数。现在可以 
给出对加括号操作的组合学几何解释。 

考虑具有 „ + i 条边的凸多边形区域 n „ +1 ， 以及序列心， a 2 ，…，心。 n „ +1 的基边标 
记为 base , 而其余的 n 条边标记为 q ， a 2 ， …，，从基边的左侧标记为 q 的边开始按顺 

时针顺序进行标记。 a 2 ， …，的添加括号操作与11 „ + 1的剖分方式-对应，这里, 

n „ +1 的剖分指的是通过插入在区域内部不相交的对角线所得到的将 n „ +1 分成的区域的划 
分。与三角形化不同，将 n „ +1 划分的区域不限制是三角形。 

在图 8-8 中使用我们用算法构造的加括号的例子解释这种 对应： 

aia2d$o.4Ci5 a 6 a 7 a 8 a 9 a.\a-io.^CL^a^a^) ciqCL^a^ 

— (aia2)a3( a 4 a 5 a 6) a 7 a 8 a 9 
一 (a 1 a 2 )a i ((a 4 a 5 a 6 )a 7 a 8 )a 9 
— (aia2)(a3((a 4 a 5 a(,)a 7 a 8 )a 9 ) 



基边 

(ai a 2 )( a 3 (( a 4 a 5 a 6 ) a 7 a 8 ) a 9 ) 

图 8-8 


这个对应一般是成立的，它在加括号操作和剖分之间建立了一一对应，而且还证明了下 
面的定理。我们约定两条边的多边形区域是一条线段并且恰好只有一个剖分（即空剖分)。 



根据多边形区域 n „ + 1 可知，我们为 n 个符号构造添加括号的算法是显而易见的。 
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构造 ri n+1 的剖分的算法 

从凸皇 边形区域 riy 始 , 其边按照 标 兒为 …， a 2 , •••, a n 

丨 ） 令 r= n„ +io 

a) 当 r 有多于 3 条边时，插入 r 的一条对角线，由此将 r 划分成两个区域。 

b) 用包含基边的部分代替 r (这部分将至少少一边)。 
ii) 输出完全剖分的多边形区域 n„ +1 。 


8.6 练习题 

1/妥在圆上选择 2n 个（等间隔的）点。证明将这些点成对连接起来使得所得到的《条线 
段不相交的方法数等于第 n 个 Catalan 数 C„。 

2.证明，能够由数1, 2 ，…， 2«构造且满足 

X n < Xi 2<---< Xi „ 

工21<工22<一< 工2” 


以及 

的2行 n 列数组 


X n <X 2 l ， Xi2<X 2 2，"' ,X ln <X Zn 


'^U 工12…工 U 
L 工21 工22… 工2«」 


的个数等于第 n 个 Catalan 数 C„ 0 

3. 写出四个数的所有乘法格式并对应它们的凸五边形的三角形划分。 

4. 确定对应下列乘法格式的凸多边形区域的三角形 划分： 


i )(ai X (((<22 x <23) X (a4 X a$)) X a6)) 

ij )(((ai X a2) x (a〗X (a4 X 。5)) X ((a6 x a7) X ag))) 

*5. 令 m 和 n 是非负整数且有 + w 个人站成一排要进入剧院，入场费为50美 
分。这 to + w 个人中《个人有50美分硬币，而 m 个人只有1美元钞票。售票处开门时 
使用一个空的现金收录机。证明，人们能够排队使得需要的时候总有零钱可找的列队方 
式数是 

n ~ m + 1 / m + n\ 
n +1 \ m I 

(m = n 的情况已在 8.1 节处理） 

6 .设序列 / io, &，…， /z „, .… 由心 =2 n 2 -n +3 ( n >0) 定义。确定其差分表，并求出 
J ] h k 的公式。 

7 .序列的一般项心是《的一个3次多项式。如果其差分表的第0行的前4个数是1, -1， 
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3, 10,确定 h 及计算 Yjh k 的公式。 

^ = 0 

8. 求前》个正整数的五次幂的和。 

9. 证明序列 A 0 , 心，…，…的下列 A 阶差分的公式： 

我 ,= S(-i)^'(^k + , 

j = 0 W 

10. 如果 A „ 是《的 m 次多项式，证明使得 


的常数 co , q ， …， Cm 是唯一确定的(参见定理8.2.2)。 

11 •计算第二类 Stirling 数 S (8，是）（灸=0，1，…，8)。 

<^6正明第二类 Stirling 数满足关系 

I )S(n ， l) = l(n>l) 

0 )S(n,2) = 2 n ~ 1 ~l(n>2) 

iii )S(n. ， n - 1) = ( ^ j(n^l) 
iV)S(7z ， "-2)=(^)+3(: )(7? >2) 

13 •令 X 是介元素集并令 Y 是々-元素集。证明，把 X 映射到 y 的函数/: X — Y 的个数等 
于 

k\ S(p,k) = S^(p,k) 

M 4. 求出并验证 

方二0 

含有第二类 Stirling 数的一般公式。 

15•将”个元素的集合划分成不可辨别的6个盒子（其中一些可能是空盒）的划分的个数是 
k \ 通过用不同的方式计算证明 


^ = (j)l! S(” ， l)+0! SU ，2) + …+ 0! S(n,n) 

(如果定义 S ( n ， O 为 0。） 

16 . 计算 Bell 数也（参见练习题 11)。 

17. 计算直到 n =7 的第一类 Stirling 数 S (n ，々 ） 的三角形。 

18. 作为 M 的多项式，对6 = 1，2，…，7写出 UL 。 

19. 证明第一类 Stirling 数满足 

I ) sU ， l) = (n — l)! {n>l) 
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ii ) s ( n ， n - l )=( ^ j ( n > l ) 

20.验证 [ n~\ n — n \, 作为 n 的多项式，用第 一 类 Stirling 数写出 n ! 。 对于 n = 6直接写出 
之。 

21•对每一个整数 n = 1，2，3，4，5，构造通过优超确定偏序的 n 的分拆集的 
图。 

22. I ' ) \m p (6) 并构造通过优超确定偏序的集7^ 6 的图。 
ii ) 计算 A (7) 并构造通坟优超确定偏序的集 P 7 的图。 

23. 有限集上的全序有唯一的极大元（最大的元素）和唯一的极小元（最小的元素）。在 
V ( n ) 上字典序的最大分拆和最小分拆是什么？ 

24. 有限集上的偏序可以有多个极大元和极小元。在通过优超确定偏序的的分拆集中， 
证明存在唯一的极大元和唯一的极小元。 

25•令 t u t 2 , …， &是互 异的正整数，并令 = (“，~，…， 4) 等 于”的 所有部 

分取自 Q ， ；! 2 ，…， £ m 的分拆数。定义90 = 1。证明卯， h ，… ，知， …的生成函数是 


m 

n(i - 而一 1 

k^i 

0 翻定下列每个分拆的共扼 分拆： 

I ) 12 = 5 + 4 + 2+1 
ii )15 = 6 + 4 + 3 + l + l 
iii ) 20 = 6 + 6 + 4 + 4 


iV ) 21 = 6 + 5 + 4 + 3 + 2+1 
V )29=8+6+6+4+3+2 


27. 对每个整数 n >2,确定 tz 的至少有两个部分的自共辄分拆。 

28/证明共轭倒转优超的 顺序； 就是说，如果 A 和^是^的两个分拆并且 A 被 " 所优超，则 


29. 计算 f 维空间被6 - 1个一般位置上的超平面所分成的区域的个数 h{ k ) lo 

30. 利用递推关系 （8-32) 计算小 Schr 6 der 数 sg 和 59 。 

31. 利用递推关系 (8-34) 计算大 Schrdder 数 i ? 7 和 _ R 8 。 验证只 7 = 2 s 8 , R 8 = 2 s 9 , 如推论 
8.5.8 所述。 

效 利用大 Schroder 数的生成函数计算前几个大 Schr 6 der 数。 

33. 利用小 Schr 6 der 数的生成函数计算前几个小 Schrdder 数。 

34. 证明，大 SchrSder 数艮等于从（0, 0) 到 (2 n , 0) 步进为（1， 1) 和（1， - 1) 从 
不会到水平轴上方的格路径数（有时称这些路径为 Dyck 路径)。 

*35. 大 Sender 数札表示从 （0, 0) 到 （ n , n ) 的下对角线格路径数。小 SchrSder 数表 
示 《 + 1 条边的凸多边形区域剖分数。由于对 n > l , 有 i ? 7 , =2& + 1 ,因此从 （0, 0) 
到 U ， n ) 的下对角线格路径数和具有 n + 1 条边的凸多边形区域的剖分数一样多。 
求出这些格路径和这些部分之间的一一对应。 


我们以下面三个问题开始本章的内容。 

问题1考虑其上有某些方格禁止落子的 m 行 n 列棋盘。能够被放到棋盘上的非攻击 
型车的最多个数是多少？ 

在前面几章，我们考虑了把《个非攻击型车 放到” 行”列棋盘上的方法数的计数问题。 
这个数当时假设是正的。现在我们不仅关心有没有可能把 ”个非 攻击型车放到棋盘上，而 
且更一般地，还关心能够放到棋盘上的非攻击型车的最大个数的问题。 

问题2再考虑其上有某些方格被禁止落子的 m 行》列棋盘。能够放到棋盘上的多米 
诺牌使得每一块多米诺牌都盖住两个允许落子的方格，并且没有两块多米诺牌交叠（盖住同 
一个方格）的最大牌数是多少？ 

在第1章，我们考虑过这个问题的特殊情况，它涉及具有禁止落子方格的棋盘什么时候有 
完美覆盖的问题。对于完美覆盖，必须让每一个允许落子的方格都要被多米诺牌盖住。 P 3 J . 

是允许落子的方格总数，那么存在壳美覆盖当且仅 当多晕 偶数，而问琴_答_塞昜》/2。 

1 一一 - 1 — "" - ' "" ' _ 丨丨 " _ ~~~— 

问题 3 —个公司有《个工作空缺，每项工作需要具有一定资格条件的人承担。今有 
个人申请这„项工作。如果一个工作空缺只能由一名满足该工作资格条件的人填补，那 
么从这 m 个申请人中能够填补的工作的最大个数是多少？ 

前两个问题表面上属于娱乐的性质。' 然而，第三问题显然具有更严肃和实用的特点。 
实际上，问题1和问题3是同一个抽象问题的不同表述，而问题2则是其特殊情况。在这一 
章，我们要解决这个抽象问题，从而解决问题1、问题2和问题3。当然，在问题3中，不 
仅要知道能够填补的工作的最大个数，而且还要知道如何指派这些申请人去做这些工作（对 
问题1和问题2有类似的评注），因此，我们也将讨论如何求得使最大数目的工作被申请人 
填补的指派方式。 

9.1 —般问题表述 

问题1、2和3中的每一个都可归入下面的结构。令 

X- \ xi ， x 2 ,"' \ 

和 

Y= ^y n \ 

分别是有 . m 个元素和”个元素的有限集。假设集合 X 和 y 没有公共元素，即 

xn Y = 0 


令 △ 是元素对 




第 9 章二分图中的匹配 225 


e — j x ，I _ 

的集合， 其中， 尤是 X 的元 素^ y_MY 的元素。 三元组 

G = ( X , A , Y ) 

室 pi mg 韵 g 扈 ， m x ,_ yn 做 g 的 g 点分成两部分 

x 看作是相同化，而不区分 U , △， Y ) fn ( y , a, X )。 复 4 •史 迪元袁 M_i = lul 
每条边 e = U ，3^ 都麵个顶点的集合， 

3；来自 Y 。 我们说边 e 连接顶点 X 和％并说顶点 _ x 和: y 与边 e 关联。于是，二分图可描述为 
fi ) 顶点的 集合； 

■ ii )将该顶点集分成两部分的一个 划分； 
iii ) 连接一部分的一个顶点与另一部分的一个顶点的边的集合。 

例令|：1：1，：2：2，：?：3，：2：4 1和7 = \ yiyy 2 ^ y ^ \ ?并令 

A= { 1^! ^yi\ Axi,yi\ ,\x 2 ,yi\ ,\x 3 ,y 2 \ ,\oc^,y 3 \ 

顶点 工1 与两条边 ， SP | x x , m : y 3 i 关联。顶点： y 3 与三条 

边关联。我们可以将二分图 G = U ， A ， Y ) 画出，如图 9-1 所示。 

在这个图中，每个顶点用一个圆点表示， X 的顶点放在左边， 

V 的顶点放在右边。每一条边用连接其所含二顶点的线段来表示， 

但要记住，：-条边恰由两个顶点组成。 □ 

~ ** 一 — 111 - • 

每一个二分图都可以用类似于前面例子中的方法画出。因此， 

我们把 X 的顶点叫 做匿 _，把 Y 的顶点叫做 每条边连 
接一个左顶点和一个右顶点。按照不区分（ X ， △, Y ) 和 （ y ， 

A , X )的约定，我们把 X 叫做右顶点的集合，把 Y 叫做左顶点的集合也无不可。 

拉二 为边集的 f 集 

因此， mW 
CM 莕劈丄一类似地，顶点至多气 M 的 二条边 苤卷。在图 9-1 所画岀的二分图中， 
三条边 ™ ' 

\xi ， y 3 \ ,{x 2 ,yi\ ,\x 3 ,y 2 \ 

形成大小为 3 的匹配 (注 意： 在图中，边和1/2, 

.^ i . i 相交无芝 个 9] 所确定的二 

一个顶点上)。 

例考虑4行5列棋盘，其禁止落子位置如图 9-2 所示。 

把这个棋盘与二分图作如下联系。对应于棋盘的每一行，有一个左 顶点： 




© 正如名称所意味的，二分图是称为图的更一般对象的实例。一般的图在后面几章讨论。 
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是对应行 f 的左顶点 （ i = 1 ， 2 ， 3 ， 4 ) 

对应于棋盘的每一列，有一个右 顶点： 

y ; 是对应列 j 的右顶点 G = 1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 ) 

左顶点和右顶点的集分别为 

X = | 工！， A ，工3 ,尤4 1 和 Y = I ： Vl ，力，力，， ）5 I 

在 G 中，用一条边连接顶点 A 和 顶点为 当且仅当在行和列交叉处的方格是允许落子的。令 
△是用这种方法所得到的边的集，然后，由 

G=(X,A,Y) 


定义一个二分图 G 。 G 的边的集 △ 与棋盘允许落子的方格一一对应。 
对应于图 9-2 中的棋盘的图 G 如图 9-3 所示。 

考虑 G 的匹配 

\\xi，yi \ ,\j ： 2>y4 \ >\^4^2\\ 

M 的三条边中的每一条都对应棋盘一个允许落子的方格。 

有画条_边共一个左顶点.这些方格吗就没有 面.企在同一行上。由于 
M 没有两条边共一个右顶点，这些方格也就没有两个在同一列上。 
因此，如果把车放在对应于 M 的边的三个方格上，那么，在棋盘上 



就有三个非攻击 型车。 反之，图 9-3 
因此，在棋盘上非攻击型车的集合与相联系的二分图的 

匹配的集合之间存在着——对应。在这个——对应中，非攻击型车的个数等于匹配的边_ 

- - - - - —- -一 二 -- - 

口 




将对前面例子的讨论应用到一般的情况。分图 u ， △， 

屋这个图有对趣盘獅勺 
顶点 U ，： r 2 ，…， ；！ 以及对应列的顶点 U ， w ， …，顶点对 u ,-， 
^•1 是 △ 的边当且仅当在行 f 和列相交处的方格是允许落子的。琪盘 B 上的非攻击型车 )1 


j 图 G 中的匹配。此外，_能够被放到棋盘 J 上的非攻击型车 E 
;配的每一个二分图都是带有禁止落子位 


:分图（见练习 


老 — G 是任意二分 &我们瑰在定 ^ 

p ( G ) = max | IM | : M _ 是匹配 I 

为 G 的最大匹配 M 的边数。 ® 题丄等价于确定对应帯 SB 此落子位置放棋 
G 的 p ( G)o 

例考虑其方格交错涂成黑色或白色的 4 行 5 列棋盘，然后，禁止在与上一例相同的方 
格处（见图 9-2) 落子 Q 为了辨别，我们将可以落子的白方格标记为 Wl ， w 2 ，…， W7 ，黑 
色方格标为心，6 2 ,…，6 6 ，如图 9-4 所示。 
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^1 4 

X 

W2 

办 1 "" 

-W3 

卜 1 

ZU4 

X 

Ws 

X 

X 

^ 1 

X 

64 ( 

X 

X 

\ 

议 6 

厶 5 

VD-j 

厶 6 


图 9-4 

除黑白标签外，这是与图 9-2 相同的棋盘。我们用不同的二分图 G = ( X ，△， Y ) 与这个 
棋盘相联系。这次我们令 

X — | U >1 , …， Wj [ 


是白方格的集合，令 


Y= \bi ， b 2 ,-" ,b 6 \ 

是黑方格的集合。于是 G 的左顶点是白方格，右顶点是黑方格。在 
△中存在连接白方格坤和黑方格6,■的边|坤，6」， 当且仅当这西 
M 格有一条公共边。. 因此，—个方格碑 G 中的0禅曰 
j 长多米诺牌同时盖住这 于是， G 的每一条边对应棋盘上 
可能的一张多米诺牌，而棋盘上每一张可能的多米诺牌对应一条 
边，刚才定义的二分图如图 9-5 所示。 

考虑 G 的匹配 

M = { I TO! , 6 2 1 , I W3 * ^1 M ^6 I > i W 7 , ^4 } ! 

M 的每一条边对应一张多米诺牌，因为在 M 中没有两边共一个顶 
点，所以也就没有两张这样的多米诺牌交叠。反之，从棋盘卜不相 
玄 M 畫因此，在棋盘上不相交叠的多 



米诺牌的集合以所指出的方式与棋盘相联系的二分图的匹配集合之 图 9-5 

间存在一一对应。在这个一一对应中，多 _米诺牌数等于匹配的_边一 

to . □ 


更一般地，将前面例子的讨论应用到确定放到带有禁止落子位置的棋盘 B 上的不交叠 
多米诺牌的最大数的问题中。我们将给定的带有禁止落子位置的 m 行 n 列棋盘 B 与多米诺 
二分图 G = ( X ，△， Y ) 相联系，其中 


x=l 


ZVi ， W 2 , 


■ Wpl 


是白方格的集合， 


Y = \ bi ， b 2 ,--' , b q \ 


是黑方格的集合条边 I %， W 陰且從当’ 

迦心 棋盘 b 上 够 I . 




置棋盘的多米诺二分图 g m P ( G ) 0 与车-二分图不同的 i 不是毎一_^:分 g 都县帯有婪 
也蓬无位这是因为，在棋盘上，一个方格最多只能和另外四个方 
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格有公共边。这意味着，在对应的多米诺二分图中， g 少顶点最多只 能与四条边关联（见练 
习题4)。 — 

例四个人 Xi ， x 2 ， 工 3 ， x 4 申请五项工作: yi ， 力，力，34， ： V 5。 设 

工1 适合做: yi ， 力，34， 

x 2 适合做 : yi ，3^2，34 ; . 

工3适合做: y 2 ，3^4； 

x 4 适合做: y 2， )4，）5。 

我们用一种看起来相当自然的方式构造二分图 G = ( X ， △, y )。 令义二 Uh A , 
: r 3 , 是（申请工作）人的集合，令 y = 1力，力，％，34, 3^是工作的集合， 在八 

力— I -二 」 oil gMg 二_适合 做—工 由此得出的二分图与图 9 _ 3 所示的二分图相 

的匹配与适合做工作的人的指派之间存在 

一一对应 0 例如，匹配 

M= \ \xi ， yi\ ,\x 2 ,yA\ Aoc A ,y 2 \\ 


对应指派 

人 

指派 

工作 


工1 

—— 

3^1 


工2 

— > 

34 


X4 

—— > 

y2 


在把非攻击型车放到图 9-2 棋盘上的问题中，这个匹配对应于将车放在第1行第1列、第2 
行第4列以及第4行第2列的那些交叉方格上。于是我们看到， 指派人做其适合的工作实际 
上与把车放到棋盘上使得没有车能够攻击另外的车一样是同一个抽象数学问题！ □ 


鉴于上面的详细讨论，可以把二分图（ X ，△，: T ) 与任何一组人 X = lx !, 
x m } 和任何一■组工作 y = ，力， …，： y ? i 丨联系起来，其中存在连接 >3：;和％的边{右， 

^•1 当且仅当人 x ; 适合于工作力。在 G 的匹配和适合于工作的人的可能的指派之间存在着 
一一对应。匹配 M 中没有两条边与 X 的同一顶点关联的事实意味着每个人最多被指派一项 
工作。 m 中没有两条边与 y 的同一顶点关联的事实意味着两个不同的人不被指派同一项工 
作。这个指派问题也可以看作是一个非攻击型车 问题： 如果人 々不适 合于工作为，那么第〗 


行第 j 列的交叉方格就是禁止落子的方格，否则就是允许落子的方格。 
总而言之， 

条数 o ( G ) 的问题。下一节我们讨论如何求出 P ⑹。 


9.2 匹配 


考虑二分图 


G = ( X , A , Y ) 



滅 L 聰亂 cl 咖. 
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x = …，工„^和 y = I ： yi ，： y 2 ，“.，：ynl 

回忆在匹配中边的最大条数是由 P ( G ) 来表示的。我们的目标不仅是要确定 P ( G ), 而且 
还要确定满足 




夺 -»|M ’_ | = p(G) 


(9-1) 


巢原理，、匹配最多可以有条边，如，要是 多于玛条边，就会有两条边 ： ^同 

拉恩錢 I 类似¥7 


〆 GXminl m 9 n\ 


(9-2) 


^gtEjE M 均满足 IMI ( G ) 0 我们称 满屋厶 9 二-7^ 

即它是 G 的所有匹配 甲真有 最大可能的边数的匹 \/ 

配 知道 o ( g )' 我们 E 可数—任二匹配^ 啐势 yK 

数 IMI 并验证是否 JgMiGl 来确定 M 是否是最大匹配。》 / \ 

- ---- - ------ - - --■-* -- —- - x 2 ^ 、少. 2 

例考虑图 9-6 中的二分图 G 。 边 Ui , 力丨和 U 2 , 3^11 ^ 

形^^为2的匹配，由于 p ( G ) 不能多于2, 0 9-6 

2。边 Im 确定具有一条边的匹配 M'TSSJfSiij 具有两条边的匹配而往 

该匹配 M 加上另一条边的可能。因此，不能得出这样的 结论： 仅知道不可能通过添加更 
多的边老 C 大匹配便断定这个匹配有最大的边数。 ^ 

现在讨论在不知道 p ( G ) 值的情况下，识别一个匹配是否是最大匹配的问题。当然， 


一旦能够断定某个匹配是最大匹配， g 絵 ^ ^( G ) 一 = | Mj ，一社 碌 定 p (GJ^ . 

令 M 和^是二分图 g = ( X ，△，径是互异顶点 
(除去 w 可能等于 t ； 外）的 序列： 


y: U = Uq ， U 19 U 2 , … ， Up-bUp: V 

使得任意两个相 邻_ 点被一条边所连接。. 于是，为使 （9-3) 是一个路径， 

| MQ 5 Zi J I y { M J 5 W 2 [ )***5 I lip — i 9 Up f 

舍须都是△中 Jf 边 _ 。.式 (9-4) 中的 边叫做隊 哀: y 的边 J 路径 y 的 Xl «\ 

, 一个是右顶点。 却果在 $_(_9-2 )_t x 

-u = v , 那么 f 径就 1 叫 j gl. 二分 iL 中並厘^ iiS55S~ ' 

例在图 9-7 所画出的二分图 G 中， \ 

工1，）2,工3,3^4 /> 

是连接 A 和34的长为3的路径； 


(9-3) 


(9-4) 



: yi ， 工2，力，工4 


图 9-7 
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是连接: yi 和工4的路径；而 
是连接 A 和 x 2 的路径。还有， 


工3，52，工4，力，工2 


工1，，工2， J 3 ， A ，72， 工1 . 

是长为6的圈。 □ 

fa 在念差 -的 一个 Bjg ^ 令 M 是！的补 UJLg 
JS 边放租 丑 连接 m 和 t ； 

的路径 y 如果满足下列性质，则 ; t 
i ) y 呜第一 — 、第三、—第五、"二 

ii ) y ^ m ^ TirnTmT ^ ••"•^ SemT ' 


jii ) u 

@>， y 交错路径 y 的长是奇数 2^ + 1, k>0, 同时注意乙的 6 + 1 条边是而的边， 

My 表示7的属于 M 的边的集 


My 表示 y 的不属于 M 的边的集 


从我们上面的讨论得出 


\|M r l = lM r | 

} "" _i—___ i.i ■■ I 

例考虑图 9-7 中的二分图 G 。 集 


+ 


M - Wxi^il ,\ x 2 , y 3\ ,\ x 3 , y 4 \\ 


是三条边的匹配。路径 


7 : u = X 4， y 3， x 2 ,yi,x 1 ,y 2 ~ v 


是 M - 交错路径。我们有 

和 


M 7 = \ { x 2 , y 3\ , ^ii 1 


My= \\x 4 ,y3} ,{x 2 ,yi \ ,\xi ， y 2 \\ 

如果从 M 中取定 M y 的边并用 j^ y 的边代替之，则得到四羞 边於 _ 

M / -(M-M y )UM y 

-- -丨 WI _ , I ■ 一 w >"^ 1 ^ —* 

\\^3, y 4\ Ax 4 , ys \ Ax 2 , yi \ , \^ i ， y 2\ 1 


□ 


如上例所述，如果 M 是一个匹配并且存在 M - 交错路径 y ，那么 

(M-M y )UM r 

是比 M 多一条边的匹配，因此， M 不是最大匹配。现在我们证明，反过来也成立， gp _ E_IL 


M 不是最大匹配的唯一可能是存在 M - 交错路径。 
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定理9. 2 .1左 M 为二分图6= ( X , A , Y ) 中的一个匹配。则 M 是最大匹配当且 
仅当不存 ^ M - 交错路径。 

丫 11 "" -^s*«gr>— ■■■-■-^― —***^nri 

证明： 正如上面所观察的，如果 M 是最大匹配，那么不存在 M - 交错路径。 

为了建立逆命题，现在设 M 不是最大匹配并证明存在 M - 交错路径。令 M ' 为满足 

|Ml >| M | 


的匹配，我们考虑二分图 

其中 


G * =( X , A * , Y ) 


A * =( M - M / ) U ( M / - M ) 

二分图具有与 G 相同的左顶点和右顶点。的边是 G 的那些或者属于 M 但不属于 M ' 
(即 M - M ' 的边）或者属于 M ' 但不属于 M (即 M '- M 的边）的边。于是，为了得到 
G\ 从 G 中除去所有那些既不属于 M 也不属于 M /的 边以及既属于 M 又属于 M ' 的边。由 
于 | Ml >| M |， 我们有 


| M ，- M | >| M - M '| (9-5) 

二分图(5 # 具有如下 性质： 它的每一个顶点最多与两条边 关联； 由于 M 是匹配故(21勺 
每一个顶点最多与 M - M ' 的一条边关联，由于 AT 是匹配故 ( T 的每一个顶点最多与 M '- 
M 的一条边关联。的这个性质意味着的边集可以被划分成一些路径和圈。在这个划 
分的每个路径和圈中，边在对-财/和^^-於之间交替。这些路径和圈为下列四种类型。 
这个划分中的路径具有 性质： 它的第一个顶点和最后一个顶点均只与 G +的 一条边关联。 

类型1其第一条和最后一条边都在 M '- M 中（如图 9-8 所示。在这个图和其他的图 
中，粗线表示 M 的边)。这些路径具有奇数长并且含有 JVT 的边比含 M 的边多一条。在类型 
1的路径间包含有长为1的路径，这些路径的第一条边和最后一条边是同一条边。 

类型2其第一条和最后一条边都在 M 了 M ' 中（如图 9-9 所示）。这些路径也有奇数 
长，但它们包含的 M 的边比所含 AT 的边多一条。 



图 9 -S 1型路径 


图 9-9 2型路径 
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类型3其第一条边在 M-AT 中而最后一条边在 M'-M 中（或是相反的情况）。如图 I 

9-10 所示，这些路径具有偶数长并且含有 M 的边数与含有 M ' 的边数相同。 I 

^ I 

类型 4 一个圈（如图 9-11 所示）。这些圈具有偶数长且包含 M 的边数与所含 AT 的边 
数相同。 1 



图 9-10 3型路径 图 9-11 4型路径 _ 

在2型路径中， M - M ' 的边比 JVT - M 的边多，但在类型3的路径和类型4的圈中，: 
M - 从'的边数与 JVT - M 的边数相同。在类型1的路径中， M '- M 的边比 M - M ' 的边多。: 
根据式 (9-5), 艏/-对的边比从-从/的边多。因此，在 G s 中必然存在类型1的路径。但 : 

是类型1的路径根据定义是 M - 交错路径。因此，如果匹配 M 不是最大匹配，则存在 M - 交 
错路径。 □ 


定理 9.2.1 在二分图的所有匹配中刻画了最大匹配的特征。它的作用在于，给定一个匹 
配 M ， 为了确定 M 是否为最大匹配，只需要搜索一个 M - 交错路径 y 即可。 如果找 gjg ff 


二^路^二 通过从 M 除去 y 中属^ 边巧 y 丕属于％昀％代替之〜就提到― 
匹配 M 、 它有比 Mj 的边。如果不能找到 M - 交错路径那么根据定理 9.2.1, M 就是 
最大匹配。 



定理 9.2.1 的不足在于上面最后的叙述。在搜索 M - 交错路径并且没找到以后，我们需 
要知道，没有找到是因为它不存在而不是因为寻找得不够彻底！我们不能 期 望为了 确定是 I 

这样的工作一般会需要太多的时间和努力。我们寻找 
的是建立容易验证一个匹配是最大匹配的方法。换句话说， 

我们现在讨论这样一种认证方法。 

(± G -= J X ' 〜是•^二分图。 G 的 Tj 處惠互 如果、 
G 放舞一 _边多戈在 S 乞 有官的 项皂史 的二个 ；点:_ . ~ ' 一一 

U , y \ f ] S ^0 对△中所有的 U，：yl 


^的左服奋集 X 是_一个__盖_ ，这是因为每一边都有一'个左顶点。 右顶点_集也是一个覆羞 。 

然而，我们的兴趣却在于那些 Hf -。 

例令 G 是图 9-12 中描述的二分图。除覆盖 Ixu X 2, x 3 ， x 4 丨和 l ： yi ， 力，力， 
34!外，还有只含三个顶点的覆盖 S = Ui ，： c 3 , ^ 2 }o S •是覆盖意味着，不存在左顶点是 
ix 2 , x 4 i 之一且右顶点是 bi , 力，力丨之一的边，而这很容易通过检查来验证。 口 









我们定义 G 的覆盖数为 
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c ( G ) = min | | S | :S 是 G 的覆盖 I 

' _ *** — I , — — I’ _ -*l II > 

\S\>c(G) 

我们把 G 的满足 

I SI = c(G) 


的覆盖 S , 即具有最小数目的顶点的 覆#，_叫做^]_： 

例令 G 是图 9-12 所描绘的二分图。正如已经观察到的 

S= \xi ， Xi ， y 2 \ 

是 G 的一个覆盖。直接验证可知 c ( G ) =3且 S 是最小 覆盖： 如果 
我们在覆盖中不加人 A ，那么三个顶点力和;>4 (到 工1 的边所 ■ 
连的顶点）就只能都在该覆盖中。如果在覆盖中不加入％，那么就 
只能把三个顶点 Xi ，； C 2 和 X 4 都放进该覆盖中。由于彳 ^ l , 不 


是覆盖， 因此每个覆盖至少包含 三个现 点。. 

在下面的引理中，我们证明匹配数不可能超过覆盖数。 
引理 9 . 2 . 2 4口果 G 是一个1 分 图，那么 

p(GXc(G) 


□ 



(9-6) 


G 的匹的教目不超 过 G 的覆盖的顶点的最小数目。 

证明： 令 G 为二分图 （ X ， △， Y )， 并令 S * 为满足 IS * I = c ( G ) 的一个覆盖。令 
M 为一匹配。由于 S 45 是覆盖，于是 M 的每一条边至少有的一个顶点。设 | M |>| S *|。 
则由鸽巢原理， M 有两条不同的边包含3*的同一个顶点。但这与 M 是匹配的事实矛盾。 

因此 . .. 

| M |<| S * | = c ( G ) □ 


引理 9.2.2 有下列推论。假设不管用什么方法在二分图中找到了一个匹配，而且认为它 
有可能是最大匹配。如果找出一个覆盖 S 使得 

'| M | = | S | 

那么 M 就是最大匹配（且 S 是最小覆盖)。这个事实是不等式 


dGXlSl ^ lMl ^ piG ) (9-7) 

的一个推论，它意味着 KGKMG )。 应用式( 9 - 6 )，我们断而式( 9 - 7 )意 
味着 

| M 卜 〆 G ) 和 | S | = c ( G ) 


即 M 是最大匹配且 S 是最小覆盖。因此，在这种情况下， S 作为一种证据证明不存在比 M 


边数还多的匹配。 
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例继续考察图 9-12 的二分图，我们看到 

M = \\xi',yi \ ,{j ： 2>y2 \ Aj ： 3,y3\\ 

是三条边的匹配。业已得知 S = j : r 1 ， 1 r 3 ，; V 2 l 是有三个顶点的覆盖。于是 

3 = \MKp(GXc(G)<\S\=3 

我们得到的是纯粹的等式， 从而 M 是最大匹配， S 是最小覆盖 ^ 并且 〆 G ) = c ( g ) = 3。 
现在开始证明， 



由此，我们将可以像上面那样得出 结论： p ( G ) = c ( G ), M 是最大匹配而 S 则是最小覆盖。 
因此，我们搜索它们的证据就是与匹配 M 有同样大小的覆盖 S 。 

令 G = ( X ， A ， Y ) 是一个二分图，并令 M 为 G 中的匹配。我们描述系统搜索 M - 交错路 
径的算法。该算法或者产生 M - 交错路径（并且我们使用定理 9.2.1 的证明来获得比 M 多 
含一条边的匹配），或者不产生 M - 交错路径，但却产生 | M | = | S | 的最/」、覆盖 S (于是我们 
可以断定， M 是最大匹配而 S 则是 M 的 凭证； 因为没有这样的交错路径存在，所以算法不 
产生 M - 交错路径）。下述算法是 Ford 和 Fulkerson 的更一般的网络算法的特例 e 。 


令 g = (;<•，△ ， y ) 是一个二分图，其中， Ui ， x 2 ，…，令 

' 〜〜 ^ 

i ) 将 3 L 的所有不与 M 的边关联的顶点标卜. ( n ._ 并称所有的顶点分故 

jjjUp 一 ' 〜一 

ii ) 上一宅 g 有新的标 ig 加到¥ 的顶與 上，_ iiOo — 

in b(G)M- 

记 y •的所有那些被不属于 m 的边连到 Ay 以前尚未标记的顶点_。现在，顶点 
被扫描 的。如果不存在被标记但未被扫描的顶点，则转到 IV )。 一 

iv ) 如果在步骤 Iii ) 没有新的标记被标到 Y 的顶点上， wmjLo 否则，转到 V )。 

v ) 当存色 y 被@记但未被扫描的顶点时，选择 Z 的一个被标记但_未被 

用 未短己的 J 

点^现在， g 点 v , 是 igg 描的_。如果不存在被标记但未被扫描的顶点，则转到 ii ) 。 
由于每一个顶点最多被标记一次且由于每一个顶点最多被扫描一次，本匹配算法在有限 
步内终止。存在两种可能性需 考虑： 

在 y 的被标记的点，该点不与 m @_边_关联 V / 

非突 破点： J •亥算法已经终止，但突碑点还彥现二是逸，_ Y 的角二 41 被标记 
扃鼓 与 M 的某 g 关联。. 

在突破点的情况，该匹配算法已经成功找到一个 M - 交错路径 y 。 7 的~^个顶4就 是1 


㊀ L.R. Ford, Jr. and D.R. Fulkerson ： Flows in Networks 、 Princeton University Press, Princeton (1962) 0 也见 12• 2 节。 
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f 标记但 不与@任何边 关联 1] 顶点。 y 的另一个端点是用 r ) 标记的 X 的顶点 M (因 

不与 M 的任何边关联)。错 路径 y , 可以 J 1 过从顶点^开始并往回经过这些标记. 

利用突破点和 m - 交错路径 y , 我们能够得到（如定 
理 9. 2 .1 的证 明） 李一条边的匹 • 

如果非突破点发生，则我们指出这是因为 M 是最大匹配，即 按照定理9.2.1，不存在 
任何 M - 交错路径。因此，恰在 M 不是最大匹配时突破点出现，并当突破点出现时，我们 
有一种方法得到 M - 交错路径，从而得到比 M 多一条边的匹配。 

定理 9.2.3 .设非突破点在匹配算法中发生。令由 X 的所有未被标记的顶点组成， 
@ Y — 由 y 的所有被标记的顶点组成„则下列两个钴洛油戍免. 

i ) 5 = ；^口_是二分图&的最小覆盖 。 

ii )\ M \ = | S | 且 M 是最大匹配。 

证明： 假设存在一条边6= U ， w ， 它的两个顶点均不属于 s ， 通过推出矛盾来证明 
s 是一个覆盖。因此，假设1在”中， y 在 Y - 户 6 中， u ， 是一条边。由 
于: T 不在;中，： T 就是被标 记的； 由于 y 不在^中， y 则是未被标记的。 e 或者属于 M 
或者不属于 M 。 如果 e 不属于 M , 那么在使用算法的第⑴）步时， y 就会得到一个标记 
( x ), 矛盾。现在假设 e 属于 M 。 由于 ： c 与 M 的边 e 关联，由丨 ） 步得到，： r 的标记不是 
H 。 但这就从算法得岀，1有标记 G ) (见第 V )步)。再由该算法，仅当^已经被标记 
过的时候顶点 y 才可以把标记 （30 给 X 的一个顶点: c 。 由于 y 没有被标记，又得出矛盾。 
由于两种可能情况均导致矛盾，因此，我们断定 S 是一个覆盖。 

我们通过证明 I Ml = | S | 来完成定瑪的证明。如我们已经阐述的，这个等式还意味着 S 
是最小覆盖及 M 是最大匹配。在 S 的顶点与 M 的边之间建立一一对应，从而证明 | Ml = 
isL 令^是 yu 被标记的顶点。由于突破点没有出现，^与 m 的边且恰好是一条边比如 
U , W 关联。由算法的第 V) 步，： c 得到标记 (y), 因此不在中。这样，产 6 的每一 
个顶点与 M 的一条边关联，这些边的另一顶点属于 X - X ™。 现在 考虑： 的顶点 〆 。由于 
〆 未被标记，从第丨）步得出，/与 M 的一条边且恰好只与 M 的一条边，比如 US / i 关联 
(否则 〆 就会有标记 r ))。顶点/不会在中，因为我们上面已经证明 M 唯一一条与 
_中的顶点关联的边已经在中有另一个顶点。因此，我们就证明了，对于 X - UY ^ 
的每一个顶点，存在 M 的唯一一条包含该顶点的边，并且所有这些边都是互异的。因此 

|sl = | X un UY ^|<| M | 


从而我们断定 I S | = | M | 


下列重要的推论叫做 Konig 定理。 

推论 9.2.4 令 (X ， △ ， Y) 是一个二分图。则 


p ( G )^ c ( G ) 


Jij 匹略 j ： 大备数襄盖 M 的蕞 小-个 凝 r 


证明： 根据引理 9.2.2, 



□ 


p (G) <c (G) 
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由定理9.2.3,存在匹配 M 和覆盖 S , 使得 | M | = | S |。 因此 

p ( G )>\ M \ = \ S \> c ( G ) | 

于是我们断定 〆 G ) = C ( G )。 □ 

| 

. 匹配算法可以用来得到二分图 ( X ， A ， Y ) 的最大匹配如下。我们首先以贪婪的方式选择 
一个匹配：取任一边 q ， 然后取任意一条不与 q 相邻的边 e 2 ， 再取任意一条不与 q 和_| 
相邻的边 e 3 , 如此继续进行直到再无法选出为止 e 。 我们称所得匹配为 M 1 ， 应用匹配算法 
对其继续进行。如果非突破点产生，根据定理9.2.3, M 1 就是最大匹配。如果突破点出现， 
则得到匹配 M 2 , 它的边比 M 1 的边多。现在我们再用匹配算法于 M 2 。 以这种方法得到匹 
配序列 M 1 ， M 2 , M 3 , …，每一个都比前一个有更多的边。应用有限步匹配算法之后，得 
到匹配 M *， 匹配算法对它将产生非突破点，从而， M * 是最大匹配。 

例确定在图 9-13 里二分图 G = ( X ， A ， Y ) 中的最大匹配。选择边 U 2 , 力 KU 3 , 3 ^ 和 
U 4 ^ 4 i 5 得到边数为3的匹配 M 1 。 M 1 的边在图 9-13 中是粗线段。现在应用匹配算法于 
M 1 ， 得到在图 9-13 的结果 如下： 

a ) 丨 ） 步：顶点 ; rn X5 和 ： c 6 , 它们不与 m 1 的边关联，以 r ) 标记之。 

b ) iii ) 步： 依次扫描心，： c 5 和： r 6 , 并用 U0 标记: y 3 , U 5 ) 标记％。由于连接到 
• r 6 的所有顶点都已经有一个标记， Y 则没有顶点被标记（: r 6 )。 

c ) V )步：扫描在 b ) 中被标记的顶点: y 3 和： y 4， 并用 (: y 3) 标记工 3 ，用(: y 4) 标记工 4 。 

d ) iii ) 步： 扫描在 c ) 中被标记的顶点 _ x 3 和 x 4 , 并用 ( x 3 ) 标记％。 

e ) V ) 步： 扫描在 d ) 中被标记的顶点％，并用（光）标记工 2 。 

f ) iii ) 步：扫描在 e ) 中被标记的顶点 x 2 ，_ 并用 ( x 2 ) 标记: yi ， ： ys 和 3 ^。 

g ) iv ) 步扫描在 f ) 中被标记的顶点力，％和於，发现不可能再有新的标记。 

算法至此结束，由于我们已经标记的边关联的顶点， 臺实上， 

和 1 都具有这个性质，我们得到如果我们用标记作向导从力向后追踪， 
则找到 M 1 - 交错路径 ， 1 

y'-yi^2^y2^z^yi^x - | 

有 

M \~ \\ x 2 , y 2 \ Ax 3 , y 3\\ I 

和 


此时 


M\ = I I ，工2 1 ， I 力，工 3 I ， I 力， X\ [ ! 


M 2 = ( M\) y 

- I \ x 4, y 4 \, \ y \, x 2 \ , i3 » 3 ， J ： i ! \ 


© 或许，因为再无明显的选择，我们停止。 
㊁ 只要突破点得到，算法即可终止。 
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穸四条边的匹配。 

"" 现在对 M 2 使用匹配算法。顶点的最后标记如图 9-14 所示。 _李这种擅况下突 
根据定理9.2.3， M 2 是大小为4的最大匹配，而大小为4的集合 

S - \ x 2 , 工 3 ， y 3 , y 4 \ 

是最小覆盖，它是由 X 的未被标记的顶点和 Y 的被标记的请点组成。 □ 

(*)-^1 a 〆© 少 10 - 2) (^3)^1 a 




图 9-13 '图 9-14 

匹配理论随着本节的深入解决了本章开始讨论的每个 问题： 问题1、问题2和问题3。 

令 G = ( X ，△， Y ) 为一个二分图，使左顶点集 X 和右顶点集 Y 有同样的大小 n 。 反 
屮的匹 ffi 鼋多¥以包」 条边 。 G 中具有 n 条边的匹配 M 叫做 X 的每一个顶点 
mr 的每二不 i 点恰美匹奚寂 x 的顶点和 y 的 
顶点间的一一对应 

r-x—Y 

其中 

f { x ) = y 若是 M 的边 

从推论 9.2.4 得到， Q 有完美匹配当且仅 当不存 在少于 n 个顶#的集覆盖 G 的所有的边^ 
在一些实例中这个条件不难验证。 一一/—〜•》 一 

图(?=(又，心 Y ) 的每一个顶点恰与 > 条边关联，那么它就叫做是 P 阶正则 


的 _ Q J 口果 G 是 p > l 阶正则的，那么 X 和 Y 必须有相同的大小《。这是因为通过数左顶点的 
边数，我们看到 G 的边的总数是而数右顶点则边的总数是 NYU 使这两数相等，得到 

^lx|=p|y| 

由于户判，得到 | x | = l YL 

定理9 . 2 . 5 P >1 阶正则的二分 眉 G= (X ，△， Y)_ 总直真羞 

证明： 令 X 和 Y 每个含 《 个顶点。令 S 为 G 的任一覆盖。因为 S 是覆盖，所以 G 的 
每一边至少与 S 的一个顶点关联。由于 G 是 p 阶正则的， S 的每一顶点恰与户条边关联。 
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因此， G 的边的总数至多是 />| S | e 。 但是， G 的边的总数是抑。因此 

p I S\^pn 

于是 

I S | ^71 

因此， G 的每个覆盖至少有《个顶点，由推论9.2.4, G 有美完匹配。 □ 

例在一次聚会上，有 n 个小伙和《位姑娘。设存在一个正整数/>,使得每个小伙事 
先已被介绍给 f 位姑娘，而每位姑娘事先已被介绍给 p 个小伙 。证明小伙和姑娘可以配成 
对使得每一对小伙和姑娘相识。 

构造二分图 G =( X ， A , Y ) 如下。左顶点集 X 由 n 个小伙组成，右顶点集 Y 由 n 位姑娘 
组成。将一个小伙与一位姑娘用一条边连接当且仅当他们相识。题目的假设意味着 G 是正 
f 阶正则的。根据定理9.2.5, G 有完美匹配 M ， 该匹配描述了相识配对。 口 

9.3 互异代表系统 , 

令 Y 为一有限隻 ■，- 令 …， A „) 为 y 的 n 个子集的族 ㊁ 。 . Y 的元素的族 （ gl ， 
f . ， g ”) 叫 如果 

^在八！中，勺在 A 2 中，…，〜在 A „ $ 

庄代表系统—中_， . #素 g ,. 属于 4 ,. 丛 而‘: fty 集汰。如果在代表系统中元素^，^，…， 

， 是写异吃， iU ( et ， g ? ， • -^ e n of distinct represmtatives )» 简记为 SDR 。 

例令 ( Ai ， A 》， A3 , A 4 ) 是由 

Ai — \ a ^ c \ , A2 ~ \ b ^d \, A3 — \ a -,b y d \, A4 = [b 9 d \ 

定义的集 y = U ， 6 ， c ， U 的子 集族。 m ( a , b , b 9 幻 是代表系 统_， rnSj ^ Ka ^ d )^ SDRo ^ □ 

-非_合昀 族 ~ a 匕 需从每一个集合中取出一 t 
元素就％得到代表 然而,族 X 未必有 SDR ， 即使族中的所有集合都是非空的。例如， 
如果在族中存在两个集合，比如 Ai * A 2 , 每个集合只含一个元素，而 AiW 元素与八 2 的 
元素 相同； 即 

A 1 =| o ： r ； A 2 =| x ! 

这是因为在任何代表系统中，： C 必然同时代表 Ai 和 A 2 , 从而 SDR 不存 
在（无论 A 3 , …， A „ 等于什么）。然而，一个族 Z 可能因某些更复杂的原因而没有 SDR 。 

例令族 >A = ( Ai ， A2 ， A3 ， A4 ) 由 

Ai = \ a ,b \ , A2 = \ a ,b \ , A3 — \ a ,b \ , A4 = [a ,b ,c , d \ 

定义。则 乂没有 SDR , 因为在任何代表系统中， Ai 必然被 a 或 6 代表， A 2 必然被 a 或 6 


© 边数至多是 IS I 的原因是，某些边可能两个端点都在 S 中，而这些边被数了两次。 〜 

㊁ 族和序列实际上是一样的。这里的项是集合的序列。与数列一样，不同的项可以 相等； 就是说，这些集不必是不 
同的。 
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代表， A 3 必然被 a 或6代表。于是我们有两个元素即 a 和6,三个集合即 A:， ， 2 和八 3 的 
代表均必须从这两个元素中抽取。根据鸽巢原理，这三个集合 A:，A 2 和 A 3 中的两个必然 
被同一个元素所代表。 □ 

I 通的 必要条 f ) 令 a =( a ,， a ，， …， a „) 为集的 

族。 ^ r 7 Stfe k 个集必须至少包含务个& 
1假设相反，即存在々个集，比如 Ai , A 2 , …，它们共含有少于々个 元素 ： AiU 
A2U …，其中 

\ F\<k 

此时，々个集 Ab A 2 , …， A & 中每一个的代表必须从集 F 的元素中抽取。由于 _ F 少于是 
个元素，由鸽巢原理得到，该6个集合 Ai ， A 2 ，…，中有两个必然用同一个元素作为 
代表。因此，不可能存在 SDR 。 我们把这个必要条件总结成下列引理。 

引理 9.3.1 为 ■使. 集全 的 J1A= (A， , A ^-, A n )t SDR, 必须 T 列条 件成毛 ^ 

(MC): k-1, 2,_-y, n 以及 4 U v 2，.-.. ， ” i 中选 ..择 是个互异指标 Z、 ， io, •••, 

的每一种选择，都有 

1人.，。兌“1>"1^.,|>是 (9-9) 

… 1 _ ... . . „,u 

弓[■理 j~3JL M 条件 （MC) 常被叫■孟婚条 j 年） 其理由源自下列互异代表系统问题娱 
人的和经典的讨论。 

例（配对问题）有 w 位男士和 m 位女士，所有的男士都急于想结婚。如果对谁娶谁没有 
限制，那么只要求女士人数 m 至少与男士人数” 一样多就可以使所有男士结上婚。但是，我们 
一般预料每一位男士会坚持与配偶的某种和谐从而会排除某些女士作为可能的 配偶。 这样，每一 
位男士就会从这些女士中得到可接受的配偶的某个集合（女士也可以从她发现不可接受的任一位 
男士可能的配偶集中删除她自己)。令 ( Ai 為 ，…， AJ 是女士的子集的族，其中八.表示第/位男 
士可接受的配偶集 (i = l , 2, •••, n ) 0 男士们的完备婚姻对应 （ A l5 A 2 ， …， ') 的 一* 个 S 3 R 
( wi ， w 2 , •••, zv n )o 它对应第 i 位男士娶女士 w ; (f = l, 2, n)o 由于 TO ,. 是在中，叫 
就是第 z •位男士可接受的一位配偶。既然 ( Wl ， u ； 2 , …，叫)是互异代表系统，那就不会有两个男士 
娶同一位女士0。在本例的前后叙述中，成婚条件断言，任意々位男士的可能配偶集合取并后列 
出的名单至少含有是位女士，而这是这些男士完备女昏姻的必要条件。 □ 

成婚条件 (9-9) 不仅是 SDR 存在的必要条件，还是充分条件。因此，它提供了 SDR 存 
在的特征。我们从推论 9.2.4 得到成婚条件对于 SDR 的充分性。 

将二分图 G=(X，A,y) 与集 Y=U，W.，3U 的每一个子集族 A=(A 1 ，A 2 ，…， AJ 相 
联系。取X等于集 |l，2，...，n}, 即 族乂的 成员的下标集，并由 

A= I I i , yj \ -yj 在 A; 中 f 

定义边集 A。 于是，顶点£和力被 G 的边连接当且仅当为是集合人的元素。换句话说，顶 
良 i 被边连接到 y 的那些可能作为 A,. 的代表的元素上。乂的代表系统对应72条边的集，该 


㊀ 我们忘了说，不允许女士拥有两位配偶! 
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集与 X 的每一顶点关联，但是，由于在代表系统中同一个元素可能代表两个不同的集合， 
因此，可能有多于一条的边与 Y 的一个顶点关联。一个 SDR 对应一个 n 条边的集，它与 X 
的每一个顶点关联，但最多与 Y 的每个顶点关联。因此我们断言：集族乂 = ( Ai ， A 2, …， 
A „) 有 SDR 当且仅当相关的二分图 G 有 n 条边的匹配 M 。 由于 X 只有 n 个顶点，故 G 不 

能有多于《条边的匹配。因此，乂有 SDR 当且仅当 〆 G ) = « 。 

定理 9.3.2 集族，…， A „) 有 SgR 当且仅当成婚条成立。 

证明： 根据引理 9.3.1 我们知道，如果 A 有 SDR , 则成婚条件成立。现在假设成婚条件 
成立，并证明有 SDR 。 令 G =( HY ) 为与 族乂相 关的二分图，如本定理前面的一段所 
述。现在需要 证明 〆 G ) = n 。根据推论9.2.4，可以断定，如果证明 c ( G ) = n ，就是说， 
如果证明不存在少于”个顶点组成的 G 的覆盖， 则 〆 G ) = n 。假设相反，则存在 G 的覆 
盖 S ，且 | S 丨< w o 令 

S^SjUSa 

其中，是 S 中的左顶点， S 2 =Sn Y 是 S 的右顶点。由于 lS |< n ，有 

| Si |' + 丨 S2 1〈 w (9-10) 

因为 s 是覆盖，所以不存在连接 x - Si 的顶点和 y - s 2 的顶点的边。令 

^ = Ix-sj = ?? - Isj 

并令 

X - Sj = U ' l ' i 25 -,4 l 

由于不存在连接 x - Si 的顶点和 y - S 2 的顶点的边，因此 A ^， A V …,都是 s 2 的子集。 
于是 

AqUAhL^.UAfSz 

进而 

lA'UAqU — UA^ISd 

由式 (9-10) 

| S 2 1 < n - I Si I -k 

因此 

. I A ； U A ； U … UA ; J <々 

12 k 

与成婚条件矛盾。于是，不存在 G 的少于 n 个顶点的覆盖 S ，（0( G ) 二 n ， 从而 A 有 SDR 。□ 

以大致相同的方法，推论 9.2.4 可以用来得到下列具有 SDR 的族中的最大数目的集合 
的特征。 

定理 9.3.3 令>4= (41，八 2 ，...，4„)为集7的子集族, _ 则乂的能够选择以使得有 S 迷 
的于 墓的最大个 

I A z -_ UAlU … UAa \ n - k 

〜 — 12 1.. 1 一 1 
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对于々=1，2,…， n 的所有选择和取自 { l ，2，."， n 丨的々个互异下标6， i 2 ， …，4的所有选 
择得到的最小值。 

定理 9 . 3 . 3 定义的数^是与族/相联系的二分图 G 的匹配数^ ( G )。 

例通过 

\a,b,c \ ,A 2 = \b,c \ ,A 3 = \b,c \ , 

A，4 — \ b, c \ , A5 — {c! , Ag — \ a ,b ,c ,d\ 

定义 U ， 6 ， c j ， e ，/} 的子集族 々( AhAhAhAoAs ’ Ae 〉。 我们有 

IA2U A3U A4U A5 1 = I { 6 , c } I .= 2 

于是 


| a 2 Ua 3 LM 4 Ua 5 |+6-4=4 

因此，对于 n =6 和6=4，由定理 9.3.3 可知，至多可以选择 A 的四个集合，使它们有 
SDR 。 由于于是4是具有 SDR 的集合的最多个 
数。用婚姻的术语来说就是，如果每一位男士都要娶他可以接受的女士的话，则4是能够结 
婚的男士的最大人数。 □ 


9.4 稳定婚姻 


在这一节 e ， 我们考虑前一节讨论的配对问题的一种变形。 


位女士和《位男士。每位女士按照其对每位男士作为配偶的偏爱程4 Y 


在一个社团里有 

度给每位男士排 名次。 不允许并列名次出现，女丄在两 位 男•士^分示 t 


这种偏爱应是纯顺序的，这样每位女士将这些男士排 
成顺序 1，2， …， n 。 类似地，每位男士也将这些女士排成顺序 1，2，…，《， 使这些男士 


和女士配成完备婚姻的方式有 n ! 种。 加果存在两位女士 A 和 B 及两位男士 a 和6，使得 

r i ) ^ a 和 a 结婚 ； 

, ii ) b 和 6 结婚 ; 

jii ) T ? 偏爱 & (名次更优先）而非 a ;. 
iV ) b 更偏爱 A 而非£。. 

那么■兑 "5 个 完备婚 姻 - : 因此，在不稳定的完备婚姻中， A 和6可能背着别 
人相伴逃走，摆为他俩与当前涅偶比起 来每人 都奚偏爱各县辟新伴侣。因此，一男 
一女以对他们双方都有利的方式共同行动而打乱婚姻的情况下，这种完备婚姻是“不稳定 


的”。 如果完备婚姻不是不稳定的，则称其为德 i ? 的。 由此产生的第一个问 题是： 是否总存 


在稳定的完备婚姻？ 

再一次用二分图来为这个问题建立数学模型。令 G = ( X ， A ， Y ) 是一个二分图，其中 


㊀ 本节部分内容根据的是 D.Gale 和 L.S.Shapely 的文章 “College admissions and the stability of marriage” ， American 
Mathematical Monthly , 69 (1962), 9-15 。 此处所考虑的问题的综合处理见 D.Gusfield 和 R. W. Irving 的书 
stable marriage problem : Structure and algorithms , The MIT Press, Cambridge (1989 )。 
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,w n \ 

为 n 位女士的集合，而 

y = \ mi ， m 2 ,'-' , m n \ 

为 n 位男士的集合。将每一个女-顶点（女士在左边）连接到每一顶点（男士在右边)。 
所 i 导尬二分图在包 含双方.顶点集之钮姐呀有 ■可 能放边放 对应每条边丨叫， 
mj \ ,存在一个数对>， g , 其中多 表示在 w ; 给男士排序中 mj 的位置， g 表示在给女士 
排序中玛的位置 。、这 狴女士和男士的完 ^ 婚埤对 应二分―图 g ^ 

在记法上， 霞 听提1的模型会考方便 列的阵列, 
尨 ，对应每一位女士助，奶，."，机，儿 列1 应每一 位 r ~^ r ^ rr ^ T 7 ~^ ^~T 
行和第> 列交叉位置处放上分别 代表叫 给 mj 排的名次和％ 给叫 排的名次的数对 h g 。 
一个完备婚姻对应该矩阵上77个位置的集合，该集合恰好包含每一行的一个位置和每一列 
的一个位置©。 

例令 n =2,并令优先秩评定矩阵为 

my m2 ■ 

2 , 2 . 

w 2 [2 ，l 1,1- 

于是，第一行第一列处的元素1，2指的是 TOl 已将叫放到她备选配偶表的第一位，而叫 
则将叫放到他的表中的第二位上。 存在两个可能的完备婚 姻 

i ) Wl^ ~ >mi ， -0)2^ ~~ >.7712 

ii ) xv \^ ~ > ni 2 , Wi *~j 

容易看出，第一个完备婚姻是稳定的。由于更偏爱 m 2 而非她的配偶 OTl ， m 2 更偏爱 

□ 


(9-11) 


由于 每一位女士都^到^的第一选择，这个完备婚姻不过每二位男 jr 得到的却都> 

^mkmmno 

I 但是要注意，一能不存在每一位男士（或每一位女士）均得到第一选择的完备婚姻。 


㊀ 在第 ii 章，该图叫做完全二分图&，„。 

㊁ 敏锐的读者无疑已经注意到，完备婚姻对应 n 个非攻击型车，其中将 n 行《列矩阵当作,,行 n 列棋盘处理。 


而非他的配偶 Wl ， 因此，第二个婚姻是不稳定的。 

例令 n = 3,并令优先秩评定矩阵为 

1，3 2, 2 3 ， r 
3，1 1，3 2, 2 
-2, 2 3, 1 1, 3- 

存在3! =6种可能的完备婚姻。 :种愚 

vuy^ ~~ >m\, W2^~^ni2, W3 < ~~ 
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例如，当所有的女士有相同的第一选择同时所有的男士也有相同的第一选择时就发生这种情 
况。 □ 

现在证明稳定的完备婚姻总是存在的，并在证明的同时得到确定稳定的完备婚姻的算 
法。这样可以避免完全混乱的情况！ 

定理 9.4.1 对于每一企1先秩评定矩阵都存在-穩声詐 

证明： 我们定义一种确定完备婚姻的算法 —— 延迟认可算法 e : 

延迟认可算法 

从每一位女士被标记落选记号开始。 

当存在落选女士时，做： 

J ) 每一位落选的女士在所有尚未拒绝她的男士中选择一位被她排名最优先的男士。 
ii ) 每一位男 f 在所有 B 经选择他并且他尚# 拒绝的_女：^中_$^ 他排名最优先的女 

三:: 号5茲 i ： 定了并手 — ~一 '— 

于是，在算法执行期间 @ ，女士向男士求婚，一些男女订婚，但是，如果收到更好的求婚， 
男士可以悔婚。一旦男士订婚，他就在算法执行始终保持订婚状态，但是他的未婚妻可以改 
变； 在他看来这种改变总是一_改进。 然而， 女士则在算法执行期间可以订婚若 干次； m - 
疼 订漫科她来说都将导致勺伴侣 述得出1 要不 S 被- 绝的妥 
士，那么每一位男士就恰与一位女士订婚，并且由于男女人数相同，每一位女士也恰与一位 
男士订婚。现在将每一位男士与他订婚的女士配成一对并得到一种完备婚姻。现在我们证明 
该完备婚姻是稳定的。 

考虑女士 A 和 B 及男士 a 和6,使 A 与 a 配对， B 与6配对，但是 A 更偏爱6而不是 
ao 我们证明6不可能比起偏爱 B 来更偏爱 A 。 由于在算法的某个阶段 A 在 a ，6间更偏爱 
b , A 选择6,但 A 因6将某位女士排得更优先而被6拒绝过。但是，在算法过程中与男士 
6 配对的女士实际上至少与他拒绝过的任何女士有同等的优先级。既然 A 被6拒绝过，6必 
然更偏爱 B 而不是 A 。 因此，不存在不稳定的配对，该完备婚姻是稳定的。 □ 

例我们将延迟认可算法用于式 (9-11) 中的优先秩评定矩阵，指定女士分别为 A ， 
B , C , 男士分别为 a ， 6， c ®。 在第 i ) 步， A 选择 a ， 选择6, C 选择 c 。 不存在拒绝， 
算法中止， A 娶 a ， B 娶6, C 娶 c ， 以后他们一直幸福地生活。 口 

例将延迟认可算法用于优先秩评定矩阵 


abed 


A 

B 

C 

D 


" 1,2 

2,4 

2,1 

-1,3 


2,1 

1,2 

3.3 

4.4 


3.2 4，1_ 
3,1 4,2 

4.3 1,4 

3.4 2,3- 


(9-12) 


㊀ 也叫做 Gale - Shapley 算法。 

㊁ 注意我们已将男人作为求婚者这一男女之间传统角色颠倒。 
㊂ 大写者对应小写者。 
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算法结果为： 

i ) A 选择 a ， B 选择6, C 选择 d ， D 选择 a ; a 拒绝 D 。 

ii ) d 选择 a d 拒绝 c 。 
iii ) c 选择 a 拒绝 a 。 
iV ) A 选择 6; 6 拒绝 J 5。 

V ) B 选择 a ; a 拒绝 B 。 

VI ) B 选择 c 。 

在 Vi ) 中， 不存在拒绝，因而胃 

A < ― > b ， B < —― ， £ H —■ > d . 

定的完备婚姻). , □ 

在延迟认可算法中，如果我们交换男女的角色，让男士按照他们排列的优先级别选择女 
士，那么我们得到一个稳定的完备婚姻，该婚姻可能但不是必须不同于让女士选择男士所得 
到的稳定完备婚姻。 

例将延迟认可算法用于式 (9-12) 中的优先秩评定矩阵，其中男士选择女士。结 果为： 

1；^选择0, 6选择 A ， c 选择 B , d 选择 A ; A 拒绝心 
… 选择 J 3; JB 拒绝 cf 。 
iiiW 选择 d 。 

完备婚姻 

a< — ^C, ~~ ， d <—~ 

是稳定的。这是以相反的方式利用该算法所得到的相同的完备婚姻。 □ 

例将延迟认可算法用于式 (9-11) 中的优先秩评定矩阵，其中男士选择女士。结 果为： 

a 选择 B , d 选择 C , c 选择 A 。 

由于不存在拒绝，因此所得的稳定的完备婚姻为 

a < — ， b< — ^C, — *~A 

这不同于以相反的方式应用该算法得到的完备婚姻。 □ 

在一个稳定的完备婚姻中，如果一位女士得到作为配偶的男士比她在每一其他的稳定完 
备婚姻所得到的配偶在她的排序表中至少有同样髙的优先级，那么，这个稳定的完备婚姻叫 
做是对该女士最优的。换句话说，不存在使得该女士得到在她的排序表中具有更高级别排序 
的配偶的稳定完备婚姻。如果一稳定的完备婚姻对每一位女士都是最优的，则称该完备婚姻 
是对女士最优的。我们用类似的方法定义对男士最优的稳定完备婚姻。然而，存在女士最优 
的和男士最优的稳定完备婚姻就不是明显的了。事实上，如果每一位女士独立地得到所有稳 
定完备婚姻中最好的伴侣，结果导致一次男女配对，这个结论是不明显的（可以想象用这种 
方法的结果有可能会导致两位女士会得到相同的男人)。显然，可能只存在一种女士最优的 
完备婚姻和只存在一种男士最优的完备婚姻。 

定理 9.4.2 过^ ^人可！法一 ^古士选择男士從 到 ■的 ■稳客息备婚咚的。 

i 口果在延退认算电 f 1圭选择女土 一 fflll 所得■完备婚姻是！ 士^的 〜〜 
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证明： 在某个稳定完备婚姻中，如果男士 M 是女士 W ■的配偶，则称男士 M 对女士 W 
:是可行的。我们将通过归纳法证明，使用延迟认可算法所得到的完备婚姻具有 性质： 拒绝某 
特定女士的那些男士对该女士不是可行的。由于算法的本质意味着每一位女士得到对她可行 
| 的所有男士中排名最高的男士作为配偶，从而这个完备婚姻是女士最优的。 

归纳法是对算法的轮数进行的。为开始进行归纳，我们证明在第一轮的末尾没有女士被 
::对她可行的男士拒绝。设女士 A 和 B 都选择了男士 a ， 而 a 拒绝 A 以利于 B 。 此时任何使 
A 与 a 配对的完备婚姻都不是稳定的，因为 a 偏爱 B ， 且 B 和与其实际上配对的任何男士 
比较都更偏爱 a 。 

现在继续用归纳法证明并假设在某 k >\ 轮终了时没有女士被对她可行的男士所拒绝。设 
；在第 A +1轮终了时女士 A 被男士 a 拒绝以利于女士 B 。 则 B 在所有拒绝过 B 的未拒绝过她 
的男士中更偏爱 a 。 根据归纳假设，这些拒绝过£的男士对 B 都不是可行的。因此，不存在 
将 B 与在前々轮拒绝过她的男士配对的稳定的完备婚姻。于是，在任何稳定的完备婚姻中与 
B 配对的男士在 B 的排序表中不会高于〜现在假设存在稳定的完备婚姻使得 A 与 a 配对。 
此时 a 更偏爱 B 而不是 A ， 由最后的注释， B 更偏爱 a 而不管与她配对的是哪位男士。因此 
与这个完备婚姻是稳定的矛盾。这就完成了归纳的步骤并证明由延迟认可算法得到的稳定完备 
I 婚姻是对女士们最优的。 □ 

现在证明，在女士最优的完备婚姻中，每一位男士的伴侣是他在任何稳定完备婚姻中所 
能得到的伴侣中最差的。 

推论 9.4.3 在女 士最优 的稳定完备婚姻中.每一位男士与一位他.在缚定完备婚姻.中砰 
有■过 他可能的伴侣中排序绎别 

证明： 令男士 a 与女士 A 在女士最优稳定完备婚姻中配对。根据定理9.4.2,对于在稳 
定完备婚姻中可能适合她的所有男士来说， A 更偏爱 a 。 设有一稳定完备婚姻 a 与女士 B 配 
对，其中 a 将 B 排列的级别低于 A 。 在这个稳定婚姻中， A 与异于 a 的某男士6配对，因 
此，她为他排的级别低于 a 。 但此时 A 更偏爱 a ， 且 a 更偏爱 A ， 从而该完备婚姻不稳定， 
与假设矛盾。因此，不存在稳定的完备婚姻使得 a 得到比 A 更差的伴侣。 □ 

设男士最优和女士最优稳定完备婚姻是同一个婚姻配对。则由推论 9.4.3 得出，在女士 
最优完备婚姻中，每一位男士得到在所有稳定完备婚姻中他的既是最好又是最差的伴侣（类 
似的结论对女士同样成立）。因此，在这种情况下，恰好存在一个稳定的完备婚姻。当然， 
反过来也 成立： 如果存在唯一的稳定完备婚姻，那么男士最优和女士最优稳定完备婚姻是同 
—个完备婚姻。 

自1952年以来，延迟认可算法就一直用于匹配美国的居民区和医院 e 。 我们可以把医 
院当作是女士而把居民区看作是男士。但是，由于现在一所医院一般坐落在几个居民区，因 
此一位女士可以有多个配偶的一妻多夫制是允许的。 

我们用类似问题的讨论来结束 本节： 稳定婚姻的存在性不再被保证。 

例设偶数2 77个姑娘想要配对作为同室室友。每一个姑娘将其她姑娘排成偏爱顺序1， 
2 ，…， 2 n - l 0 在这种情况下的完备婚姻是把这些姑娘配成 n 对。如果存在两个姑娘她们 


© 它也可用于匹配学生和学校等等。 
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不是室友但却比偏爰当前室友更偏爱对方，那么这个完备婚姻是不稳定的。如果完备婚姻不 
是不稳定的，那么它就是稳定的。稳定的完备婚姻总是存在的吗？ 

考虑4个姑娘 A , B ， C ， D 的情况，其中 A 将 B 排在第一， B 将 C 排在第一， C 将 
A 排在第一，而且 A , B ， C 都把 D 排在最后。此时，不论其余次序怎样排，都不存在稳定 
的完备婚姻，如下述论证所示。设 A 和 D 是室友。则 B 和 C 也是室友。但是 C 更偏爱 A 
而不是 B ， 由于 A 将 D 排在最后， A 更偏爱 C 而不是 D 。 因此，该完备婚姻是不稳定的。 

如果 B 和 D 是室友或如果 C 和 D 是室友，则类似的结论仍然成立。由于 D 有一个室友，因 
此不存在稳定的完备婚姻。 □ | 

9 . 5 练习题 

4考虑如图 9-15 所示带有禁止落子位置的棋盘 B 。 构造与 B 相关的奉二分图 G 。 找出 B 
上6个非攻击型车的6个位置，确定 G 中的对应匹配。 



图 9-15 


2. /构造与图 9-15 中棋盘 B 相关的多米 i 若-二分图 G 。 确定 G 中具有10条边的匹配以及相关 ; 

\•/的通过多米诺牌对棋盘的完美覆盖。 .... , |1 

3. 证明每一个二分图均为某个棋盘的车-二分图。 j | 

4. 给出不是任何棋盘的多米诺-二分图的二分图的例子。 

5 .考虑 m 行 n 列棋盘，其中 m 和《都是奇数。该棋盘一种颜色比如黑色的方格比白色方 
格多一个方格。证明，如果棋盘上恰有一个黑方格禁止落子，那么该棋盘有一个用多米 
诺牌的完美覆盖。 || 

6 . 考虑行》列棋盘，其中 m 和 n 至少有一个是偶数。该棋盘有相等个数的黑方格和白 
方格。证明，如果饥和《至少是2并且恰有一个白方格和一个黑方格禁止落子，则棋盘 
有一个用多米诺牌的完美覆盖。 

7. Y ) 为一个二分图。设有正整数{，使 X 的每一个顶点至少与 f 条边关联， 

并且 Y 的每一个顶点最多与户条边关联。通过对 G 的总边数计数证明， Y 至少与 X 有 

同样多的顶点。 § 

8 . 令 G = ( X ， A ， Y ) 为一个二分图，它是户>1阶正则的。利用定理 9.2.5 和归纳法证明，；： 

G 的边可以被分成 f 个完美匹配。 |1 

9. 考虑带有禁止落子位置的 n 行 n 列棋盘，其中存在一个正整数/>,使每一行和每一列恰 
丨有 f 个方格允许落子。证明，在棋盘上能够放置 n 个非攻击型车。 

^用匹配算法确定图 9-16 中两个二分图的匹配 M 的边的最大条数。在每一种情形找出使 
iS | = | M | 的覆盖 S 。 

11 •一个公司有7个空缺： yi ，： y2 ， …，： y7 和10位申请人 Xi , X2 ， …， x 1C )。 每位申请人有 
资格从事的空缺工作的集合分另 I ]由 » \ y 2^ y(>,yi \ ,\ yz,yA \ ■> . {3^6*3^7 i > 
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给出。确定能够被有资格申请人填补的空缺的最大数 

目，并证明你答案的正确性。 



图 9-16 


12. 令乂 二 （ A !， A 2， A 3， A 4， A 5, A 6) ，其中 

A ! 二 | a , 6, c ! , A2 = i d，b 9 c ,d y e \ ， A3 = \ a y b\ , 

* A4 = I 6 ， c 1 ， A5 — \a \ ， A& = \ ct ,c 9 e\ 

族 A 有 SDR 吗？如果没有，具有 SDR 的族中集合的最大个数是多少？ 

13. 令乂= ( A 1 ， A 2， A 3， A 4， A 5， A 6)， 其中 

Ai^ il,2( ,A 2 == l2,3| ,A 3 = (3,41,. 

A 4 — |4,5! , A 5 = |5,6! , Ag = | 6 ,l| ■•: 

确定/具有的不同的 SDR 的个数，推广到 n 个集合的情况。 

14. 令* A = ( Ai ， A 2, …， A „) 是具有 SDR 的集合的族。令 a ： 是 Ai 的兀素。证明，存在一个含 
有: r 的 SDR ， 并通过例子证明可能找不出一个 SDR 使得 x 代表 

15. 令乂 =( Ai ， A 2 ，…， A „) 是“过于满足”成婚条件的集合的族。更准确地说，设 

I Ai U A z - U … U A z . I + 1 

12 k 

对每一个 A = 1, 2，…， n 和_々个不同的指标 G ， z '2， …，4的每一 '种选 择成立。令 i 
SAi 的一个元素。证明， 乂有 一个使 a ： 代表 Ai 的 SDR 。 

16. 令^>1 并令…， A „) 为|1，2,…， nl 的子集族，其中 

A f = U ，2，...， n ! — | i }，（ z ' = l ，2, …，”） 

证明，乂有一个 SDR 并且 SDR 的个数为第 n 个错位排列数 A , 。 

17. 考虑带有禁止落子位置的棋盘，它具有如下 性质： 如果一个方格禁止落子，那么其右边 
的每一个方格和其下面的每一个方格也禁止落子。证明，该棋盘有用多米诺牌的完美覆 
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© E.Kramer, S.Magliveras, T. Van Trung, and Q.Wu ： “Some perpendicular arrays for arbitrary large Discrete 
Math ., 96 (1991), 101-110 。 


盖当且仅当允许落子的白方格的个数等于允许放子的黑方格的个数。 

M 8. 令 A 为一 n 列矩阵，其整数元素取自集合 S =| l ，2, …，々丨。设 S 中的每一个整 数/恰 
好在 A 中出现 nr ; 次，其中， r ; 为一整数。证明，能够排列 A 的每一行上的元素得到 
矩阵 B ，使在 B 中 S 的每一个整数；在每一列中出现 r ; . 次 e 。 

19 .求2行2列优先秩评定矩阵使其两个完备婚姻都是稳定的。 

20. 考虑优先秩评定矩阵，其中女士 A 将男士 a 排在第一位，而男士 a 将 A 排在第一位。 
证明在每一个稳定婚姻中 A 都与 a 配对。 

21. 考虑优先秩评定矩阵 1 


l,n 

2, n - 1 

3 9 n —2 

… n ， 1 

n , 1 

1, n 

2,n — 1 

… 71 ~~ 1,2 

n - 1,2 

n , 1 

1 ， 

… n — 2 ， 3 

3，/z - 3 

4, 72 — 3 

5,n ~4 

… 2 ， n - 1 

2 9 n ~2 

3 ， 72 — 2 

4, n — 3 

… l 9 n . 


证明，对每一个々 = 1，2, …， 》，使每一位女士得到她的 第&个 选择的完备婚姻是稳 
定的。 

22. 对于优先秩评定矩阵 

abed 
A 「1，3 2, 3 3, 2 4, 3- 

B 1, 4 4， 1 3， 3 2, 2 

C 2, 2 1， 4 3, 4 4， 1 

D U, 1 2, 2 3, 1 1, 4 - 

使用延迟认可算法同时得出女士最优的和男士最优的稳定完备婚姻。推断对于给定的优 
先秩评定矩阵只存在一个稳定的完备婚姻。 

23. 证明，在每次使用延迟认可算法于《位女士和77位男士时，至多存在 n 2 -n + l 种求婚 

方案。 - 

*24. 将延迟认可算法推广到男士多于女士的情形。在这样的情形下，不是所有的男士都能 
得到伴侣。 ' [：；； ” 

25. 利用练习题22证明，在非完备婚姻中任何人确实都有可能得到其第一选择。 

26. 应用延迟认可算法得出下列优先秩评定矩阵 


^ 4 4 4 4 


3 3 2 1 


2 , 2 ,1 3 


IX IX 0^ 


ARCD 
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的稳定完备婚姻。 

27.考虑棋盘，在其上第 i 行第 ( l < z , j<n) 的方格内有一个非负数％。设每 
一 行和每一列上的数的和等于1。证_，将 n 个非攻击型车放到棋盘被正数所占据的位 
置上是可能做到的。 





t 



组合设 卄. 或简称设计.是将集今的元素企晛满足某 些所连性质 jj] 子_ 的排列方法 D 这 
是非常一般的定义，它包含大量的组合学理论。第1章引入的许多例子都可以看作为组合设 
计：带有禁止位置的棋盘被多米诺牌的完美覆盖，在那里，把允许放子的方格安排成对，使 
每一对方格可以被一张多米诺牌覆盖；幻方，将1到《 2 的整数排列成 n 行 n 列的阵列，使 
某些和数 相等； 拉丁方，将1到 n 的整数排成 n 行 n 列的阵列，使每一个整数都在每一行 
出现一次同时在每一列出现一次。我们将第1章扼要引人的拉丁方和正交性概念在本章进行 
更彻底的讨论。 . 1| 

组合设计领域是高度发展的领域，许多有趣的和基础性的问题还没有答案。许多构造设 
计的方法依赖于被 称作 ilIMm 代数_以及更 一般的运算系统。在本章第一节，我们给岀 
主要涉及模运算的“有限算术”的简要介绍。我们的讨论不追求面面俱到，而是以在这些系 
统中能够方便地进行运算为标准。 

10.1 模运算 

令 Z 表示整数的集合， j| 

-2, -1，0，1，2,…} 

并令+和 x 表示通常的整数加法和乘法。之所以如此谨慎指出通常加法和乘法的记号在于 ，\: 
我们即将引入整数集 Z 的某些子集上的新的加法和新的乘法，而不希望读者把它们与通常 
的加法和乘法相混淆 

设 n 是满足 n>2 的正整数，令 || 

Z„=j0，l， …， n_l| j| 

是小于 „ 的非负整数集。我们可 以把厶 中的整数看成是任意整数被 n 除所得的可能的余 
数。 , 

如果 m 是整數，那么存在唯一 的整数 q (商数）和 I - (余数）使得 

m = g X n + r ， - 1 

将上述结论铭记在心，我如下： 

对 于乙, 的任意两个整数4 和上， 卫 ㊉ 6 肩通常_的和 a + &被》除所得的（唯一 i i ) — 

盖 H a®b 观 是逼常乘积 a_x j > 被》除 j 斤-昀 ( Pg - g ) 

这种腿雜的记号有 | 
些麻烦 e 。 因此，我们只是告戒读者㊉和⑭依赖于 n， 并且称之为 mod n (模 n ) 加法和 
mod n (模 n) 乘法，用这种加法和乘法得到模 n 整数系统 @ 。通常用与表示其元素集合的相 

㊀ 在读者熟悉这麵的加法和乘法以 k 就要用通常的记号+和 X 舶戈替记号^1®，并在计算前冠以 短语: 它们以 ncd «进行。 

㊁ mod 是 modulo 的缩写，意为关于模数（一个量，这里指的是量”）。例如，为了计算先进行通常的乘法: 
aXb , 然后为得到 Z„ 中的整数，从^乂6减法„的足够大的倍数。后者有时称为“模掉” （moddingout) «。 
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同的 记号& 来表示模《整数运算系统。 . 

" , ....... .V -〆*■■■:, ^t.'r -■ . . 

例最简单的情形是 n =2。我们有 Z 2 =(0, li , 而模2的加法和乘法在下列算表中 给出: 


㊉ 

0 1 ® 

0 1 

0 

0 1 

0 

0 ： 0 

1 

1 0 

1 

0 1 


注意，除1 ㊉ 1 = 0外，模2运算就像通常的运算。这是因为1 + 1=+2再减去2便落人之 2 。 


例整数模3的加法和乘法算 表为: 


㊉ 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

0 

1 

0 

1 

2 

2 

2 

0 

1 

2 

0 

2 

1 


特别地， 202-1, 因为 2 X 2 = 4 而 4 = 1 X 3 + 1。 

例模6整数系统的加法和乘法的某些实例 如下: 

4 ㊉ 5 = 3 
2 ㊉ 3 = 5 
‘ 202 = 4... 

305 = 3 
3③2 = 0 
r 505 = 1 


□ 


□ 



□ 


正如这些例子所指出的， 有时候模 n 的加法或乘法像通常的加法或乘法（这发牛在通 
莖 堃果为 Z „ 中的 楚魏 的过惺^ 另外一些时候，模 n 的加法或乘法则明显不同于通常的加 
法和乘法，可能结果看起来相当奇怪。如上例所显示的，在模6整数下，有5 ㊈ 5=1，它指 
出5的倒数就是它 自己； 即用5乘得到1的数就是5本身！在模6整数下，还有 3®2 = 0， 
它至少提醒我们要小心，因为在通常的乘法下，两个非零的数相乘绝不会得出0。 

^继%寸论以前，回忆算术和代数涉及模 n 整数的一些基本概念。魅， 興察到 0 模》 
的^满足通常的交換律、结佥律和分配德：乙中的 整数彡 . 中 E 

么， w - a 在1和 w — 1 之间， 从_而^^^是 a 的 fen 法逆 事实上 一:'二.:丄 

a + {n - a ) = n — \ y . n + 0 意味着. a ©( - a ) —0 

. ' ......... .. . . .. -...... 


© 实际上，这不仅仅是观察，如杲不觉冗长乏味，验证这些性质成立是些初等的运算。观察这个词的含义在于, 
我们不想为检验这些性质增添麻烦。以前从未做过这种工作的学生恐怕至少要验证其中的某些 性质。 





252 组合数学 

在所有情形下，加法逆元都是唯一确 定的。 導循通電的习惯,的加法逆元用_ a 考 运^但 
y 己住 二 - a 表示 ㊀ 10, 1, 2, n - l \ 中的一个整数。厶中所有整数都有加法逆元的 
着总能 够在厶 中进拧减法，因为从 a 减去6与把 -6 加到 a 是一 样的： a ㊀ 
a © (- b ) 。 



a 的明显的乘法逆元。事实上， 某些非零的 a 可能没有乘法逆元并不奇怪& 在整数系统2 
中，由于不存在整1^6使得 2 X 6 = 1 ㊁ ’抛，一整寧2!直乘法_逆元。实际上，在 Z 中有乘 
法逆元的仅有按照通常的 习惯， 

_的乘法 — 

例在模10的整数中，加法逆元 如下： 

-0 = 0 -1 = 9 -2 = 8 -3 = 7 -4 = 6 

-5 = 5 —9 = 1 —8 = 2 -7 = 3 -6 = 4 

注意，我们得到一种特殊的情况-5 = 5,但要记住， -5 表示 Z 1 Q 中的整数，将其加到5上 
(mod 10) 结果为0，而5确实具有性质： 5 ㊉ 5 = 0。还要注意，如果 = 则 = 
换句话说， —.（ — a ) = a 。 

通过简单地验证所有可能的情况，可以看到， 中乘法逆元的 情况 如下: 

厂 1 = 1 (1 的乘法逆元总是1 ) 

3 _1 = 7 (307-1) W - 

7~^3 (703 = 1) 

9-1=9 (909 = 1) 

0^2, 4, 5, 6和8在2 1() 中均无乘洼逆元二 于是，在 Ao 中四个整数有乘法逆元，另六个整 
¥没有乘法逆元。 口 

一般地，在 Z „ 中的整数可能有也可能没有乘法逆元。由于对厶中所有的6都有0 x 6 = 
0,当然0不可能有乘法逆元。我们的第一个定理指出乙中那些有乘法逆元的整数的特征， 
当该特征条件满足时，定理证明指岀求乘法逆元的方法。这个方法依赖于下列计算两个正整 
数 a 和6的最大公因数 （ GCD ) 的简单算法。 


计算 a jD Z? 的 GCI1 的奠 法 

以^ 〔置 A = a 和 jB = 6。 

当 AXB 尹0时，做 

■\ ‘如果则用 A-B 替换 A; 

否则，用 B—A 替换 B。 ' : 

k gGCD=g 0 …、 

B 中的一个为0 因为在二者相同 ijffg 下从 A 减去此时 等于/ 


㊀ 假如遵循上述的记号， a 的加法逆元应该用 ㊀ a 表示。 

㊁ 当然，2在有理数系中有一个乘法逆元，即1/2,但1/2不是整数。 





GcD 


第 10 章组合设计 253 


； B 的终值。, _ ' 

I 在下面品引理中，我们证明算法经有限步终止并正确算出 a 和6的 GCD 。 

引理 10 . 1.1 、 h 抹 算法怒右限步终止并 正确算出 a 和 6 的 GCDn 义金 1 

证明： 我们首先观察到确实在 A 的值等于0时终止。之所以如此是由于 A 和 B 总是非负 
! 整数，并且在每一步它们当中都要有一个在减少。由于在 A - B 的时候从 A 减去 B ， 因此, 

[ A 在 B 成为0以前将达到0值。下面我们观察到，给定两个正整数爪和72且，贝 IJ 

p GCD { m , n I = GCD | m — n , n \ 

I 这是因为和 n 的任一•公因子也是 to - w 和 w 的公因子(如果/>能整除 m 及《 ,则也能整 
除它们的差 m ~ n ); 反过来 ， m - n 和 n 的任一公因子也是 ra 和 n 的公因子(如果 > 能整 
I 除 m - n 及 n ， 则也能整除它们的和（饥-《 ) + n = to )。因此，整个算法中虽然 A 和 B 的 
值在变化，但是它们的 GCD 却是一个常数 I 由于初始 A = a 和 B = 因此 d 就是 a 和6 
的 GCD 。 在算法终止时有 A = 0 和 B >0。 由于一个为0另一个是正的两个整数的 GCD 就是 
| 这个正整数，因此在终止时 a 和6的 GCD 就是 B 的值。 □ 

上述算法是计算两个非负整数 a 和6的 GCD 的非常简单的算法，它只是重复进行减法。 
正如下一个例子中所阐述的，该算法的一个推论是， a 和6的 GCD 为 d ， 可以写成 a 和6 
的整系数的线性组 合：存 在整数 z 和: y 使得 .. .、 . 

d = aXj：^bXy 

例 计算48 和126的 GCDo 
应用该算法以表的形式显示结果 如下： 


A 

B 

48 

126 

48 

78 

48 

30 

18 

30 

18 

12 

6 

12 

6 

6 

0 

6 


我们得到，48和126的 GCD 为 B 的终值 d = 6。 

如上面发生的那样，若应用该算法计算两个正整数 a 和6的 GCD 时，从 B 连续地减了 
若干次 A 或从 A 连续地减了若干次 B ， 则可以将这些连续的步骤合并，.把它们当作一次除 
法来处理 e 。 当使用该算法手算 GCD 时，一般以这种方式运用该算法更为有效。计算48和 


© 一个正整数被另一个正整数所除，最终正是连续的减法。例如，当用5除23时得到商4和余数3。这可以被表示 
为 23 = 4 X 5 + 3, 它的含 义为： 能够从23.减去4 (且不能再多）个5而不致得出负的数。 
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126 的 GCD 的结果见下表。 


A 

B 


48 

126 

126 =2X48 + 30 

48 

30 

48 = 1 x 30 + 18 

30 

18 

30 =1X18 + 12 

12 

18 

18 =1x12 + 6 

12 

6 

12-2X6 + 0 

0 

6 

d =6 


这些除法最后的非零余数就是 48 和 126 的 GCD d = 6 。 

为了把 6 写成 48 和 126 的线性组合，现在在上表中使用一些 方程: 
6=18-1x12 

6 = 18-1x(30-1x18)=2x18-1x30 
6-2x(48-1X30)-1X30 = 2x48-3X30 
6 = 2X48-3X(126-2X48) = 8X48 — 3X126 
最后的方程 6 = 8X48-3X126 把 6 表示为 48 和 126 的整线性组合。 



现在我们阐述如何确定1中哪@罄数具有乘法逆元。 

定理 10.1.2 令 h 是一个梦数，且并令 a 为 Z,, = |0，1，".，》 - 1 丄 才 的非霎 
麩。则 a 在 Z ,, 中有逆 gM 具仅致 a 和^>^羞大公■因数 （GCD ) 是1。如果 a 有乘法逆_ 
元，则该逆元唯二。. 


证明： 我们首先证明，对于 Z „ 中的整数 a 最多可能存在一个乘法逆元。利用我们已经 
指出的 mod «的加法和乘法的法则，即交换律和结合律。设6 都是 a 的乘法逆元并证明 
b - c 0 于是，设 a ®6 = l 和 a 0 c = l o 于是 


c0(a0d) = c<S>l - c 
c ®( a 06) = ( c 0 a )06 = 106 - b 
这样得到 b = c ， 从而 Z „ 中的每个整数 a 最多有一个乘法逆元。 

下面我们证明，如果 a 和《的 GCD 不是1，则 a 没有乘法逆元。令 m > 1是 a 和《的 
GCD 。 于是 n / m 为 Z „ 中的非零整数，由于 a X („/讲）是„的一个倍数（因为在 a 中存在 
因子？ n )， 因此有 

a ®{ n / m ) — 0 

设存在乘法逆元 a — 1 。 此时，使用结合律 e ， 得到 

a _1 0(a0(n/m)) = a~ 1 ®O =0 

a /m)) = (a )®( n/m) = 1 ② n / m = n/m 


© 对于那些认为算术结合律没有什么了不起或许甚至认为有些讨厌的学生，现在已经看到它的两个重要应用。而 
且还有更多的应用会出现！ ^ 
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因此，有 n / m =0, 但由于 l <«/ m < n ， 所以这是不可能的。即 a 没有乘法逆元。 
最后，假设 a 和 n 的 GCD 是1，并证明 a 有乘法逆元。上述 GCD 算法的一个推 论是: 
在 Z 中存在整数 x 和％使 

ay-x+yi^y — l ( 10 - 1 ) 

整数工不可能是《的倍数，否则上述方程意味着1是^的倍数，与假设矛盾。因此 I 
被 n 除就有一个非零余数。就是说，存在整数 g 和 r ， 1，使 

x = qX n + r 

带人方程 (10-1), 得到 

a X (qX n + r) + n^- y — 1 

重写之后变为 

a X r = 1 — (a X q + y) X n 
这样一来 ， a X r 与 1 相差 „ 的一个倍数，从而 

= 1 

且 r 是 a (根据已经证明的结果是唯一的）在乙中的乘法逆元。 □ 


推论 10.1.3 ^ n 冬素敦。则 Z „ 中的 每二个 非零整数都有 一个# ■法逆元。 

证明： 由于》是素数，因此 n 与1到 n - 1间的任意整数 a 的 GCD 都是1，此时再应 
用定理 10.1.2 即可。 □ 

通常把其 GCD 是1的两个整数叫做是互素的。因此，由定理 10.1. 2可知，厶中有乘 
法逆元的整数个数等于1到 n -1 之间与 n 互素的整数的个数。 

将计算两个数的 GCD 的算法 用到乙 中的非零整数 a 和《，就得到确定 a 是否在 Z „ 中 
有乘法逆元的 算法： 根据定理 10. 1.2, a 有乘法逆元当且仅当这个 GCD 等于1。像定理 
10.1.2 证明的那样，使用该算法的结果确定 a 的乘法逆元。在下面的例子中叙述这种方法。 

例 適定11是否在 Z 3Q 中 有逆元 i 如 果有，计算^个乘法 逆元。 我们将计算 
GCD 的算* Si 于 11 〜. 


A 

B 


30 

11 

30 = 2x11 + 8 

8 

11 

11 = 1x8 + 3 

8 

3 

8-2X3+2 

2 

3 

3=1X2+1 

2 

1 

2=2xi+0 

0 

1 

d-\ 
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因此，11和30的 GCD 为 d = l ， 由定理 10.1. 2, 11在 Z 3() 中有乘法逆元。为了得到定 
理证明中形如 (10-1) 的方程，我们使用上表中的一些 方程： 

1=3-1X2 

1 = 3- lx (8-2 X 3) = 3 x 3 — 1 X8 
l = 3 x (11- lx 8) -1X8 = 3 X 11-4 X 8 
1 = 3 x 11 -4 x (30-2 x 11)-11 x 11-4 x 30 
最后的方程把 GCD 1表示成11和30的线性组合，即 


它告诉我们，在 Z 3Q 中 


1 = 11X11-4X30 

1 = 11011 


当然，由于知道这个事实，我们可以验证 口 
例求 16 在 Z 45 中的乘法逆元。 

我们将 i 十算显示在下 表中。 


-.A 〜 

B 

. 1 卜. .一， -〜一 -- _ 、_ , ... 

45 

16 

45 = 2X16 + 13 

13 

16 

16 -1X13 + 3 

13 

3 

13 =4x3 + 1 

1 

3 

3 =3X1+0 

1 

0 

d =1 


注意， 占 计算 GCD 的算法规则不同，我们 让£ g 于0。_用这种方 gg 立 葚造的 原因^为了 
(ff 计算机程序 UfljEgll 哪里去寻 找 GCD: 但是，如果用手工计算，那么我们既可以使 A 
等于0也可以使 B 等于0 (从而选择另一个作为 GCD)。 

由于 GCD 是1，因此我们断定16在 Z 45 中有乘法逆元。结果的方程 满足： 

1 = 13-4X3 

1 = 13 — 4 X (16 — 1 x 13) = 5 x 13 - 4 x 16 
1-5X(45-2X16)-4X16 = 5X45-14X16 
得到 16 — ^ -14 = Z 45 中的 31 。 口 

令 n 是素数。由推论 10.1.3, 色 i 中势每个非零奠数都有赛连逆元。这意味着不仅輕 

a~r- b = aX b~ l (6=7^0) 


此外，乘法逆元意味着如果 n 是素数，则下列性质在厶中 成立： 
^ i ) ( 準去法则 —=0_蕴握 着 _ a _= i ) 或 . 




[如果则用 a — 1 相乘得到 
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0 = a _1 ®( a <8)6) = (a _1 ® a )(8)6 = 1<8>6 = b ] 

ii ) (_消去法贝 U 2) a 风 b 二 a ^) c _, a _ X ) 贝 l | b = 
t [我们应用消去法则 1 于 (6 _ c ) =0 即可] 

' iii ) ( 线性方程组的解）_如果^式 CL 则方稈 

o ^^ c ^ b _ 

[用 a — 1 乘以方程，再使用结合律则证明仅有的可能的解是 _r = a - 1 ( g )6, 将 : c = 
^ 1 ®6代人到方程，看到 

a ®( a _1 ( g )6) = ( a _1 Cg ) a )(8)6 = l ( S )6 = 6] 

从讨论中我们得到的结论是，如果 n 是素数，那么在实数或有理数运算系统中习惯于 
认为理所当然的算律对 于厶也 成立。如果 n 不是素数，则正如我们已经看到的，许多但不 
是所有的算律仍然在 Z „ 中 成立。例如，如果《有非平凡分解 n = aX6 (l<a, b < n ), M 
么在乙 ，中 a ③6 = 0, a 和‘6都没有乘法逆元。关于这些运算系统的特殊之处在于它们都只 
有有限多个元素（不同于有理数、实数和复数的无限多元素）。 

现在，我们停止使用 mod n 加法和乘法的麻烦记号 ㊉ 和区)而相应地改用+和 X 。 

然而，还存在其他一些来得到有限运算系统，这些运算系统满足我们所习惯的算律 

这种方法得到复 i 方法的推广，总结 如下^ 

我们知道，多项式 x 2 + i (具有实系数）在实数系中没有根©。复数通常由实数“添加” 
x 2 + l = 0 的一个根而得到，这个根通常记为匕复数系由所有形如 a +况的数组成，其中 a 
和6是实数，此时通常的算律也成立，并且； 2 + 1 = 0,即 f 2 =- l 。 于是，例如 ^ 

(2 + 3 z .) x (4 + £) = 8 + 2 f + 12 i + 3 i 2 = 8 + 14 f — 3 = 5 + 14 z 

_对于每一个素数 O 和整数 A >2,这种方法可以 从域厶开岭 构造具有 〆 个元素的域。. 
我们通过构造具有4个和27个元素的域来阐述这种方法。 

例 构造具有4个元素的域。从 Z 2 和以 Z 2 的元素为系数的多项式 x 2 + x + l 开始。由 
于仅有的取值可能只有0和1，而0 2 + 0 + 1 = 1和 I 2 + 1 + 1 = 1,因此这个多项式在2 2 中没 
有根。因为这个多项式是二次的，所以断定它不能以任何非平凡的方式被分解。我们把该多 
项式的一个根声加到2 2 中去，得到 i 2 +i + l = 0 , 或等价地 

i 2 = ~ i -1 -i + l 

( 回忆在厶中我们有 -1 = 1) 所得的域中的元素是4个元素 

10,1, z , 1 + z I 

其加法表和乘法表给出 如下： 


© 使运算系统成为域而必须满足的那些性质可以在大多数抽象代数书中找到。 

㊁ 因为实数的平方不可能是负数_ 1 。 但这就指出，这并不是我们通常使用的算律之一。例如，在厶中有 2 2 = 4 = - 1; 

事实上，在这里，负数的概念不重要，因为 -1 = 4, -2=3, -3=2 而 -4=1 。 不应该把加法逆元看作是负数！ 

㊂ 为了强调与复数的类似，我们用 f 作为这个根的符号。这里并不成立 i 2 = - 1。 
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+ 

0 

1 

i 

1+i 

0 

0 

1 

i 

1+f 

1 

1 

0 

1+f 

i 

i 

i 

1 + i 

0 

1 

1 + i 

1+f 

i 

1 

0 


X 

0 

1 

i 

1+f 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

i 

1 + z 

i 

? 0 

i 

l+i 

1 

1 + i 

0 

1 + f 

1 

i 


这样，.例如，由于/ x(1 + f) = i + z ‘ 2 = f + (1 + z’） = r， 因此 r 1=： i + f。 □ 

例构造 3 3 = 27 个元素的域。 从 mod 3 的整数集 Z 3 = |0，1_,2| 开始。寻找一个系数在 
Z 3 中并且不能用非平凡的方法被分解的 3 次多项式。一个 3 次多项式具有这种性质当且仅 
当它在 Z 3 中没有根 e 。 多项式 x 3 + 2x + 1 的系数在中但在 Z 3 中没有根（只需验证 Z 3 
中的三个元素 0 , 1 和 2 即可)。于是，我们把这个方程的一个根添加进来，得到 f 3 + 2i + ；l = 
0 ,或等价地， 

i 3 = -1-21 = 2 +i 

(回忆 在厶中 我们有 -1 = 2 和 -2 = 1 。）现在使用通常的运算法则，不过，只要有 i 3 岀现 
就用2+£代替它。所得到的域是27个元素的集 

\a + bi + ci 2 : a ,b 和 c 在 Z3 中 1 

由于有27个元素，要把加法表和乘法表都写出来就不再现实了。但是，我们可以叙述该系 
统中的某些运算 如下： 

(2 + z + 2i 2 ) + ( 1 + z + i 2 ) = (2 + 1 ) + ( 1 + 1 ) z + (2 + 1 ) t 2 = 0 + 2z + Oi 2 = 2 i 

(1+ f )(2+ i 2 ) = lX 2+ i 2 + 2 i + iX i 2 ^l + i 2 
(1 + 2 i 2 )(l + f + 2 i 2 ) = 1 + i + 2 f 2 + 2 i 2 + 2 i 3 + 2 X 2 i 4 
. =1+ i +2 i 2 + 2 i 2 + 2 (2+ i ) + (ix i 3 ) 

=1 + z + r + (1 + 20 + ^ x (2+ 0 

=1 + i + i 2 + l +2 i +2 i + i 2 . 

— 2 +2 i +2 i 2 

© 这并不是一个一般的法则。如果一个 2 次或 3 次多项式被非平凡地分解，那么其中就有一个因子是线性的，从 
而多项式有一个根。但是，例如一个 4 次多项式可能被分解成两个二次多项式，而它们都没有#。 
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直接验证得到 

z . 一 1 = l + 2 z _ 2 和 (2+ z -+2 f 2 ) _1 = l + f 2 □ 

我们用下面的评述结束本节。对于每一个素数声和每一个整数 k >2, 存在一个系数在& 
中且没有非平凡分 解的々 次多项式。于是，可以用上面两个例子中所表述的方式构造具有/ 
个元素的域。反之，可以证明，如果存在具有有限 W 个元素的域，即满足通常算律的有限系 
统，则 m = ^ 对某个正整数 々和 某个素数夕成立，并且它从&以上面描述的方式得到（如 
果々=1则是心)。 因此，只对数目为素数的幂的个数的元素来说才存在相应的有限域。 

10.2 区组设计 

我们用统计分析中的试验设计的简化例子来开始本节。 

例设一个产品有7种样品用来测试消费者的接受程度。制造商计划请一些随机（或典 
型）的顾客来比较一些不同的样品。一种方式是让每一位参与试验的顾客进行全面的 测试： 
比较所有7种样品。但是，制造商清楚地意识到比稜所耗费的时间以及参与测试的个人的耐 
性这一问题，因此，决定让每一位顾客进行非全 :商的 视]试 ：只比 较其中的某些样品。于是， 
制造商要求每一个人比较3件样品。为了能够得出基于结果的统计分析的有意义的结论，测 

试要具有这样的性质： 7 种样品中的每 一 对样品恰被一人 比较 。 能否设计彳文样一 种测试 

......-：:：； :- ■ ' •- ......-- ....... ............ 一二二:二 ...... 

我们把这7种样品标记为0, 1，2, 3, 4, 5和 6 e 。 这7种样品总共配有21对。每 
个测试人得到3种样品，进行 @)=3 次比较。由于每一对恰被比较一次，故测试者的人数为 

21 q 丨.: : r ... 

' V '* _ _.•». ―~厂 "7 

3~ 7 

在这种情况下，、参 与_试验的人数与麥测样品寒相同 0 幸好，上面的商是一个整数，否则我们 
就不得不说，不能用所给的限制设计出一个试验。现在 堊寻找的是这7种样 ■^的 7个（每一 
位多身 测试的人一仝艮 ，…，丑匕 我 j 门色 之具有性质： 每一对样品恰 
.好在一个区组内。下面是这样 — 

"" " O n ■一 _ ™ I ■ . _ — 一 * * 

B != 10, 1,3}, =|1,2, 4 f , B 3 = 12,3,5!, B 4 = 13,4,6}, B 5 = |0,4,5}； ： 

B 6 =| l ,5,6 hB 7 =|0,2,6! 

描述该试验设计的另一种方式以下面的列表给出。在该列表中，对于这7种样品的每一 
种都有一列与之对应，对于7个区组的每一个都有一行与之对应。•列 (f = l , 2, 

7; j =0, 1, 6) 上的1意味着样品_；'属于区组战，0意味着样品 j 不属于区组找。每 

个区组含有三个样品的事实在表中通过 每一行含有三 央出来 。 对样品同在一个区 ^ 
毁隻址又表史上 

0当然，可以随便用我们选取的任何方式来标记这些样品。.我们选择0, 1, 2, 3, 4, 5, 6的原因在于可以把这 
些样品看作是中的数，即 mod 7的整数。 
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0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Bi 


0 

1 

0 

0 

0 

b 2 

0 


1 

» i I 

0 

1 

0 

0 

b 3 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

b 4 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

b 5 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

b 6 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

b 7 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 



从这个表中看到，每一种样品均出现在3个区组中。这个列表是试验设计的关联阵列。 

■ 在讨论更多的例子以前，我们先来定义某些术语并讨论设计的一些初等性质。令々 ， A 
和为正整数，且 


2《 k《v 


令 x 是 t ； 个叫做元素的任一集貪，而令石为 x 的 &个元 素子集私，石 2 ，…，执的集 

合，这笔子集叫做果 y 

数^彳_计栺 设防止平凡解的出现： 
如果 k 二1， 那么区组不含有元素对且 A = 0。 

焱 g 是二个平衡区鉬设计 i 如果 j ^22^ 即样品的完全集存在于每一个组中,则设计_ 
B 叫做 偉全区组设 ifl 如果 j<x； 旦泛是平衡 ^QijgS ： ^^^^5i^Tbalan^r 
incomplete block design), ..简称为劈1运芳 。一个完全设计对应使每个人都要比较每一对样品 
的测试试验。从组合学的观点来看，它们是平凡的，因为形成了一个全都等于X的集合的 
集，而我们今后处理不完全设计，即那些使得的设计。 

令 H 是X上的一个 BIBD。 如在上例所看到的，把一个关联矩阵（关联阵列） A 与召相 
联系。笔行，它们对应每一个区组^即对应 X中的每一 
丈样品_尤]， x 2： _ ， ji，— 度于 j t? 7 交叉处的 元意叫 是 o 或1 : 

C a ^ l , 若: ry 在战中 
= 0，若 Xy 不在 B; 中 

， 

尽管关联矩阵依赖于我们排列区组的顺序和排列样品的顺序，我们还是称其的关联矩 
阵。 关 联 矩阵的行表示_含无 每的样品。关联矩阵的列表示包含每个样品的区组。除 
标记样品和区组外，关联矩阵还包含关于 BIBD 的全部信息。由于每个区组包含々个样品， 
故关联矩阵 A 的每一行均含有 々个 1。由于有6个区组，因此 A 中1的总数等于 M。 现在 
我们证明，每个样品均含于相同个数的区组中，即 A 的每一列都含有相同个数的1。 


引理 10.2.1 、在一个 BIBD 中每个样品含于 

A ( 幻一 1) 

© 虽然找出所有区组都是不同的设计更具挑战性，但我们并不排除某些区组相等的可能性。__因此，区组的集合一 
般是区组的一个多重集。 

㊁ BUD 由 F . Yates 引人 ： Complex esqjerimaits (with discussion ), J ■ Eoyal Statistical Society , Suppl .2, (1935), 181-247。 






第 10 章组合设计 261 

个区组中。 

- - - - - - - - , 

证明： 使用以两种方法计数，然后，让这两种计数结果相等的重要技巧。令^为任一 
样品，并设 々含于 r 个区组 

B {1 , B i2 , •••, B ir (10-2) 

中。由于每个区组含有々个元素，因此这些区组中的每一个都含有 A - 1个异于&的样品。 
现在考虑 t ；- l 对其中， ） 是异于 A 的样品，对每一个这样元素对，计算包含这两 
个样品的区组数。每一对 U 2 .， W 均含于 A 个区组中（这些区组必然是式 (10-2) 中的 A 个 
区组，因为它们是包 含七的 全部区组)。相加后得到 

A (•» — 1) 

另一方面，式 (10-2) 中的每个区组均含有 A -1 个元素对，其中的一个元素为 X ,.。相加后得 
到 


使这两个数相等 


(k — 1) r 



AO -1) = U - l)r 

因此，巧含于 A ( v -1) / ( k -1) 个区组中。这对于每个样品 巧都 成立，因此，每个样 
品均含于 r = A ( w -1) / U — 1) 个区组中。 □ 

椎论 10 . 2.2 在 RTRD 中.肩_ 

j " -— 

\ bk = vr \ " 

证明： 我们已经观察到，如通过行来计数， BIBD 的关联矩阵 A 中1的个数为 M 。 由 
引理10.2.1，我们知道， A 的每一列含有 r 个1。因此，如通过列来计数，则 A 中1的个 
数等于 vr 0 使这两数相等，得到 M = w 。 □ 

推论 10.2.3 在 BIBD 中，有 

'A<r 

证明： 根据定义，在 BIBD 中， k < v , 从而1。使用引理10.2.1，我们断定 
A < r 。 □ 

作为引理 10.2.1 的产物，我们得到5个不全独立的参数，它们与一个 BIBD 相关 
联： 



区 组数； ^ 

样品数； 

在每个区组中样品的 个数； 

包含每个样品的区组的 个数; 
包含每对样品的区组的个数。 



我们称％左， r ， A 为 BIBD 的参数>在我们的引例中，设计的参 数是： b =7, v = l , 
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k — 3 , = 3, A = lo 

例是否存在其参数6= __ 12 ， k - A , 以及 r = 3 (不指定参数 _ A ) 的 

BIBD ? 

由于两边的值均为48，所以推论 10.2.2 中的方程敁成立。根据引理10.2.1，如 
果存在这样的设计，那么它的指数 A 满足 

, r U -1) :3 X 3 一 9 
A — v - l ; ~ 15 一 15 

是 整数，所以，不可能存在所给定的四个参数的设计. 。 □ 

例在本例中，用参数6 = 12 ， v = 9, k =3, r = 4以及 A = 1表示一个设计。最方便 
的方法是用12行9列的关联矩阵定义这个 设计： 

1 1 0 0 0 0 0 0 " 

0 0 1 1 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 1 1 

0 0 1 0 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 0 1 0 

0 1 0 0 1 0 0 1 

0 0 0 1 0 0 0 1 

0 1 1 0 0 0 1 0 

1 0 0 0 1 1 0 0 

0 0 0 0 1 0 1 0 

1 0 1 0 0 0 0 1 

0 10 10 10 0 - 

直接验证可知，这个矩阵定义了所给岀参数的一个 BIBD 。 口 

例考虑4行4列棋盘上的方格，如下 所示： 



令样品为棋盘上的16个方格。我们定义区组 如下： 对于每个方格，逸£]迤与甚在显二 

在同一列上的6个方格 e (但不包括该方格本身）。因此，棋盘上的这16个方格中的每一个 

—个区组。于是，有6 = 16, v = 16 以及6=6。 

甚列，因此，每个方格属于、个区组。这样又 

' ■—-- - --— 

© 我们可以把样品看作4行4列棋盘上的一只车，并把区组看作是棋盘上的车能够攻击到的所有的方格。 
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有；一6。但是，我们尚未证明有一个 BIBD 。 因此，取一对方格 x 和 存在三种可能 

丨 ） z 和 y 在同一行。此时 x 和: y 同在该行上其他2个方格所确定的两个区组中。 

0 ) :和 y 在同一列。此时 X 和: y 同在该列上其他 2 个方格所确定的两个区组中。 
iii) X 和: y 位于不同的行和不同的列。此时： r 和 y 同在两个区组中，其中一个区组由 X 
所在行和3< 所在列交叉处的方格确定，另一个区组由 X 所在列和： y 所在行交叉处的 
方格确定（见下面的阵列，其中，这些区组由 # 所标记的方格确定)。 



由于每一对样品同在2个区组中，因此，得到一个 A =2 的 BIBD 。 □ 

下列设计的基本性质表明，在一个 BIBD 中， 区组的数目必然至少与_样品的数目一样 
多。该性质称丸 Eisbed 等式 e 。 . 

定理 10.2.4 在一个 BIBD 中， b^vo 

v - - ----- — 

证明： 对那些熟悉线性代数的读者，我们概述这个线性代数的证明。令 A 为 BIBD 的6 
行列关联矩阵。由于每个样品在 r 个区组中，每一^对样品在 A 个区组中，因此，用 A 乘 
以® A 的转置矩阵 ㊂ A t 所得到的 w 行列矩阵 A t A 主对角线上的每个元素均等于 r ， 主对角 
线外的每个元素均等于 A : 〖 


A … A 

r ••• A 

A ••- r 

根据推论 10.2.3 知 A < r , 可以证明矩阵 A t A 的行列式不等于零 @ ，从而该矩阵是可逆的。这 
样, A T A 的秩等于 z ;。 因此， A 的秩至少是 z ;。 由于 A 是一个6行 i 列矩阵，我们得到 

□ 

使定理 10.2.4 等号成立的 BIBD ， 即区组■个数 i 等壬桂 品个数 d 的 BIBD 被称为甚 对_. 

© R . A . Fisher ： An examination of the different possible solutions of a problem in incomplete blocks , Annals of Eugenics , 
10 (1940), 52-75。 

㊁ 具有典型元 q 的 w 行 n 列矩阵 X 与典型元沙的 ?1 行 p 列矩阵 Y 的乘积为 m 行 fi 列矩阵 Z , 其典型元为紐= 

rt 

o 

㊂ 》2行《列矩阵 X 的转置矩阵 X 7 '是通过将 X 的行“变成” x ' f 的列并将 X 的列“变成” X T 的行而得到的 7 !行饥 
列矩阵。如在本定理证明中的 A , X 的元素是些0或1，那么，在 fx 的；行 j 列上的典型元素（根据定义，它 
由 X 的第 i 列和第列所确定）等于其在；列和列都有1的行的数目。 

@该行列式的值为 （ r - Ar — 1 (;-+ .(^-1) A ), 由推论 10.2.3, 这个值不是零。 

© 如果你从未学过初等线性代数而不明白这个证明，那么我希望你现在就学习。只有到那时你才能够理解刚刚展 
示给你的是多么优美和简单的证明！ 
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在 SBIBD 中，区组个数6与点的个数 z； 相同。 由于 BIBD 满足敁= 
因此，在 SBIBD 时通过两边消项，得到 6 = r 。 根据引理10.2.1， SlHDwSTS' 


A 


k (k 


V 


-1 


a 


(10-3) 


的幻和々确 定。 因此， 与 SBIBD 有关 叹 参 数是 : 
b ： 具组4、数； 

样品个窣 : 

k ： 在每个区组中的样品 个数 ; 
r： 包含每个样品的 ~5i 个 数; 

。： 包含每一对样品的个数. 其中 A 由式 (10-3) 给出。 

我们的某些例子已是 SBIBD。 

现在讨论构造 SBIBD 的方法，该方法用到整数 mod n 的运算。在这种方法中，样品是 
厶中的 整数，因此，为了与我们的记法一致，这里使用而不使用 n。 

这样，令 v >2 为一整数，考虑 mod t; 的整 数集： 


Z v = : \0,1,2 ,--- ,v ~1\ 


它的加法和乘法用通常的记号+和 x 标记。 令 B = \ i u i 2 ， 
子集。对于乙中的 整数允 我们定义 


_，4 } 是由々 个整数组成 的忍的 


B + j = \ ii + j , i 2 - 


>4 + j \ 


把整数 j 以 mod w 加到 B 的每一个整数上，得 到的； 的子集。集合 B + _;也包含 A 个整数 c 
这是因为如果 

^ = & + (在2^ 中） 

消去7 (通过在两边加上加法逆元 - 得到这样得到的 u 个集合 

B 二 B + 0 ， B 十 1 ， …， B + t ； — 1 

, i - sj 乂'.'气 - ： -. ■ ；：■ . " : . ： ； - - .■ ：： 1 

叫做从区组 B 发展起来的区组，..而 jB 叫做初始值区组 （starter block)。 


例令 t； = 7, 考虑 
考虑初始值区组 
此时我们有 


|0,1,2,3,4,5,6! 

5=10,1,3}. 

B +0- {0,1, 3[ 

B + 1={1,2,4| 

B + 2= 12,3,5! 

B + 3= {3,4,6( 

B + 4= 14,5,0! 


㊀ 对称性必须与满足 b ^ v 以及如下一行所示的 A = r 的参数相关。 








5 + 5 = 15 , 6 , 1 } 
B + 6 = 16 , 0,21 
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(该表除第一个外的每一个集合均通过 mod 7加1到前一个集合而得到。此外，表中第一个 
集合 B 可以从最后的集合用 mo d 7 加1而得到）。这是一个 BIBD ， 确实与本节引例中的是 
同一个 0 由于 6 = w ， 因此得到一个 SBIBD ， 其中6 =幻= 7，々 = r = 3 以及 A =1。 □ 

例同上例，令。= 7,但现在令初始值区组为 

B ={0, l ,4 l 

此时，我们有 

B +0= |0,1,4} 

5 + 1=11,2,5} 

B + 2= \2,3,6\ 

B + 3= |3,4,0[ 

B+4= |4,5,ll 
B + 5 = 15,6,2} 

B + 6= |6,0,3! 

在这种情况下，我们得不到 BIBD ， 因为样品1和2同时出现在一个区组中，而样品1和5 
却同时出现在两个区组中。 =， ; :1 : □ 

'v ；" ; : ； ...... ... V ;.’：. -' ■ • ■； ■' ；" - " ..... ； ? ■ ； '.•； ~ ' - 

从这两个例子可以得出，从初始值区组发展起来的区组有时但不总是一个 SBIBD 的区 
组。为了用这种方法得到一个 SBIBD , 所需要的性质包含在下面的定义中。令丑是 忍中々 
个整数的子集。 如果厶 中的每个非零整数在 B 的不同的元素（均以两种顺序）间的 
k ( k ~ l ) 个差分 : ■- ’： '： 

y (: r，y 在 B 中； ； C #： V ) 

之中都出现相同的次数 A ，则 B 叫做 mod t ; 差分集。 由于厶中存在 D -1 个非零整数，因 
此，作为差分集中的一个差分，厶中每个非零整数必然出现 

) _ k ( k - l ) 

V ~1 

次。 . ■ : : .... 十 t ! w :' . ‘ ， ： ': 

例令 u = 7 和6 = 3,考虑 B = j 0, l ，3|。 计算 B 中整数的减法表，忽略对角线位置上 
的那些0: 
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考察该表发现， Zy 中的每个非零整数1, 2, 3, 4, 5, 6在非对角线位置上恰好出现一次从 
而作为差分恰好出现一次。.因此， B 是 mod 7的一个差分集。 □ 

例令 ” = k ^3, 但现在令 S =|0，1，4 L 计算减法表， 得到： 


- 

0 

1 

4 

0 

0 

6 

3 

1 

1 

0 

4 

4 

4 

3 

0 


我们看到，作为差分1和6每个岀现一次，3和4每个出现两次，而2和5根本不出现。因 
此，在这种情况下 B 不是差分集。 □ 

定理 10.2.5 令 B 为乙中的个元素的子集，它形成 mod t ； 的差分集。则从 B 作 
为初始值区组发展起来的区组形成一个 SBIBD ， 其指数 

^ ^ k ( k - l ) 

V — 1 

证明：由于故这些区组不是完全的。每个区组包含々个元素。此外，区组的个 
数与样品的个数相同。因此，剩下只要证明厶的每一对元素同时属于相同个数的区组 
中。由于 B 是差分集，因此，厶中的每个非零整数作为差分恰好出现 A = -1)/( ^-1) 
次。我们证明忍的每一对元素在 A 个区组中，而 A 是 SBIBD 的指数。 

令多和 g 是厶中的互异整数。则 A - q ^ O , 由于 B 是 mod u 的差分集，从而方程 

.. d .. ' 工二 .y = P — q 

有 A 个 x 和 j 均在 B 中的解。对每一个这样的解: c 和％ 今■卜 p - x 。 于是 

p — x + j ^q = y ~ x + p = y + j 

这样，对于 A 个中的每一个 j ， 夕和 ？ 同在 B + j 中。因此， p 和 g 同在 A 个区组中。因为 

v(v - 1 )A = v(v - 1)^-^ ^ = vk(k - 1) 

•y — 丄 

由此得到，中每一对不同的整数恰好同在 A 个区组中。 □ 

例求 Z u 中大小为5的差分集，并用它作为初始值区组构造一个 SBIBD 。 

我们证明， B =|0,2,3,4,8! 是 A =2 的差分集。计算减法表 得到： 



0 

2 

3 

4 

8 

0 

0 

9 

8 

7 

3 

2 

2 

0 

10 

9 

5 

3 

3 

1 

0 

10 

6 

4 

4 

2 

1 

0 

7 

8 

8 

6 

5 

4 

0 
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检查所有非对角线上的位置，我们看到，在 Z u 中的每个非零整数作为差分皆出现两次，从 
而 B 是一个差分集。将 B 用作初始值区组得到具有参数 b=v = ll , 々 = r = 5 和 A =2 的 
SBIBD 的下列区组： 

B + 0- 10,2,3,4,81 
B + l =| l ，3,4,5,9| 

B + 2= {2,4,5,6,101 
B + 3= 10,3,5,6,7} 

B + 4= il ，4,6,7,8! 

B + 5= 12,5,7,8,9! 

B + 6= {3,6,8,9,10[ 

B + 7= i 0,4,7,9,10! 

B + S = {0,1,5,8,10} 

B + 9= {0,1,2,6,9( 

5 + 10= | l ,2,3,7,10 i □ 

10.3 Steiner 三元系统 

■: ■ . . . • : . -~i ..I 

.. : ⑷ ^ ..... •； . ■■ .二 . "、 • ......... 

令谷为平衡非完全区组设计，它的参数为6,是， r ， A 。 由于 B 是非完全的，根据定义 

有即每个区组中的样品数小于样品的总数。设々=2。贝!中每个区组恰好包含两个样 

品。为了使每对样品出现在 S 的相同个数 A 个区组中，必须每2个样品的子集作为一个区组恰 

好出现 A 次。因此，对于左=2的 BEBD ， 只能取每个2样品子集并且把它写; I 次。 

例 一个 y = 6， 々=2和 A = 1 的 BIBD 由 

■ ■ : ... ... 

10,1! {0,2! {0,3} 

10,4} 10,5} \1,2\ 

11,3} {1,4} {1,5( 

)2,3| 12,4} {2,51 

13,4! {3,5| ]4,5| 

给出。为得到 A = 2的 BIBD , 只要将上面的每个区组取两次。为得到 A = 3的 BffiD , 将每 
个区组取三次。 □ 

因此，具有区组大小为2的 BIBD 是平凡的。最小的（用区组大小的术语来说）有趣情 
况出现在6 = 3的时候。具有区组大小 k =3 的平衡区组设计叫做 Steiner 三元系 统 0 。 10.2 
节给出的第一个例子是一个 Steiner 三元系统。它有7个样品，7个大小为3的区组，每一对 
样品含于 A = 1个区组中。这是形成 SBIBD 的 Steiner 三元系统的仅有的例子，即对该 
SBIBD 而言，区组个数等于样品的个数。 

Steiner 三元系统的另一个例子通过取 i = 3 个样品0，1和2以及一个区组|0，1，2| 

㊀ 遵照 J.Steiner 的说法，他是最初考虑它们的人之一 ： Combinatorische Aufgabe , Journal fiij - die reine und ange - 
wandte Mathematik , 45 (1853), 181-182。 






而得到。这样，我们有6 = 1,显然每一对样品含于 A 二1个区组中。这个 Steiner 系统不是 
非完全的设计，因为6 = 3 e 。 每个其他的 Steiner 三元系统都是一个 BIBD 。 

例下面是具有9个样品以及指数 A = 1的 Steiner 三元 系统： 


10,1,2} i 3,4,5( {6,7,8} 

10,3,6} 11,4,7} {2,5,8} 

10,4,81 \2,3,1\ ! l ,5,6| 

10,5,7! | l ,3,8 i {2,4,6} □ 

在下面的定理中，我们得到某些在 Steiner 三元系统的参数间必须成立的关系。 

定理 10.3.1 令 B 为一 Steiner 三元系统 ，其参数为 b, V ， 6 = 3， r ， A 。 则 


A ( ^ ~ 1) 
~2~ 


(10-4) 


和 

b = (10-5) 

6 

如果指数 A = 1，则存在一个非负整数 7 Z ， 使 w = 6 n + 1或 z ; = 6 n +3。 

.•..+:.o .； ........... : . 

证明： 由定理 10.2.1, 对于任一 BIBD ， 我们有 

— A ( t ; - 1) 
r — k -1 

由于 Steiner 三元系统是一个 A = 3的 BIBD , 因此我们得到式（10-4)。根据推论10.2.2, 
对于一个 BIBD 有 

bk = vr 

代入式 (10-4) 所给出的 r •的值，再利用6 = 3,得到式（10-5)。 

式 (10-4) 和式 (10-5) 告诉我们，如果存在具有个样品指数为 A 的 Steiner 三元系 
统，则 A ( v - l ) 是偶数并且 Aw ( v -1) 能被6整除。现在假设 A = l ， 则 。-1 是偶数而 
I 是奇数， X ； (^-1) 可被6整除。后者意味着 t ； 或 wl 能被3整除。首先，设 w 可被3 
整除。由于 w 是奇数，这就是说 t ； 是3乘以一个 奇数： 

v ― 3 x (2 n + 1) = 6 n + 3 

现在设 w - l : 能被3整除。由于是奇数，因而 u - l 是偶数，我们推得 t ；_ l 是3乘以一个 

"a 卜卜 up . . ■ '： •": - . ... . ：： 

偶数： _ , 

. . :. r v -s' . .... . . ： . , :… . 二.：、 

v - 1 — 3X (2 n ) 7=1 6 ?i JAM v — 6 n + \ 口 

在本节的其余部分，只考虑指数 A = 1的 Steiner 三元系统。根据定理 10.3.1, 在指数 
的 Steiner 三元系统中，样品的个数或者是 a = 6 n + 1或者是 ■ w ;6 n + 3，.其中， n 是一个非 
负整数^这就产生对所有非负整数《是否存在具有 w = 6 n + l 和 u = 6 n +3 个样品的 Steiner 


㊀ 由于我们将要用它构造不完全设计的 Steinei •三元系统，因此，有理由把它考虑为一个 Steiner 三元系统。 
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三元系统的问题 。 w =0和 t ; = 6 n + 1必须排除，；因为在这种情况下 w = 1，从而没有可能存 
在三元组。对于所有其他情况， T . P . Kirkman 证明了 e ， Steiner 三元系统是可以构造出来 
的。该证明已超出本书范围。我们将只给出一种构造 Steiner 三元系统的方法，该系统是源 
于两个已知（很可能相同）的更小阶 Steiner 系统。 

定理 10.3.2 如果分别存在具有 t ; 个样品和 w 个样品及指数 A = 1 的两个 Steiner 三元 
系统，则存在具有 mo 个样品且指数 A = 1 的 Steiner 三元系统。 

证明： 令谷是具有 r ； 个样品 q ， 办 … ，知， 指数 A = 1 的 Steinei •三元系统， 并令艮 
是具有 to 个样品心，，…， t ，指数 A = 1的 Steiner 三元系统。我们考虑 ' mw 个样品 
的集合 X ( i -1, v ; j -1, •**, w ) ， . 把这些样品看成^行 w 列矩阵的元素（或位 
置），矩阵的行对应 a 2 , … ，〜， 矩阵的列对应心，6 2 ,…， b w ®, 如下 所示： 

b \ b 2 •" b w 

aircu c 12 … c lw 

a 2 c 21 C 2 2 … c 2w 


LC V 1 C v 2 

我们定义 x 的元素的三元组的集合5。令|〜，&，仏|为又的三个元素的集合。则 | c 4V , 
c js ， qJ 是 B 中的三元组当且仅当下述命题之一 成立： 

i ) r = s = t , 且 k ，， 與!是仏的三元组。换句话说， Qr ， &，和&在矩阵 （10-6) 的 
同一列上，且它们所在的行对应的一个三元组。 

II ) i=j = k , 且 I 是谷2的三元组。换句话说， c 2V ，. 4和£： & 在矩阵 （10-6) 的 

同一行上，且它们所在的列对应谷 2 的一个三元组。 
iii ) i , j , 互异且，巧 ，办1 是 Si 的三元组，而 r ， s ， Z 互异且 I 6 r ，6 s ，6 t 1是石2的三兀 
组。换句话说，元素心，&和％在矩阵 (10-6) 的三个不同的行和三个不同的列上， 
而它们所在的行对应艮的一个三元组，它们所在的列对应私的一个三元组。 

为了证明其余部分，我们将使用下面的事实作为证明的 背景： 没有石的三元组恰好位于 
矩阵 (10-6) 的2行或者恰好位于 (10-6) 的2列。现在我们证明， X 的三元组的集合谷定 
义其指数 A = 1的 Steiner 三元系统。为此，令 c , v ， q 为 X 的一对不同的元素。我们需要证 
明恰好存在既含〜又含 q 的万的三元组。即需要证明恰好存在 X 的一个元素〜，使 U v ， 
是5的一个三元组。我们考虑三种 情况： 

情形1: r = 5 因而#)。在这种情形下，元素是对是位于 (10-6) 同一列上的〜，化。 
由于 A 是指数 A = 1的 Steiner 三元系统，因此，存在唯一的包含互异对 a , •, 屮的三元组 
i a { , aj , ak } o 从而 ， I c , v ， c #,〜 i 是谷 的唯一包含对 c 2 > ， cy r 的三兀组。 

情形2: i =_7 •因而 r # s 。 元素对是位于 （10-6) 同一行上的 Q r ， 由于石2是指数 A = 1 
的 Steiner 三元系统，因此存在唯一的包含互异对~，6 5 的三元组|~，6 5 ，匕1。从而， 

㊀ T.P.Kirkman:On a problem in combinations, Cambridge and Dublin Mathematics Journal ,2(1847) , 191-204 。 该问 
题后来也被 J. Steiner 提出，但他不知道 Kirkman 的工作，只是后来 Kirkman 的工作才为人们所知，而这要比 Sterner 
( 而不是 KzVtoan) 三元系统的名字流行晚很多 。. . 

㊁ 我们可以把 ~ 看成序偶 ( 如匀 ) ，但是由于我们要讨论无序的序偶和三元组，因此发明新的记号 c〆 以乎更不至于引起混乱。 


( 10 - 6 ) 
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c it \ 是 2 ?的唯一包含元素对 q v ， c , s 的三元组。 

情形3: i 芊 j 且 存在私 的包含互异对〜， o ； 的唯一三元组和谷2的包 
含互异对乂, 6 S 的唯一兰元组 | H 。因此，三 元组彳 心， c js ，!是 B 的包含元素对 c , v ， 
&的唯一的三元组。 

这样，就证明了 B 是具有_个样品，指数 A = 1 的 Steiner 三元系统。 □ 

例应用定理 10 . 3 . 2 的最简单的例子是通过选择&和氏成为具有 3 个样品的 Steiner 
三元系统而得到的情形。其结果应该是具有 3 X 3 = 9 个样品的 Steiner 三元系统。 

令谷 1 是具有 3 个样品 a !， < 22 ， as 和唯一.三兀组 I a ! ，( 22 , < 23 } 的 Steiner 三元系统， 令 82 
是具有 3 个样品 6 !，& 2 ，和唯一三元组 I ，_& 2 ，& 3 __!的 Steiner 三元系统。.考虑 9 个样品的 
集合 X ，它包含下列矩阵的 元素： 



bi 

b 2 

^3 


~c n 

c 12 

c 13 

^2 

C21 

C21 

〔23 

^3 

- C 31 

^32 

c 33- 


根据定理 10.3.2 证明的构造方法，得到下列12个三元组的集合，它组成具有9个样品及指 
数为 1 的一个 Steiner 三元系统： 

丨 ） 三行中每行的元素 如下： 

\ c Xli c n^ c n\ > 1 C 21 > c 22> c 23 } > 1 C 31 > c 32» C33 [ 

jj ) 三列中每列的元素 如下： 

I C 11 ， C 21 ， C 311 > Ici2> c 22> c 32l ， I Cl 3 ， c 23 ， C 33 ! 

iii ) 没有两个在同一行或同一列的三个元素 e 如下： 

. I C 11， C 22， C 33 I ， U 12 ， C 23， C 31 j ， | c 13 ， C 2 1， C 32.1 

l c 13J c 22> c 3lf Aci2,C2i ， C^} , \cu,C 2 3 ， Cs2\ 

如果角 0，: ; 1，2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 分别代替 cu ， C21 ， C31 ， C12 ， 〔 22 ， C32 ， C13 ， C23 ，（ 33 , 
则得到本节前面给出的具有 9 个元素的 Steiner 三元系统 8 : 

|0,1,2| 10,3,6} {0,4,8} (2,4,6} 

S 3, 4, 5} (1,4,7| |2,3,7[ |1,3,8} (10-7) 

16,7,8} {2,5,81 {1,5,6} 10,5,7} □ 

式 (10-7) 的列将5的三元组划分成一些部分，使每一个样品恰好出现在每一部分的一 
个三元组中。具有这个性质的指数 A = 1 的 Steiner 三元系统称为 可解的 （ resolvable ) 而每一 
部分叫做可 解类。 注意，每一可解类就是将样品集分成三元组的一个划分。 Steiner 三元系 
统的可解性概念首先产生于下列由 Kirkman 提出的问题©，它被 称为： 

© 把该矩阵看作3行3列的棋盘，则这些元素对应棋盘上3个非攻击型车的位置。 

© T . P . Kirkman : Note on an unanswered prize question , Cambridge and Dublin Mathematics Joujyial , 5 (1850)， 
255 - 262, and Query VI , Lady ' s and Gentleman y sDiary No . 147, 48 0 
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Kirkman 女学生 问题： 学校女教师带领她班上15个女孩进行日常操练。这些女孩被排成5 
行，每行3个女生，因此每个女孩有两个队友。能否计划连续操练7天，使得没有女孩与她 
的同学在三人行中操练超过一次？ 

这个问题的解由15个女孩的 7 X 5 = 35个三元组组成，其中，每一对女孩恰好同在一个 
三元组中。此外，应该能够把35个三元组分成7群，每群5个三元组，使得在每群中每个 
女孩恰好出现在一个三元组中。现在，具有= 15个样品且指数 A = 1的 Steiner 三元系统 
的三元组的个数为 

b = viv^l ) =35 

这样， Kirkman 女学生问题就是求解一个具有= 15个样品且指数 A = 1的可解 Steiner 三元 
系统。前面的例子包含了 9个女孩情况下 Kirkman 女学生问题的解。在这种情况下，共有9 
个女孩并安排她们4天日常操练，每个女孩在所有4天中要有不同的队友。 

例 Kirkman 女学生问题的解 我们所需要的就是具有 v ^15 个样品且指数 A = 1的可解 
Steiner 三元系统。这样的 Steiner 系统与将它分成的7部分（每部分对应7天中的每一天） 
表示 如下： 

10,1,2} 10,3,4} 10,5,6| 10,7,81 

13.7.111 \1,7,9\ {1,8,10} {1,11,131 

14,9,14[ {2, 12,13|{2,11,14[{2,4,5| 

15,10,12115,8,14} |3,9,131 j 3，10,14! 

16.8. 13 1 {6,10,11(14,7,12! {6,9,12! 

i 0；9,10 i !0,11, 12}|0,13,14 i 
|1,12,14|{1,3, 5} 11,4,6} 

12,3,6! |2,8,9! )2,7,101 

14.8.111 14,10,13113,8,121 

15.7.131 16,7,101 15,9,11( □ 


指数 A = 1 的可解 Steiner 三兀系统也叫做 Kirkman 三元系统。.设 S 是一个具有 . t ; 个样品 
的 Kirkman 三元系统。由于我们必须能够把 z ; 个样品分成一些三元组，故必须使^能够被 
3整除。因此，根据定理10.3.1，为使具有 z / 个样品的 Kirkman 系统存在，。必须是 6 n +3 
的形式。因此， Kirkman 系统的参数为 



v = 6 ?i +3 . 

b — v { v -1) /6 = (2 n + 1 ) C 3 >z + 1) 
k =3 

r = ( v — 1) /2 ~ 3 ?i + 1 
入 =1 




在每个可解类中，三元组的个数为 


f = 2n + 1 
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幸好它是一个整数（假如这个数对某个 n 不是整数，那么只能断定对这样的具有^ = 
6n + 3的 Kirkman 三元系统就不可能存在了）。对于每个非负整数 n 确定是否存在带有 W = 
6w +3个样品的 Kirkman 三元系统的问题悬而未决一百多年，直到1971年， Ray-Chaudhuri 
和 Wilson® 才证明了如何对所有的 n 构造这样的系统。 


10.4 拉丁方 

拉丁方在 1.5 节与欧拉36军官问题一起引入，读者可能希望在深入讨论之前对该节做 
些回顾。下面是正式的定义。令 n 为一正整数，令 S 为 n 个不同元素的集合。基于集 S 的 
n 阶拉丁方是一个 n 行 n 列的阵列，阵列上的每个元素均为 S 的元素，使得 S 的”个元素 
中的每一个均在每一行出现一次（从而恰好出现一次）且在每一列出现一次。因此，拉丁方 
的每一行和每一列都是 S 的元素的一个排列。由鸽巢原理可知，我们可用两种方法检查基 
于 n 个元素的集合 S 的 n 行 n 列阵列是否是拉 丁方： 检查 S 的每一个元素至少在每一行出 
现一次并且至少在每一列出现一次，或检查没有 S 的元素在每一行出现多于一次且没有 S 
的元素 在每- 列出现多于一次。 

S 的元素的具体性质是不重要的，通常把 S 取为 Z„= j0，l,-1U 此时，我们将拉 
丁方的行列计数为 0, 1，…， ? 1 - 1 ,而不是更传统的 1，2, … ，”。 一个 1 行 1 列的阵列 
总是一个基于只有一个元素组成的集合的拉丁方。拉丁方的另外几个例子如下： 


~0 1 T 
1 2 0 


-0 12 3' 
12 3 0 
2 3 0 1 
-3 0 12- 


( 10 - 8 ) 


为了证实上面的约定，最后一个方阵的第0行是排列0, 1，2 , 3 , 而第2行是排列2 , 3 , 
0, 1。 

考虑基于的《阶拉丁方 A ， 并令々为乙 的任一元素。 此时々 在 A 中出现《次，在 

每一行出现一次且在每一列出现一次。如把《行”列的阵列看成是”行 n 列的棋盘，则由々 

占据的那些位置就是 n 行 n 列棋盘上 n 个非攻击型车的位置。令 A U) 为々 U=0, 

1，…， m -1) 所占据的位置的集合。.则 A (0)， A (1).，…， A (n - 1) 是棋盘上 n 2 个位 

詈的集合的一个划分。因此， n 阶拉丁方对应于将 n 行? lIU 阵列的位置分成土 集金： 

' 、 11 •"" 1 |丨 .• ~ . 一 ' — ~ 

A(0)，A(1)，."，A( t 2 — 1) … 


的划分，其中，每一集合均由 w 个非攻击型车的位置组成。这个观察结果容易从上面的例 
子得到验证。如果$拉 丁方中 獅拥2代替所有的1并界1代替所直 的、2^_结果傲^ 
苎一个笆丁方 果 & U 分^合 A (1) 变成 A (2) 并且 A (2) 变成 A (1) 外没 
地，可以任意交换 A (0)， A (1)，…， A (n-1), 结果仍然是一个拉丁 
方。用这种方法可以产生 n ! 个拉丁方。例如，考虑 (10-8) 中的4行4列拉丁方 A 。 有 


A (0) = |(0,0)，（l，3)，(2,2)，(3，l)} A(l)=|(0，l)，（l，0)，（2,3)，（3,2)} 

___ A 

㊀ D.K.Ray-Chaudhuri and R.M. Wilson ： Solution of Kirkman’s schoolgirl problem, American Mathematical Society 
Proceedings , Symposium on Pure Mathematics ， 19 (1971) , 187-204 。 
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A(2) = [(0,2) ， (l ， l) ， (2,0) ，（ 3,3) 丨 A(3) = j (0,3) , (1,2) , (2,1),(3,0)} 

I 令 

A ， (0) = A(2),A / (l) = A(3),A / (2)=A(0),A / (3)-A(l) 

I 得到一个新的拉丁方 A ' 。该结果为 -- 、- 

■2 3 0 r 

I "3012 

A = 

I 0 12 3 

I L 2 3 0- 

交换各元素 0, 1，…， n -1 所占的位置，总可以把拉丁方化成(标准型;）即在 yog 
±, 整数 [ 1， —一 1 现: 的三丁 

式 （10-8) 中的三个拉丁方的例子是源自整数 mod W 加法表的 n 阶拉丁方一般结构的例子。 

定理 10.4.1 令 n 为一正 整数。令 A 为 n 行》列亨 列 L f-f £# 

an — i + j (mod n 加法 ） ， （ f ， 7 ’ = 0 ， 1 ，…，? 2 — 1) 

则 A 为基于乙的 n 阶拉丁方。 

--- 1 ***•— ^ —■ -- 

证明： 该阵列的拉丁性质是 Z „ 中加法性质的推论。设阵列的某行 i ， 其 2 '行列上的元 
素与 i 行々列上的元素相等，即 

i + j = z + k 

两边加上在 2„ 中；的加法负元 - i ， 得到 j = 这就证明了在行 i 上不存在重复的元素。 
用类似的方法可以证明，在任一列上也不存在重复的元素。 □ 

在定理 10.4.1 中构造的 W 阶拉丁方只不过是 Z „ 中的加法表。存在使用 mod n 整数产 
生更广一类拉丁方的更一般的结构。它依赖于2；中某些元素的乘法逆元的存在性（见定理 


| 10.1.2)。 

例考虑 Z 5 , 即 mod 5的整数集。根据定理10.1.2,在之 5 中3有乘法 逆元； 事实上， 
在之 5 中，3 X 2 = 1。用厶中的运算构造一个5行5列阵列，它的 Z 行 j 列上的元 素为& = 
3 xi + ; ‘ 。结果为 


0 12 3 4 


0 

1 

2 

3 

4 

检验可知，我们得到一个5阶拉丁方。 


'0 1 2 3 4" 

3 4 0 1 2 

1 2 3 4 0 

4 0 12 3 

2 3 4 0 L 


(10-9) 



□ 
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定理 10.4.2 令 n 为一^ 的#晃 整数， -使 r 和 』 jiLGCD ^_ lo 、令 A _ 
为 n 行 w 列阵列_.其 I ’ ^ il LllL 上的元; 

a { j — rXi + j (mod n 运算）， （i ， j = 0 ， 1 ，…， 《 — 1) 

- -------- - 

则 A 为基于 Z ,, 的 n 阶拉丁方。 

'*— 一--------- - --- 

证明： 该阵列的拉丁性质由乙中的加法和乘法性质得出。设对阵列的某行 i ， 位置 ( i ， 
j ) 和（纟4)上的元素相等，即 

r X z + j = r X z + ^ 

类似于定理 10.4.1 的证明，在两边加上 r x i 的加法逆元，得到 卜 k ， 从而在行 i 上不存 
在重复元素。为证明在任一列上不存在重复元素，：我们还需要用到 r 和 n 的 GCD 为1的事 
实7由定理10.1.2,广在厶中有一个乘法逆元 r 1 。 设 i 行 ） 列与6行 ; '列上的元素相等， 

rXi-i-j — r X k + j 


从两边减去 ） 后得到 


rX ( i ~ k )—0 


乘以 rl 得到 i = k , 这就是说在 j 列上不存在重复元素。因此， A 是拉丁方。 

定理 10.4.1 是通过取 r = l 得到的定理 10.4.2 的特殊情形。 

在定理 10.4.2 中 ，用厶 中有乘法逆元的整数 r 所构造的 n 阶拉丁 方记为 


□ 


于是 ， g (10-9) 中的 拉工方则^[ V 如果 r 没有乘法逆元，那么 ffl 得到的阵列将不是拉 
见练习39)。 

存在另外的方法考虑拉丁方的拉丁性质。令 


Rn 


S „ 


0 


n — 1 n — 1 


ro l 

0 1 

U) 1 




n 


( 10 - 10 ) 


n -11 
n — 1 

n ~ 1-1 


( 10 - 11 ) 


是基 于厶的 n 行 n 列阵列，如上所示分别具有相同的行和列。令 A 是基于 Z „ 的任一 n 行” 
列阵列 。 j 姐 仅: 

I ) 当阵列 E ^ MA 并置形成阵列 徑到血 庄偶的集合， 
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一等于用乙 鸣元的所有序偁 ( i uJ ) 的集舍。 
ii ) 当旌 il LS „ 和 A 并置形成阵列 S - . X /\时 •产 4：一也 由 县剞的序俚的焦会.该隼合 
等于用乙的元素能够形成的所有序偶的集合 - . 

由于并置阵列含有 n 2 个序偶，而它恰好 是用； 的元素所能够形成的序偶的个数，由鸽巢原理 
可知，上述性质可以表述为： R V XA 偶彼 Ig g 异并且 S „ XA 中的序偶也彼此互异 。 . 

例用3阶拉丁方阐述上面的 结论：：， 


D 

0 

0~ 


— 0 

1 

2" 


— (0, 

0) 

(0, 

1)— 

(0 , 

2)] 

1 

1 

1 

5 

1 

2 

0 

— ► 

(1， 

1) 

(1， 

2) 

(1, 

0) 

2 

2 

2- 


2 

0 

1 」 


-(2, 

2) 

(2, 

0) 

(2, 

D - 

- 0 

1 

T 


"0 

1 

2- 


:(0, 

0) 

(1, 

1) 

(2, 

2)1 

0 

1 

2 

9 

1 

2 

0 

__ >■ 

(0, 

1) 

(1， 

2) 

(2, 

0) 

.0 

1 

2 - 


-2 

0 

L 


-(0, 

2) 

(1， 

0) 

(2, 

1)- 


在上面每一个并置的阵歹|]座，每个序偶恰好出现一 汝„ □ 

现在将上述构想用于两个拉丁方中。 令 A 和 B 是两个基于 Z ■中的 整数的拉丁方 e 。 在 
如果；中整数的每一序偶（£， 7) 恰好出现一次 ©, 则称 A 和8县@ 
这个正交概念是在与欧拉36军官问题相联系的节 1.5 中引人的，当时给出了两个3 
阶正交拉丁方。不难验证，不存在两个正交的2阶拉丁方。 

例通过考察并置阵列可以看出，下面两个4阶拉丁方是正 交的： 


_ 0 

1 

2 

3, 


V 

1 

2 

3' 

1 

0 

3 

2 


3 

2 

1 

0 

2 

3 

0 

1 

， 

1 

0 

3 

2 

-3 

2 

1 

0- 


-2 

3 

0 

1- 


(0, 0) 

(1， 1) 

(2, 2) 

(3, 3)- 

(1, 3) 

(0, 2) 

(3, 1) 

(2, 0) 

(2, 1) 

(3, 0) 

(0, 3) 

(1， 2) 

(3, 2) 

(2, 3) 

(1， 0) 

(0, 1)- 


二少> ■ , . □ 

正交拉丁方可以用于试验设 够得到有意义的靖 论，在试验设计中变差 （ vari - 
ationaTdifferences ) 需5^^55^值。我们用来自农业的一个例子阐述其应用。 

; ； .. . - ... * a ： , ... .i '■；'..... 

例想要测试不同水量和不同类型（或数量）的肥料对某类土壤上的小麦产量的影响。 
设它们是要被测试的 n 种水量和72种类型的小麦，因此存在水和肥料的 w 2 种可能的组合。 
我们有一块矩形地域供使用，该地域被分成 n 2 个小地块，.它们对应 n 2 种可能的水肥组合。 
没有理由期望整个地域土壤的肥力都是相同的。于是，很有可能第一行的地块是高肥力的， 
因此，将会出现小麦的高产量，但这并不单单是由于施于其上的水量和肥料的种类所致。如 
果在任一行上和任一列上每一种水量出现不多于一次，类似地，在任一行上和任一列上每一 
种肥料出现也不多于一次，那么我们很可能把土壤肥力对小麦产量的影响降低到最小。这 
样，”种水量用到 n 2 个地块上应该确定一个 n 阶拉丁方 A , rz 种肥料的使用也应该确定一个 
”阶 拉丁方 B 。 由于所有 n 2 种水-肥组合要被处理，因此，当两个拉丁方并置时，所有 n 2 种 


0没有必要两个拉丁方都基于元素的同一集合。这个选择只为便于论述。 

㊁_为了强调，我们再说一遍，根椐鸽巢原理，我们还可以说：每个序偶至多出现一次。 
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组合就应该各出现一次。这样，拉丁方 A 和 B 将是正交的。 于是，这两个 n 阶正交拉丁方 
则确定测试水和肥料对小麦产量影响的一个试验设计，其中一个拉丁方用于 n 种用水量, 

而另 = ■个用于 n 种类型的肥料。在 前面例子中的两个4阶正交拉丁方给我们一个四种水量 
(标为0, 1，2和 3) 及四种肥料（也标为0, 1，2和 3) 的设计。 □ 

现在我们把正交的概念从两个拉丁方扩展到任意个数的拉丁方上去。令八:， A 2 ，…， : 
A , 均为 n 阶拉丁方。不失一般性，假设这些拉丁方都是基于的。 我们称 A t , A 2 ，… ， ； 
+是 ( ki 目正是袖.如果它们中 的每一 对 a , A y ii ^ j ) 是正交的。我彳 ny 互相正交的拉丁 ! 
. 友记# 在 H 是素数的情况下，可以构造 n - 1个 n 阶 MOLS 。 

定理 10.4.3 企 n 是童教。则 Li ， L 2 „ ， •• 二 LI— 1 是 n - 1 个 n 阶 MOLSo 

证明： 根据推论 10.1.3, 由于 n 是素数，因此，厶中每一非零整数均有乘法逆元。由 
定理 10.4.2 可知，阵列 Li ， L 2 „， …， I /; 1 皆为 n 阶拉丁方。令 r 和 5 为乙中互异非零整 
数。我们证明 L ；； 和 L „ s 是正交的。设在并置阵列 L〔x 14 中某个序偶岀现两次，比如， i 行 
j 列上的序偶与々行 Z 列上的序偶相同。回忆拉丁方 L ；； 和 U 的定义，这意味着 
, ''. 二 : rX i ^ j = rX k + I Rs X i + j = S X k + I j 

改写这个方程得到 

rX(f - 左 ） =(Z-j ) 及 _sX(f - 是 ）= (/ -j) ：| 

从而 

r X (i — k) — s (i — k) 

设此时 (i-k) 7^0, 从而在 Z „ 中有乘法逆元。用 （ i - O — 1 乘以上面方程，消去 
(i-k), 我们得到一个矛盾 ： r = 5 。因此必然 i = k, 代入到第一个方程中，得到 j = Z 。由 j 
此推出，在 MXI 4 中两个位置能够含有相同序偶的唯一方法是这两个位置是同一个位置！ 

这意味着 L ；； 和 14 对所有的 r 六都是正交的，因此， u , L 2 „， …， Lr 1 是 MOLS 。 口 

在 10.1 节末尾，简要讨论了称为域的运算系统，它满足通常的算律。我们曾评论道， 

对于每一个素数户和每一个正整数々存在具有/个元素的域（而有限域中元素的个数总是 
一个素数的幂)。把定理 10.4.2 和 10.4.3 推广到每一个有限域。现在我们就来简要地讨论它。 

令 F 为具有《 =/个元素的有限域，其中， p 是某个素数而 々为正 整数。 

a 0 = 0 ， ai, … ， a„ —1 

是 F 的元素，且如所指出的，叫是 F 的零元。考虑 F 的任一非零元素〜 （ r 关 0) 并定义 W 
行 n 列的阵列如下 ： A 的 i 行_7列上的元素％为 

aij = a r Xai + aj (i ,j =0,1 ,n -1) 

其中的运算是域 F 中的运算。此时的证明像定理 10.4.2 给出的（在那个证明中魚到的只是 
通常的算律，而由于 F 是域，''这些算律是满足的）那样， A 是基于 F 的元素的《阶拉丁方。 
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用表示以这种方法构造的拉丁方 A 。然后遵照定理 10.4.3 的证明 ㊀ ，得到 

L a ^, L ：\-, L ：^ (10-12) 

为” - 1个”阶 MOLS 。 我们把这些事实概括为下面的定理。 

定理 10.4.4 ♦ n = p k 是一个整数，它是素数 p 的幂。则存在 n - 1个 n 阶 MOLS 。 
事实_上，从具有#个元素的有限域构造的 n - 1个?2阶拉丁方 （10-12) 就是72-1_个_ 1 

阶 MOLS 。 

>- —. - „ 

例通过得出三个4阶拉丁方来解释上面的结构。在 10.1 节我们构造了具有四个元素 
的域。该域的元素为 

«o = 0, ai — 1, a2 = i , a^ — l+i 


利用该域的运算（其加法表和乘法表在 10.1 节给出），得到下列拉 丁方: 

「0 1 i l + il 


( l \ 正是 f 的加法表) 


U = . 

I 

-1 + i 


0 1 + i i 

1 + i 0 1 

i 1 0 - 



1 

1 + i 
i 
0 


i i + r 
0 1 

1 0 

1 + i i - 


r o i i l + n 



i i 
0 1 +i 

l + £ 0 






直接验证可知， U ， Li ， Lf 是棊于 F 晚三个 j JtMOLS 。 □ 

由定理 io .4.4 可知，只要 n 是素数的幂就存在 《- i 个 „ kmols 。 是否有可能找到 
多于 n - 1个的 n 阶 MOLS 呢？这个问题的否定答案在下面的定理中给出。 


定理 10.4.5 令”为一正整数，并令 A 〗， A ，， …， At 是4个”阶 MOLS 。 则是 <n — 

证明： 不失一般性，假设所给的拉丁方都是 基于忑 的元素的。首先观察到下面的事 
实。每一个拉丁方 A !， A 2 ，…，都可以化成标准型，而且这并不影响它们的相互正交 
性。后者容易验证，因为如果把两个拉丁方化成标准型后，它们的并置阵列有一个重复的序 
偶，则并置阵列就必然以一个重复的序偶开始。这样，可以假设每个拉丁方 A l5 A 2 ，…， 
4都是标准型。于是，对于每对 A z ， A & 并置阵列 A ; x Ay 的第一行等于(0, 0),(1 ，1)，…， 


U - 1，《 - 1)。现在考虑每个 A 的1行0列位置上的元素。这些元素都不能等于0,因为0 
已经出现在0列该元素直接上方的位置上。因此，在每个 A !， A 2 , …， A * 中，其1行0列上 


9再次强调，只用到通常的算律。 
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的元素为1，2，…， n -1 之一。不仅如此， A l5 A 2 ， …，中没有两个在该位置上相同 
的整数。因为，如果 A . 和 A ; ., 都有 r 在这个位置上，则并置阵列 A ； X Aj 就会含有数对 
( r , r ) 两次，因为它已经出现在0行上。因此，每个 A l5 A 2 ，…，在1行0列位置上 
均含有整数1，2，“•， n -1 之一，而且没有两个在这个位置上含有相同的整数。根据鹤巢 
原理，有.1，定理得证。 口 

对 1 E 整数〜令 N U ) 表示”阶 MOLS 的最大个数。因为1阶拉丁方与它自己正交， 
所以有 N ( l )=2 e 。 由于没有两个2阶拉丁方正交，因此有 N (2) = l 。 由定理10.4.3, 
10.4. 4湘 10.4.5 得出 

N ( n ) = n - 1，如果 n 是素数的幂 

自然想要知道是否 N U ) 1对所有整数 都成立。可是 ， N U ) 可能会小于 

n -1 (根据定理10.4.4,如果小于 ”-1 发生，那么 n 就不可能是素数的幂)。不是素数幂 
的最小整数是 n =6,我们不仅有 iV (6)#5 ，更有 N (6) = l ; 就是说，甚至不存在两个6阶 
的正交拉丁方！这是由 Tarry ® 约在1900年前后验证的我们可以用 mod «的整数证明， 
对于每个奇整数 n 存在一对 n 阶 MOLS 。 

定理 10.4.6 _对于每一个奇整数 ? z _，_ N ( n ) >2。 

证明：令 n 为一奇整数。我们将证明 ，乙 的加法表 A 和减法表 B 是 MOLS 。 A 的 〖行 j 
列上的元素岣为％ = i+j (mod n 的加法），而且由定理 10.4.1 得知， A 是一个《阶拉丁方。 
B 的 i 行列上的元素％为 6,；；' - i~j (mod n 的减法），首先证明 B 是一个拉丁方。这是简单 
易行的，正如定理 10.4.1 的证明。设 B 的 i 行上 j 列和々列的整数相同。这就是说 

i — j — i ~ k 

两边加上 ― i 得到 — j 二一 k ， 从而 j — ko 因此，在一^行上不存在重复的兀素，完全类似地 
可以证明，在一列上也不存在重复的元素。于是，召是一个拉丁方。 

现在我们证明 A 和 B 是正交的。设在并置阵列 A x B 中，某个序偶出现两次，比方说 

{ o-ij > bij ) ^ ( a k i , bki ) 

- - - --..... .... •• • ... ' ... 一. 

这意味着 

i + j = k + I ^ Wi~j — k~I 

将这两个方程相加和相减得到 

一 ： 和 2 j =2 Z 

记住， n 是奇数，我们观察到， ..2 和《的 GCD 为1，由定理 10.1.2 可知2在厶中有乘法逆 
元2- 1 。于是，消去上面方程中的2得到纟=是和 j = 因此 ， A x _ B 能够在两个位置上有 
相同的序偶的唯一方法是这两个位置相同。因而我们得到 A 和 B 是正交的结论。 □ 

有一种方法将 MOLS 结合起来以得到更大阶数的 MOLS 。 不过执行和验证这种构造的 
记法有些麻烦，因为必须处理序偶的序偶。但是，构造的想法却非常简单。我们通过从两个 


© n>2 阶拉丁方从不与它自己正交。 

㊁ G.Tarry ： Le probleme de 36 officeurs, Compte Rendu de l' Association Framaise pour l' Avaricetnent de Science Na- 
turel, 1 (1900) ， 122-123 和 2 (1901), 170-203 。 

㊂ 这确实不是简单的验算！ 
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3阶 MOLS 和两个4阶 MOLS 得出两个12阶 MOLS 来叙述该想法。考虑由 

'0 1 2 _ 

Ai— 120 A 2 ~ 

-2 0 L 

给出的两个3阶 MOLS 。 它们分别对应 Z 3 的加法表和减法表。再考虑由 



-0 

1 

2 

31 

- , 

'0 

1 

2 

3" 


1 

0 

3 

2 


2 

3 

0 

1 

B1 : 

2 

3 

0 

1 

-02 = ! 

3 

2 

1 

0 


-3 

2 

1 

0 」 


-1 

0 

3 

2- 


给出的两个4阶 MOLS 。 它们是紧接在定理 10.4.4 后构造的前两个 MOLS 通过用2代替 f 
并用3代替1 + f 得到的。现在我们就来形成12行12列的阵列 AjlOA 和 A 2 ®B 2 , 它们定 
义如下。首先用4行4列的阵列代替 At 中的每个元素 

(a)j , b^Q ) (a}j, 601) (a , &02) (aj 乂， 6J3) 

( a ] j , 610) ( a ) j , b \ x ) ( a \ j , b \ 2 ) { a \, 613) 

( a ) j , 620) ^21) 622) ( a } j , 623) 

( a ] j , 630) ( a ) j , bh ) ( a \ j , b \ 2 ) (a),-, 633) 

结果是基于 12 个整数序偶 ( p , q ) 的 12 行 12 列阵列七⑭块，其中户在 Z 3 中，^在厶中。以 
类似的方法从 A 2 和 B 2 得到12行12列的阵列 A 2 (glB 2 。 验证士区吼和 A 2 0B 2 是基于12个序 
偶的集合的拉丁方以及验证它们正交的方法是初等的。我们把验证工作留作练习题。现在，为了 
使这些12行12列阵列基于 Zu 0 ， 我们在如和序偶（声， g) 间建立一--对应。这12!种对应中 
的任意一种 均可。 其中的一个对•应是（这是通过以字典序选取序偶而得到的一种对 应)： 

(0,0)—0 ， (0,1)-1, (0,2)— 2, (0,3)—3, 

(1 ， 0)—4 ，（ 1 ， 1)—5 ， （ 1 ， 2)—6 ，（ 1 ， 3)—7 ， 

(2,0)—*-8, (2,2)-»10 ，（ 2,3)—^11 。 

用这种方法得到的两个12阶 MOLS 显示 如下： 

* 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1032547698 11 10 
23016745 10 11 89 

32107654 11 10 98 

456789 10 11 0 123 

5 4 7 6 9 8 11 10 1 0 3 2 

6745 10 11 892301 

7654 11 10 983210 

89 10 11 01234567 

9 8 11 10 1 0 3 2 5 4 7 6 

10 11 8923016745 

L 11 10 9832107654 






© 当然，这不是必要的。这么做只是为了避免使拉丁方变成元素为序偶的集合。 
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- 012389 10 11 4567' 

2301 10 11 896745 

3210 11 10 987654 

103298 11 10 5476 

4 5 6 7 0 1 2 3 8 9 10 11 

67452301 10 11 89 

76543210 11 10 98 

5476103298 11 10 
8 9 10 11 4 5 6 7 0 1 2 3 

10 11 8967452301 

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

- 98 11 10 54761032 - 

将上面的工作一般化，产生如下结果。 

定理 10.4.7 如果存在一对讯阶 MOT . S 和一对6 MOT S . !0»1 I 

MOLSo 粟一般地 

N ( mk )^ min | N(ot ), N ( k ) } 

将定理 10.4.7 与定理 10.4.4 结合得到如下结果。 

定理 10.4.8 今 n > 2 为一替数^_并令 

n = p e ^ X 玲 X •. • X 博 

是将 7 L 分解成互异素数 Pi ，$2，…，九的分解。则 

- — _ ___ —’ 

N (”） > min | 於 — 1: i = 1，2，…，是 1 

( - - ^ 

证明： 应用定理 10.4.7 和对 n 的互异素数因子个数々的简单归纳法论证，我们得到 

N(n )> min \ N ( pfi )= , k \ 

再根据定理 10.4.4, 有 

N ( pj 0^ pV-l 

定理得证。 □ 

推•论 10.4.9 令 »>2 竣一整数，奇数的两倍。则存在一对正交的 n 拉丁方 P 

证明： 如果 p 是素数且 e 是正整数，只要不是 p = 2 和 e = l ， 就有 〆 -1>2。因此， 
如果 n 的素分解不是恰好含有一个2,就是说，如果 n 不是奇数的两倍，则由定理10.4.8, 
有 N U ) >2。 □ 

使推论 10.4.9 不保证一对《阶 MOLS 存在的整数 n 是整数 

2, 6, 10，14，18，…， 4 k +2, - (10-13) 

我们已经评述过，不存在2阶 M 0 LS 对和6阶 MOLS 对。于是，第一个‘未定的《是《 = 10。 
欧拉在1782年猜测，对于序列 （10-13) 中的整数均不存在 n 阶 MOLS 对。但是， Bose, 




第 10 章组合设计 281 

Shrikhande 和 Parker 的联合努力^成功地证明了，欧拉的猜测只对 w = 2和 n - 6 成立；就 
是说，除2和6外，对于序列 (10-13) 中的每一个整数 n 均存在一对^阶 MOLS 。 我们不 
证明这个结果，但是下面给出由 Parker ® 在1959年构造的一对10阶 MOLS 。 此前近200年 
来，10是欧拉猜想中的最小的未定情况。 

0 65478912 3" 

9106578234 

8921067345 

7893210456 

1789432560 

327895460 1 

5437896012 

2345601789 

4560123978 

I 6012 3 45897 

| 1 - - 

[0 9 8 7 1 3 5 2 4 6 " 

| 6198724 3 50 

5 0 2 9 8 7 3 4 6 1 

4 6 1 3 9 8 7 5 0 2 

750249 8 613 
876 1 3 5 902 4 
9870246135 
1234560789 
234560 1897 
L 3456012978. 

根据定理10.4.5,对每一整数 n >2 , 有 N (n) <n - 1,根据定理 10.4.4, 如果 n 
是素数的幂则有等式成立。不存在使得 N ( n ) = « - 1的其他已知的《值。我们在 n - 1个《 
阶 MOLS 与 10.2 节的区组设计之间建立一种联系。令焱!， A 2 ，…， Ah 表示 《-1 个 n 
阶 MOLS 。 使用《 + 1个阵列 

R n , S n , A lt A 2 , A„_i (10-14) 

, 来构造具有参数 

b = n 2 + n, v — n 2 , k = n, r — ?i + l, A = 1 

的区组设计其中，札和 S „ 在式 (10-10) 和式 (10-11) 中已被定义。我们知道， A , •⑴表示 
A •被々(6=0，1，…，72 - 1)_占据的位置的集合。由于为一拉丁方，因此 A ;( A ) 包含每一行与 
每一列上的位置，特别地，在 A , U ) 中没有属于同一行或属于同一列的两个位置。我们对尺，和 

© R.C.Bose, S.S.Shrikhande, and E.T.Parker: Further results on the construction of mutually orthogonal Latin 
squares and the falsity of Euler’s conjecture, Canadian J . Math ., 12 (1960), 189-203.See also the account written 
by Martin Gardner in his Mathematical Games column in the Scientific American (November, 1959) Q 
㊁ E.T.Parker ： Orthogonal Latin squares, Proc. Nat . Acad. Sciences , 45 (1959), 859-862 。 
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5„也用这个记号。例如， (0) 表示尺，被0所占据的位置的集合，并且这个集合是0行 
的位置的集合， S „ (1) 表示 \被1 占据的位置的集合从而是1列的位置的集合。 

将样品集合 X 取作 n 行 n 列阵列的个位置的 集合； 即 

式 （10-14) 的《 + 1个阵列的每一个都确定 n 个 区组： 

尺 „(0) R„(l) … R„(n-D 

S „(0) S „( l ) … S n ( n ~ l ) 

A “0) Ajl ) … Ai(n -1) 

U 0) A „_!( l ) ••- A „- i(n - 1) 

这样我们有6 = 77乂（„+1) = „ 2 +„个组， 每个区组含有 6 = ?2个 样品。令石表示这些 
区组的集合。为了能够断定谷是具有特定参数的 BIBD ， 我们只需验证每一对样品恰好在 A = 1 
个区组中一起出现。有三种可能要 考虑： 

i ) 同行的两个 样品： 它们恰好在式 (10-15) 的区组之一，但不在其他区组中。 
ii ) 同列的两个 样品： 它们恰好在式 do- 16 ) 的区组之一，但不在其他区组中。 

川）两个样品 （ i ， j ) 和 （/>, g ) 属于不同的行与不同 的列： 这两个样品不会同时存在于式 
(10-15) 和式 (10-16) 的任一区组。设它们同时存在于区组八_(幻和人(/)。这意 
味着 A , 的 <行_/列的位置和 p 行 g 列的位置存在着元素并且， A s 的同样位置存 
在着元素/。如果那么，并置阵列皋><人的序偶 （ e ，/) 出现两次， 与义 1 •和 
A s 的正交性矛盾。而 r = 5 意味着 A , 同时有 e 和/在£行 _/• 列的位置和 f 行 g 列的位 
置。我们断言 ， e = f 0 因此，木(幻和次(/)是同一区组，可以断定， 
g ) 至多同在一个区组内。 

此时我们知道，每一对样品至多同在一个区组中。这足以使我们断定每一对样品恰好同 
在一个区组中。通过类似于 10.2 节所做的计数变元 得到： 共存在个样品，将它们构成 
n 2 (n 2 ~l) /2对，每一对至多在 n 2 + n 个区组中的一个区组中。每个区组有 n 个样品， 
从而包含》 ( n -1) / Z 个对。对于所有的区组共有 

(n 2 + n)X n(n ~ 1} = n2(n 2~ l) 

个对， 面这恰好又晕样昴的总对数。 因此，根据鸽巢原理，每一对样品必然恰在一个区组 
中。从的 BIBD : 

我们注意，所构造的设计谷在讨论 Steiner 系统的 10.2 节意义下是可解的。 n 2 + «个区 
组的集合分成 n + 1' 个部分 （可解 类），每部分 《 个区组（见式（10-15)、式 （10-16) 和式 
(10-17))，而每个可解类均为 n 2 个样品的一个划分。 

例用两个3阶拉丁方： 



_ 0 

1 

T 


_ 0 

2 

r 

Ai = 

1 

2 

0 

^2 - 

1 

0 

2 


2 

0 

1— 


-2 

1 

0- 


(10-15) 

(10-16) 

(10-17) 
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解释 BIBD 的上述结构。样品是9行9列阵列上的9个位置，而区组则通过可解类几何地描 
绘 如下： 


如果把样品看作点，把区组看作线，并如通常那样当两条线没有公共点时称这两条线是平行 
的，那么上面图示中的每一个（可解类）均由3条平行线组成。恰好属于一个区组的每一对 
样品变成恰好确定一条线的两点。设计的可解性也变为 性质： 给定一条线和不在其上的一 
点，恰好存在一条线平行于包含给定点的前一条线。这就是所谓欧几里得几何的平行公设。 

定理 10.4.10 4- n >2 为一整数。如果存杳》 — 1个 n 阶 MQLS . 则存在 J ■右表激 

b = ? i 2 + n, v=n 2 , k = n, r-n + 1, A = 1 (10-18) 

、 I ~ i . 一 - '.一 . .. i _ _ I ~ — . 

i 的可解 BIBDq , 反之， 如 _果_ 存在 _ 具有参 数_ (10-18) 的可解 BIBD , 则存在 n - 丄 个 n _ # 
MOLSo — 

-1- . II ~ 、 

证明：上面已经指出如何从《 - 1个 n 阶 M 0 LS 构造具有参数 （10-18) 的可解 BIBD 。 
这个过程可以逆转。我们概述如何构造，但把一些细节留作练习去验证。设有一个具有参数 
(10-18) 的可解的 BIBD 谷。由于存在 T 2 2 个样品，并且每个区组含有 n 个样品，因此每‘个 
可解类 包含〃 个区组。不仅如此，由于存在 n 2 '+ n 个区组，因此存在 n + 1个可解类 

Bz, •••, B n + i 

为了将这些样品“坐标化”，我们使用两个可解类&和仏 + i 。 令 艮中的 区组是 

H 0 , H t , H„_i 

并令艮 + 1 中的区组是 

Vo> Vi, •••» 

( H 表 7 K 水平而 V 表 ZF 垂直)。 给定任 一 样品: c , 存在0和 n — 1 之间唯一的/，使 x 在 H ; 
中，并存在0和 n - 1之间唯 一的夂 使 o : 在％中。这对每一个样品 z 给出有序的一对坐 
标 （ i , j )。 而且，由于指数 A 等于1，两个不同的样品不会得到相同的坐标（如果 _ r 和 : y 
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都有坐标 （/, j ), 那么 x 和 3 ；就会同时落入两个区组 H , •和 V )中）。现在将样品集 X 看成 
是坐标对本身 ©: 

X = {(z ) ： z = 0,1, , n — 1; j = 0,1, ~ 1 i 

现在考虑任一另外的可解类 =0 ，1, …， n - 1 )。 令 Bp 中的区组标记为 

' A ^(0) , A ^( l ) ,••• , A P (n - 1) 

这些区组将 X 划分成〃个大小为 n 的集。正如记号所指岀的，令尖为 ? :行^列的阵列，它 
在位置集合 Ap U ) 的每个位置上的元素均为 A 。 例如，若在的 f 行有两个 I 就意味着 
存在两个样品 （ i ， a ) 和 （ i ， 6 ) 既在区组找又在区组 A . U ) 中。因此，是一个拉丁方。 
此外，对于夕 # g ， A p 与 A g 是正 交的： 即如果并置阵列行_；列的位置上和在 m 
行列的位置上含有相同的序偶，那么这两个样品 （ hj ) 和 U ， xO 就会在两个区组中。因 
此， A l5 A 2 ，…，是 n 阶 MOLS 。 □ 

我们用一些问题来结束本节，这些问题在人们企图构造拉丁方时会自然产生。 

构造》阶拉丁方有三种自然的 方法： 

I )逐行构造 
ii )逐列构造 
iii ) 逐个元素构造 

前两种方法非常相似，我们只考虑第一种。 

逐行构造拉丁方指的是一次得岀完整的一行。于是，构造一个3阶拉丁方 如下： 首先选 
择 10 ， 1 ， 2 丨的一个排列，比如 2 , 1 ， 0 作为 0 行，然后再选一个排列，比如 0 , 2 , 1 作为 1 
行（但在其任一列的位置上不能出现重复的整数），最后选择排列，比如 1 ， 0 , 2 作为 2 行 
(实际上，如果只是不知道拉丁方的最后一行而其余各行都知道的话，那么最后一行可以唯 
一地填入，因为，必须在每一列的位置上写入该列尚未出现的整数)。结果为 

"2 1 (T 
0 2 1 
1 0 2 

如果我们用这种方法构造拉丁方，在每一步都要为下一行选择一个允许的排列，那么我们是 
不是会被迫半途而止呢？ •- 

逐个元素构造拉丁方指的是一次一个元素地插人每个元素出现的所有位置。于是，可以 
这样构造上面的3阶拉 丁方： 首先选择3个0的位置（三个非攻击型车的位置），然后选择 
3个1的位置，最后是2的3个位置（像逐行构造一样，这里的最后一步也是唯一确定的)。 
如果我们用这种方法构造拉丁方，在每一步都要为下一个整数选择一些位置，那么我们是不 
是会被迫半途而止呢？ 

我们指出，上一章的定理 9.2.5 使我们能够回答这两个问题 @ 。首先我们给一个定义， 


© 我们做类似于解析几何中的标识，其中，平面上的点被赋予坐标，并且坐标“变成”点。 
㊁ 让“猫出袋子，”我们从不会半途而止。 
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，它是由第一个问题提出的。 

令 w 和 n 为整数且 m <«。 基于 Z „ 中的整数的拉 丁矩形 是一个 m 行 n 列的阵列，使没 
；有整数在任一行或在任一列上重复岀现。 m 行 n 列拉丁矩形的每一行都是!0，1,…， n - 11的 
i 一个排列，而且没有列包含重复的整数。如果 m = n ， 对拉丁矩形的定义等价于拉丁方的定 
:义 e 。 下面是3行5列拉丁矩形的一个 例子： 

0 12 3 4 
3 4 0 1 2 

I 4 0 3 2 1 

| 匕 J 

我们说 m 行 n 列拉丁矩形 L 可以完备化， 如果能够添加 n - m 行到 L 上并得到一个 n 阶拉 
丁方 L %这样的拉丁方 L # 叫做 L 的完备化。 例如，上面的拉丁矩形 L 的一个完备化为 

"0 1 2 3 4" 

3 4 0 1 2 

4 0 3 2 1 

2 3 14 0 
1 2 4 0 3 

我们对第一个问题的答案是下述定理的推论。 

定理 10.4.11 令 L 为一 基于乙 的饥行 7 Z 列拉丁矩形，且 m < n , 则 L 有一个完备 
化。 — ― ^ 

证明： 只要证明我们能够添加一个新行到 L 中以得到 U + 1) 行 n 列拉丁矩形即可，因为 
此时可以归纳地进行下去。我们定义一个二分图0=(义，4,7)如下。其左顶点的集合为 X = 
Uo ，:^ ，…， x „-] J ，将它看成对应列0, 1 ，…， n ~ l ; 右顶点的集合为 y = |0，1，… — ll ，当 
然，它就是 l 基于其上的那些元素。在 A 中存在连接顶点4和顶点 j 的边 u .， y 当且仅当 j 
在 L 的 f 列不岀现。于是， A 被一条边连接到能够作为新行 i 列位置上的元素的所有那些整 
数上。由于 L 是 m 行 n 列拉丁矩形，因此第 i 列含有 m 个不同的整数，从而新行位置 f 处存 
在 n - m 个可供选择的整数。此外， L 的每一行都是 K )， 1，…， ^-1} 的一个排列，因此， 
每一个整数 j 在 L 中 m 个不同的列上出现 m 次，从而还可供 n - m 列选用。这意味着 G 是 
n - 次正则的。根椐定理9.2.5, G 有一个完美匹配。设完美匹配的边为 

{ JCQ 9 ZQ I 9 { *^ 1 9 2 1 [ )"*'?{ — 1 5 772 - 1 丨 

则 i 0 ， “，•••，&- 1 是|0，1，一，72-1|的一个排歹(]。通过添加 

艺*0 ， ！• 1 ， • ’ • ， 4 — 1 

作为新的一行所得到的 （m + 1) 行《列阵列是一个拉丁矩形 @ 。 □ 

下面的定义产生于我们的第二个问题。 考虑 n 行 n 列阵列 L ， 在 L 中有些位置尚未有 
元素占据，其余位置则被10,1 ，…，的整数占据。设若整数 々在 L 中出现，则它出现《 
次并且没有 两个々 同属于一行或 一列。 此时我们称 L 为 半-拉丁方。 如果 m 个不同的整数出 


0又是鸽巢原理！ 

㊁由第9章的练习8, G 的边可以划分为 n - m 个完美匹配，而这些完美匹配指出如何同时完备化 h 以形成《阶拉丁方。 
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现在 L 中，那么我们就说 L 具 有指数 w 。 指数为3的5阶半-拉丁方的一个例子为 

'1 0 2 ~ 

2 1 0 

0 1 2 

2 0 1 

. 2 0 1 _ 

可以把这个例子看成是5.行5列棋盘，棋盘上有5个红非攻击型车（那些 0), 5个白非攻击 
型车（那些 1) 以及5个蓝非攻击型车（那些2)。我们要寻找的是该棋盘上的5个绿非攻击 
型车和5个黄非攻击型车的位置。如果把3看作是绿把4看作是黄非攻击型车，则解可由 

"1 4 0 3 2" 

3 2 14 0 
0 14 2 3 

2 0 3 1 4 

_4 3 2 0 L 

给出。 

我们说《阶半拉丁方 L 可以 被完备化成拉 丁方，如果能够将元素填入空白位置以得到 
n 阶拉丁方 L # 。 所得拉丁方 L # 叫做 L 的完 备化。 我们第二个问题的答案为本章最后一个 
定理的推论。 

定理 10.4.12 令 L 为 n 阶半-拉丁方并且其指数 ot <«。 则 L 有一个完备化。 

证明：设在 L 中岀现的整数为0, 1，…， m - U 下面只要证明我们能够找到 n 个空 
白位置并将 m 填人以得到指数为 W + 1的 n 阶拉丁方即可，因为此时我们可以归纳地进行 
下去。再定义一个二分图0 =(叉，仏10 如下。其左顶点的集合为 ，…， 将 
它看成对应行0, 1，…， n -1 ; 右顶点的集合为…，％-1 丨，将它看成对应列。 
在△中存在连接顶点 A 和顶点％的边 U ,， 方丨当且仅当 〖行 J 列上的位置在 L 中未被占 
据。由于每个整数0，1 , …， - 1在 L 的每一行出现一次并在 L 的每一列也出现一次， 
因此 G 是” - m 次正则的。再由定理 9.2.1 可知， G 有一个完美匹配并且该完美匹配确定 
了 m 所期望的位置。 □ 

定理 10.4.11 和定理 10.4.12 之间的类似现象不是偶然的。在 m 行 n 列拉丁矩形和指 
数为 m 的 n 阶半-拉丁方之间存在——对应，它能够将定理 10.4.11 的证明转换成定理 
10.4.12 的证明，反之亦然。该对应如下。令 L 是（基于 乙的） m 行 n 列拉丁矩形，用 
叫标记 i 行 j 列位置上的元素。如果£出现在 L 的6行_;列位置处，则通过令其 Z •行 j 列位置 
上的元素 by 为 k 来定义一个 n 行 n 列阵列 B 

b ^ k 当且仅当 a 幻 =z 

B 中有些位置仍然是空的，因为如果 m < H , 那么某些整数就不会出现在 L 的列上。我们 
把证明用这种方法从 L 构造的阵列 B 是指数为 w 的丰拉丁方的工作留作练习。 
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例考虑3行5列拉丁矩形 

"0 1 2 3 4 - 

A = 3 4 1 0 2 

1 0 4 2 3 

此时，按照上面的构造方法，得到指数为3的5阶半-拉丁方 

0 2 1 

2 0 1 

B = 0 2 1 

1 0 2 
12 0 

□ 

10.5 练习题 

1. 计算 mod 4的整数的加法表和乘法表。 

2. 计算 mod 4的整数的减法表。如何将它与练习1算出的加法表比较？ 

3. 计算 mod 5的整数的加法表和乘法表。 

4. 计算 mod 5的整数的减法表。如何将它与练习3算出的加法表比较？ 

5. 证明，在厶的 mod n 运算中没有两个整数有相同的加法逆元。从鸽巢原理 推断： 

1-0 ， -1 ， -2, … ， -(«-1)} = {0, 1, 2, •••, n~l\ 

(记住，1 是一个整数，当加到中的 a 上时，结果为0。） 

6 . 证明，乙的减法表的 列是厶 的加法表的列的重排（参见练习题2和练习题4)。 . 

7. 计算 mod 6的整数的加法表和乘法表。 

8 . 用运算 mod 8确定 Z 8 中的整数的加法逆元。 

9. 确定 mod 20的整数中3, 7, 8和19的加法逆元。 

10 . 确定 Z 12 中哪些整数有乘法逆元，并在乘法逆元存在时将它们求出。 

11 . 对 Z 24 中的下列每一个整数，如果其乘法逆元存在，确定其乘法 逆元： 

4, 9， 11, 15， 17, 23 

12 . 证明 ， n - 1在厶中总有乘法逆元 { n >2) 0 

13. 令 w =2 ot + 1为一奇整数，且 ot >2。 证明 ， m + 1 在 Z „ 中的乘法逆元是2。 

14. 应用 10.1 节中的算法求出下列整数对的 GCD 

i )12 和31 

ii )24 和82 

iii )26 和97 

iV )186 和334 
V )423 和618 
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15. 对于练习14中的每一对整数，令 m 表示数对的第一个整数， n 表示数对的第二个整 
数。当 Z „ 中讲的乘法逆元存在时，确定该乘法逆元。 

16. 将 10.1 节计算 GCD 的算法应用于15和46,然后用结果确定 Z 46 中15的乘法逆元。 

17. 从域开始，证明1 3 + 1 + 1不能以非平凡的方法分解（变成具有2 2 中的系数的多项 
式的乘积），然后利用该多项式构造具有2 3 = 8个元素的域。令 i 是该多项式添加到 Z 2 
中的根，然后做下列 计算： 

i )(1 + 0 + ( 1 + z + z 2 ) 
li )(1 + r ) + (1+ i 2 ) 

iv ) i 2 x (1 + z + z 2 ) 

V)(l + 0 (1 +i + i 2 ) 

Vi )( l +/) _1 

18 . 存在具有参数6 = 10， ^ = 8, r = 5 和左 =4 的 BIBD 吗？ 

19 •存在其参数满足6=20，。= 18，々= 9及 r = 10 白勺 BIBD 吗？ 

20. 令 B 是具有参数6，1 I ?•， A 的 BIBD ， 其样品集为 X =丨力，: c 2 ，…，&丨，它的区组 
是 Bp B 2 ，… ，氐。 对于每一个区组 B ,， 令瓦表示那些不 属于氐 的样品的集合 。 令 
阶为 X 的子集17,瓦 ，…， 瓦的集合。证明如果有 6-2 r + A >0, 则仏为具有参数 

b’ 二 b ， v' ~ v , k , 二 v — k ， r ’ 二 b — r ， 又 / = 6— 2r + A 
的区组设计。 BIBD& 叫做 谷的补 设计。 

21. 确定具有 10. 2节中参数6 = t ； = 7 ，k = r = 3, A = 1 的 BIBD 的补设计。 

22. 确定具有 10.2 节中给定的参数6 = w = 16 ， k = r = A =2的 BIBD 的补设计。 

23. BIBD 和它的补的关联矩阵有何关系？ 

24. 证明，具有 X ；个样品且其区组大小々等于 w - 1的 BIBD 没有补设计。 

25 . 证明，带有参数6， t ；， &， r ， A 的 BIBD 具有补设计当且仅当2 (见练习题 
20和练习题24)。 

26 . 令 B 为 Z ,, 中的差分集。证明，对于厶中的每个整数 I B + 々也是 差分集（这意味着， 
不失一般性，我们总能够假设差分集包含0,因为如果不包含0,则我们可以用 B + 是 
代替之，其中 々是 B 中任一整数的加法逆元)。 

27. 证明， 厶本身是厶中 的一个差分集（它们是平凡的差分集）。 

28. 证明，5二|0，1,3,9!是2 13 中的差分集，并用该差分集作为初始值区组构造一个 
SBIBD 。 找出这个区组设计的各参数。 

29. 5=|0,2,5，11丨是2 12 中的差分集吗? 

30. 证明， B = ⑴^^/”丨是之^中的差分集。由 B 发展出来的 SBIBD 的参数是什么？ 

31. 证明 ， B = |0,3,4,9，11|是2 > 21中的差分集。 

32. 用定理 10.3.2 构造一个指数为1且有21个样品的 Steiner 三元系统。 

33. 令 z 为一正整数。用定理 10.3.2 证明，存在指数为1且有 3 f 个样品的 Steiner 三元系 
统。 

34. 设 i 为一正整数。证明，如果存在指数为1且有 I ；个样品的 Steiner 三元系统，那么就 
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存在有 i / 个样品的 Steiner 三兀系统（见练习题33)。 

35. 设存在参数6, ts k =3, r , A 的 Steiner 三元系统。令 a 是 A 被6所除的余数。用定 
理 10.3.1 证明下列 结论： 

i ) 如果 a 二1 或5，则 t ; 被6除的余数为]或3。 

ii ) 如果 a = 2 或4,则被3除的余数为0或1。 

iii ) 如果 a =3,则 U 是奇数。 

36. 验证下列构造指数为1且有13个样品的 Steiner 三元系统的三个步骤。以2 13 开始。 

丨 ） 整数1，3, 4，9，10，12中的每一个作为^^二|0，1,4丨中两个整数的差分恰好出 
现一次。 

ii ) 整数2, 5, 6, 7, 8，11中的每一个作为 B 2 = 10, 2, 7丨中两个整数的差分恰 

好出现一次。 

I ) 从 A 发展出来的12个区组与从 B 2 发展出来的12个区组都是指数是1且有13个 
样品的 Steiner 三元系统的区组。 

37. 证明，如果以任意方式交换拉丁方的行并以任意方式交换拉丁方的列，所得结果总是拉 
丁方。 

38. 利用定理 10.4.2 及和 r = 5 构造6阶拉丁方。 

39 . 令 n 为一正整数，令 r 为乙中 的非零整数，使得 r 和 n 的 GCD 不是1。证明，使用定 

理 10.4.2 中的描述构造的阵列不是拉丁方。 . 

40. 令 n 为一正整数，令 r 和 〆 为厶中的互异非零整数，使 r 和 n 的 GCD 是1且/和 h 的 
GCD 也是1。证明，使用定理 10.4.2 构造的两个拉丁方未必正交。 

41. 用定理 10.4.2 及 n 二8和 r = 3构造一个8阶拉丁方。 

42 .构造4个5阶 MOLS 。 

43. 构造3个7阶 MOLS 。 

44. 构造2个9阶 MOLS 。 

45. 构造2个15阶 MOLS 。 

46. 构造2个8 阶 MOLS 。 

47. 令 A 为一个 n 阶拉丁方，并存在 n 阶拉丁方 B ， 使 A 和 B 正交。 B 叫做 A 的正交配 
偶。把 A 中的0当作红车，1当作白车，2当作蓝车等等。证明，在 A 中存在 n 个非攻 
击型车，它们当中没有两个有相同的颜色。再证明， n 2 个车的整个集合可以划分成 n 
个集合，每个集合由 n 个非攻击型车组成，并且在同一集合中没有两个车有相同的颜 
色。 

48. 证明，厶的加法表是一个没有正交配偶的拉于方（见练习47)。 

49. 首先构造4个5阶 MOLS ， 然后如定理 10.4.10 所给出的，构造对应的这4个 MOLS 的 
可解 BIBD 。 

50. 令和 A 2 是 m 阶 MOLS , 并令別和坞是 n 阶 MOLS 。 4正明,' 和 A 2 ^ B 2 
是？阶的 MOLS 。 

51. 填补定理 10.4.10 证明中的细节。 

52. 构造3行6 列拉丁矩形 
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-0 1 2 3 4 5" 
4 3 1 5 2 0 
.5 4 3 0 1 2- 


的一■个完备化。 

53. 构造3行7列拉丁矩形 


的一个完备化。 

54. 有多少其第一行等于 


'0 1 2 3 4 5 6 - 
2 3 0 6 5 4 1 
-1 4 6 0 2 3 5- 


0 1 2… 72 — 1 


的2行 M 列拉丁矩形？ 

55. 构造半-拉丁方 

" 2 0 1 " 
2 0 1 

0 2 1 
1 2 0 

. 1 0 2 

1 0 2 

的一■个完备化。 

56. 构造半-拉丁方 

"021 3 

2 0 1 3 

3 0 2 1 

3 2 0 1 

3 0 2 1 

1 3 0 2 

1 3 2 0 


的一个完备化。 

57. 令为一整数。证明，》-2行《列拉丁矩形至少有两个完备化，对每个《找出一 
个例子使其恰好有两个完备化。 

58. n 阶拉丁方 A 称作是对称的，如果对所有的 i 尹 ； ，其 i 行 j 列上的元素％等于 j 列 i 行 

上的元素％。证明， Z „ 的加法表是对称的拉丁方。 • 

59. 71阶（基于乙的）拉丁方 A 是幂等的，如果其从左上到右下的对角线上的元素是0, 

1 , 2 ，…， it — 1 0 
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丨）构造一个5阶幂等拉丁方的例子。 
ii ) 构造一个 5阶对称幂等拉丁方的例子。 

60. 证明对称幂等拉丁方具有奇数的阶。 

61•令《 = + 1,其中 m 是芷整数。证明，其 i 行列上的元素％满足 

aij = (m + 1) X (i + j) (mod n 的运算） 

的 n 行 n 列阵列 A 为对称、幂等的 n 阶拉丁方 [注： 整数 m + 1 是 2 在 Z„ 中的乘法逆 
元。因此我们对％的描述是对于“平均的”丨和_/进行]。 

62.令 L 是（基于 Z„ 的） m 行 n 列拉丁矩形，并令其£行）列上的元素用％表示。我们定 
义 n 行 n 列阵列 B ， 其 i 行 j 列位置上的元素•满足 

bij = k , 若 a^j = i 

否则， 岣就是 空的。证明， B 是指数为 m 的 n 阶半•拉丁方。特别地，如果八是《阶拉 
丁方，那么， _ B 也是； 7阶拉丁方。 . 




拿你最喜爱的城镇 e 街道图，在所有两条或多条街道的汇合处或一条街道的尽头，都画 
上一个粗点 s ， 就得到了一个所谓(组合学中）图的例子。极有可能的是，在你喜爱的这个城 
市中，某些街道是单行道，只允许单向行驶，在所有的单行道上画一个箭头―，表示允许行 
驶的方向。在所有的双行道上画一个双箭头这样就得到了一个所谓的直鱼虔。现在考 
虑你所喜爱的这个城镇里的居民，在一对相爱的人之间连上一条线，就得到了图的另一个例 
子。但你要承认这样的 事实： 有时一个人对另一个人的爱，并不总是能够得到对方的回报， 
所以就像你刚才对街道所做的那样，可能还得在这些线上画个箭头，其结果又是一个有向 
图。现在再以你喜爱的化学分子 @ 为例，组成分子的某些原子受其他原子的约束，把这样的 
约束看作是街道或是线，就又得到了另外一个图。最后，考虑栖息在你喜爱城镇里的所有不 
同种类的动物、昆虫和植物，如果一个物种捕食另一个物种，就在它们之间画上一个箭头， 
这回你又得到了一个有向图。由于两类不同的物种可能同时捕食同一类物种，在这样的两类 
物种之间画上一条线，就得到了一个表示物种之间竞争的图。 

上面的讨论表明，图和有向图为相关实体或以某种方式相互约束的实体构成的集合提供 
了一种数学模型。有关图论的第一篇文章，是由著名瑞士数学家 Leonhard Euler 写于1736 
年，它探讨的是著名的哥尼斯堡七桥问题。图论在智力难题和游戏方面有着其历史根源，但 
今天它为许多学科的研究，如网络学、化学、心理学、社会科学、生态学以及遗传学等，都 
提供了一种自然的、同时又非常重要的语言和构架。图在计算机科学中也是一种极为有用的 
模型，因为在计算机科学中出现的许多问题，都能够很容易地通过图的算法去表达、去研 
究、去解决。在第9章中，我们已经讨论了一类特殊的、叫做二分图的图，但本章从任何角 
度而言，都不明显依赖于第9章的内容，这两章内容可以独立阅读。我们将在第12章论述 
有向图。 


11.1 基本性质 

一个阁 （7( 也叫做 簡 单图）由两种实体构成，它有一个叫彳有时也叫做 结点） 的元 
素的 yssi 7 —— 

V— \a,b,c,---\ 

. 和_一个叫 fgg 不同顶点对.的有限集金我 彳；1 用 

G =_( V,E) 

考表爭顶4集—是 _ V ， 边集是 L 集合 做图 I I 的阶。如果 

a = \x,y] = I 


© 我最喜爱的城市是威斯康星州的麦迪逊市。 
㊁ .假如你确实有一个喜爱的化学分子！ 
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是 G 的一条边，就称■接2和3>_，^旦1和 也称 工 和 a 、 v 和 a 是 关 联的。 由 
定义，图是一个抽象的数学实体，但如果把它用平面上的图形来表示的话，也可 i 认为图是 

一个几何实体。我们用不同的点-个顶点来表示每一个顶点 x (用该顶点标记顶点点）， 

两个顶点点之间用一条简单的曲线 0 来连接，当且仅当这两个顶点确定图 G 的一条边〜我 
们称这样的一条曲线为边 曲线， 用 a 来标记。画图时必须 注意： 一条边曲线 a 通过一个顶 
kx , 仅当丄 是否则我们的图形将含混 H ~~~ — 

例一个5阶图 G 定义为 

V — \ a ,, b , c , d , e \ 

和 

\ \a ,b \ ,\b ,c \ ,\c , d \ ,\d ,a \ ,\e ,a \ ,\e ,b \ ,\e , d \\ 

该图的几何图形如图 11-1 所示。 口 


如果改变一下图的定义，允许某些顶点对构成的边多于一条， 
则这样的图 mmwwr 在多重图 g = ( v ， £ ) 中，£是一个多重集。 
边《= 中出现的 次数，叫 做它的用 m u ，攻表〜 

点自邻接 @ ,則这基■姐图«£1^ 

例在图 11-2 中，给出了一个 9 边 4 阶多 重图； 图 11-3 是一个 
21 边 13 阶的一般图，称为 Gra ^ iBuster 茵 ㊂ 0 ( /]、惠图 ) y □ 



C 


图 11-1 


有时，我们画一个图(或多重图或一般图）的几何图形时，不得不画一条这样的边曲线, 
它与另外一条边曲线相交叉 @ 。 ： 

. V ... : .... .乂 .. 广 ... - . ；：： — 

* .. ， 7 

b 



图 11-2 



一个〃阶图 叫做如果它的任 意一对不同顶点都构成一条边。 或者说，在一个 

"' ' ^TT' 1 — " .一 ■■ ■ — - 


© 一个不自交的曲线。 

㊁ 因此，环是一个多重集，它是由同一个顶点重复两次而构成的。 

㊂ • “ 你要喊谁 ?” GraphBuster !( 小鬼） 

@ ' 但要记住我们的规则，一条边曲线 a 不允许包含顶点点 X ， 除非 : ^: 与 ^ 是关联的。 
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完全图.中，任意一个顶点都与其他所有顶点邻接。 t 个^阶完全图有以彳_-1)/2条边，并 

记为 —— 

、 ；—- - ^ 」 

例图 11-4 给出了完全图 Kn K 2 , K 3 , K 4 , 尺 5 的图形。不难确信，在任意一个 K 5 
的图形中，至少有两条边相交于一个不是顶点的点。 K 5 的另外一种画法是用一个内接五角 
星的五边形来表示。 □ 


° k 2 


图… .11-4 ... 一:…… ...... 

一个一般图 G 是平 面的， 如果能在平面上画出它的图形，使在遲点处 
相交。 这样的图形迆叫做篆 示。在图 11-4 中， k 2 , 
E 7 k 4 的图形是平面的，因此，这些图都是平面图， k 5 的图形不是平面的，因为它有两 
条边相交于一个非顶点的点，事实上， K 5 的确不是平面图。在第13章，我们将对平面图进 
行更详细的讨论。 _ 

$n^：a~= 1 x , x\^x 品二个 运簽巧 ^5 f _ 奇任秦二般图 G , 

将其顶点的度数按一种非增的顺序排歹 1如 ? iT — ’ — ^ 一 

(;為，…乂） 

Mi 该序列为 g 的暖 「序歹 $ 

在图 11-3 中，图的度序列为 

(6,5,5,5,5,5,3,2,2，1，1，1，1) 




完全图氏,的度序列为 


(?z — 1, n — 1, •••， n — 1) in n — 1 ) 

>■m ———- - , Ml ― — -丨丨 I —" I 〜丨 

下面的结果出现在欧拉的第一篇关于图论的文章中。 

定理 11.1.1 设 G 是一个一般图.则其所有顶.是 逆■度数之和_ 

di + d 2 + + d n 

是一个 靜 冬苎， j 奇度 J 点牲企数 也必为 偶数 。 


㊀因为 a = U ， d 的两个顶点均为: c ，所以 a 与: c 邻接两次。 




第 11 章图论导引 295 


证明： 因为 G 的每条边对顶点度数之和的贡 献是： 或使其关联的两个顶点度数增1， 
或使其一个带有环的顶点度数增2。如果一些整数的和是偶数的话，那么其中奇数的个数也 
必为偶数。 □ 

例在一个聚会上客人之间相互握手，试 说明： 在聚会结束时，与奇数个客人握过手的 
人数是偶数。 

聚会握手可以用多重图来表示，用顶点代表客人，每当两个客人握手时，就在相应的两 
个顶点之间连上一条边，其结果就是一个多重图，对它应用定理11.1.1。 □ 

给定两个一般图 G = ( V ， £)和(^ =(铲， E 0, 如果它们的顶点集之间存在一个一对 
一的对应 


9： V — 圹 

— - —〆 «• 

使得•.对 V 中任意一对顶点 o: 和 G 中连接和: V 的边的个数与中连接0 (I) 和 d(y) 
的边的个数相同, 1 HLG 和 G ' 是同构巧，一对一的对应0称为 G 和 ( T 的一个同抱。 (同細輕 
念就是一种“相同”的意思，两个一般图是同构的，当且仅当它们除了顶点的标记外，它们是相~ 
若 G 和 G ' 是图，可以给出如下事实 :如果 G 和 G ' 的顶点集 V 和 V '之间存在着一个 
一对一的对应，使得 V 中的两个顶点在 G 中邻接，当且仅当与它们相对应的顶点在 G 7 中邻 
接，那么我们就可以断言 G 和 G ' 是同构的，这是因为图中的任意两个顶点，或者由一条边连 
接，或者由0条边连接。 

例同构的图具有相同的阶和相同数目的边,但具有相同的阶和相同数目的边却不能保 
证两个图同构。 

首先，考虑图 11-5 中给出的两个图 G 
和 G ', 这两个图是同构的，因为它们任意 
两个顶点之间都是邻接的4阶图，因此，它 
们也都是4阶完全图。此例说明了这样一 
个事实:一个图可能有多种画法（如本例， 

■ 一种圈法是平面图，而另一种则不是）， 

但从同构的角度来看，两种画法并没有本 
质的区别，重要的是两个顶点之间是否是邻接的(或者，在一般图的情况下，每对顶点之间 
有多少条边连接)。 □ 

下面我们考虑图 11-6 中给出的两个图 G 和 G 、 这两个图是否同构呢？它们是同阶的， 
并有相同数目的边，但图 G 中含有一个1度顶点，而图 G ' 中却没有，这种现象不会发生在 
两个同构的图中。因为，假如在图 G 和 G ' 中存在一个同构0，.那么对 G 的每一个顶点 x , 
G ' 的顶点外尤)应与 I 具有相同的度数。特别地，如果一个数作为 G 中一个顶点的度数出现 
时，则该数也必然作为 G ' 中一个顶点的度数而出现。综上所述，我们得出 G 和 G ' 不是同构 
的。同理，我们可以得到更一般的 结论： 两个同构的图必有相同的度序列。 


© 换句话说，两个一般图是同构的，如果其中的一个是另一个的伪装。一对一的对应0使 (T “去掉伪装”，从而 
揭示出 G ' 实际上就是 G : 如果0(^：)== 〆 ，则在此伪装的后面是 I 。 
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图 11-6 


它们度序列均为(3,3,3,3,3,3)，然而这两个图是不同构 
的。这可以从下面的事实中 看出： 在第一个图 G 中，有三个顶点 X ， 3 ^， Z 是彼此邻接的 e ， 
而在第二个图 G ' 中，没有哪三个顶点具有这样的性质，如果6> 是这两个图之间的一个同构， 
那么外 _ r )， 6( y ), 0 U ) 也应是中的三个顶点，从而也应该彼此邻接，因此，我们断定 
不是同构的。 口 



图 11-7 

我们用下面的定理来总结上面的结果。 

定理11。1.2两个同构的一般图具有米 LM 度序列.但具有相同度序歹图不一定同构。 

’丨 ― 1 卜一 ' 11 "― 1 一 " - 

在上面的例子中，我们用到了两个图同构的另外一个必要条件，在叙述该条件之前，先 
引人一些更基本的概念。 

设 G 是一个一般图，形如 

\ xq , X X \ ,\^ i , x 2 \ ,\ x m - i ， x m \ (11-1) 

的 w 个边的序列称 为 长度 _为_饥 一条途径， 且这条途径连 接顶点 xo 和：?:,„ ，也可以把途径 
(11-1) 表示为 〜 

Xo ~ Xi ~ X2 - - x m (11-2) 

VL - .... - - . ■ 

途径 」 11-1) 是 f 才! 取决于还是 xo 关 x w 。 一条途径中可能有重复的 
© 它们构成^3。_ 

_© 这句话需要进一步解释，以防我们正在处理的是一个一般图而不是简单图。在一般图 G 中，每条边的重数都可 
能大于1，如果一条边在一条途径中出现的次数不超过其重数，我们就不把它看作是重复边，只有当一条边在一 
条途径中出现的次数大于它在 G 中“复制品”的个数时，这条边才是重复边，当你考虑 G 的图形时，这种说法 
是非常合理的，因为，如果一条边6!重数是5,则在图形中就有5条不同的边曲线连接顶点^和6。 

㊂ 因此，在一条迹中，一条边出现的次数不能超过它的重数。 






容易证明（该证 
的一'部分确定一 ' 

条连接 M 和的路径，其他部分确定的是圈。特别地，一条闭迹的边可以被划分成圈， 
图中一个圈的长度至少是3。在一般图中，由一个环构成的圈，其长度为1，重数 m>2 的 
边 U ， 6丨确定 一 个长度为2的圈彳6,<3}(或^-6-«:)。 

例考虑图 11-3 中给出的一般图 GraphBuster 图，则有： 

I )a~d-b-d-c-d~h-g~h-m-k~i 是一条连接顶点 a 和 f 的长度为11 
的途径，但它不是迹。 

li )a~d-e-f-e-m-k-l-k-i 妾 a 和 i 的、为9^®，但不; 

ili )a~d~e~m— k — i 是一条连接 a 和 i 的、长度为 5 的路径。 

\y)d-^e~ f~ e ~ m ~ h - d 是一条长度为 6 的闭迹，但不是圈。 

V)/-/、 e-/_e 和 —m — A 中的每一个都是圈。 □ 


点 ( 工。=的情坪除夕卜 、, 
明留作练习）连接顶点. 


匕途径是卜条路 径 1 一条闭的路径叫 M 圈、 
边可 H5&： 划分，使得该¥分 


一个一般图 G 是连通的，即对它的任意一对顶点 _r 和 A 都有一条连接它们的途径(或 
等价地说，一条连接它们的路径)。否则称 G 是非连通的。在一个不连通的一般图中，至少 
存在一对顶点 x 和 3S 使人无法沿着 G 中的边从: c “走到” 3^(或从3^走到1)。在多数情况 


下，我们只要考虑连通图就够了。在一个连通图中， cfU， V ) 表示连接顶点 x 和 v 的途径的 


最短长度，并称其为 xjgv 之间的距离。 对任一顶点： c, 我们规定^: $ l3 ：) = 0 A ■很明显， 
连接 :c 和： y 的、距离为£^(尤，30的途径是一条路径。 


例图 11-8 中给出的图是不连通的，因为从顶点 a 到顶点 d 没有途径。本例说明了这 
样一个事实：一个不连通的图总能够(且应该总能够！）被画成两部分不相交的几何整体。在 
本例中，该图的另一种画法如图 11-9 所示， 但这种画法是不明 f 的。总而言之，我们画图 
时应尽量揭示出图的结构。 □ 



图 11-8 


图 11-9 


设 G= ( V，£) 是一般图， U 是 Y 的子集，尸是£的 于多重集，」 使得/中 每条边哎恩点 
一 _ U ， JtG / = ( V)也是一般图， 且叫做 G 的( 三_每_至_’。如果 F 包含了 G : 的连接 L7 


-4 ^ 

中顶点的所有边，为0~£生的：般子图， _并1 己 Mu 是 
mu 称 G ， 为 G 的隹成 fip 因此， g 的导出一般子图可以通过选择 G 的某些顶点和 G 中 
连接这些顶点的所有边而获得。而 G 的生成一般子图则可以通过选择 G 的所有顶点和 G 的 
某些(也可能是全部)边而获得。 


0如果 G 是一个图，则 G' 也是一个图，并称它为子图，像所有这样的定义，我们今后在涉及图的时候，将在 
“图”前面省去修饰词“一般”（如杲图前边没有修饰词“一般”，则均指简单图。——译者注)。 
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例设 G 是图 11-3 中的一般图 GraphBuster , 对图 11-10 中给出的三个图 ，有: 




6 

ii ) 



图 11-10 

j ) 是 G 的一般子图，但它既不是 G 的导出子图也不是 G 的生成子图。 
ii ) 是 G 的导出一般子图，但它不是 G 的生成子图。 

iii ) 是 G 的生成一般子图(恰好是个简单图），但它不是 G 的导出一般子图。 □ 


下面的定理非常直观地陈述了这样的 事实： 一般图是由一个或多个连通的一般图构成 
的。我们将其正式的验证留作练习。 

定理 11.1.3 设 G =( V ,£) 是一般图，则其顶点集 以被 唯一地划分 i lii 空立集 
得下面矽条 

'j ) 分别由 Vi , V 2 , …， W 导出的一般子图0 1 =(¥ 1 ， El ), G 2 =( V 2 , e 2 ), …， 

- = ， &) 都是连通的。 

ii )对任意的 的， Vi 中任一顶点 x 与 v ； 中任一顶点 y 之间，不存在连接它们的途径。 

在定理 11.1.3 中，一般图 Gl G 2 ， …， G & 叫做 G 的连通分支， 其中 ： i ) 说明这些 
连通分图确实都是连 通的； ii ) 强调这些连通分图都是最大的连通导出一般 子图； 也就是说， 
对任意的；和任意的顶点集 U 满足 ：当 V ；包含于 U 且 V ;尹 U 时，则由 U 导出的一般子图 
是不连通的。 ' 

在下一个定理中，将建立另外一些必要条件，.以验证一般图之间的不同构性，它的证明 
应该是很明显的，其正式的证明留作练习。 

定理 11.1.4 设 G 和是两个一般图，则 G 和 G 7 同楠的必要备伴右： 
i ) 如果 G 是简单图，则 G ' 也是简单图。 

1 ii ) 如果 G 是连通图，则 G 7 也是连通图。更一般地，（3和（/具有相同数目的连通分图。 
iii ) 如果 G 有一个长度为某整数6的圈，则 g /也 有一个长度为6的圈。 

IV )如果 G 有一个 m 阶完全图^^是它的（导出）一般子图，则有一个这样的 

V ' 

一般子图 :; ” "" .....’一■ - - 

在图 11-7 中，图 G 和 G ' 是不同构的，因为 G 有一个长度为3的圈（一个与同构的 
子图），而 G /却 没有。 

最后，我们通过说明一般图也可以用一个元素为非负整数的矩阵来表示，来结束本节的 
内容。 

设 G 是一阶一般图，并令其顶点叫 a 2 ，…， 知按某 种顺序排列，设 A 是一 
矩阵，其第；行第 j 列元素％等于连接顶 点〜和 o ；. 的边的数目 （ l <^， j < n )。 于是，我们总 
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] 一 ^ - ----- 

有〜 = 和 ㊀ 及 屮, 等于顶点 a f 处环的个数，这样的矩阵 A 叫做 G 的邻接矩阵。 当 G 是简单图时， 
则 A 是一个由0和1所构成的矩阵，元素 〜等于 1，当且仅当尖和 o ； •在 G 中是邻接的。 

例在图 11-11 中，给出了一个 6 阶一般图，其 6X6 邻接矩 阵为： 

" 012010 " 

1 1 0 0 2 0 

2 0 0 1 1 1 

0 0 112 2 
12 12 0 0 

-0 0 1 2 0 0 - 

我们可以从一般图建立它的邻接矩阵，也可以从邻接矩阵建立它的一般图。 口 

邻接矩阵除了行和列的顺序之外，可以由一般图唯一确定，这是因为在建立邻接矩阵之 
前，必须先将一般图中的顶点按某种顺序排列。反之，一般图的邻接矩阵可以唯一地确定一 
个与它同构的一 般图； S 卩： 任意两个具有相同邻接矩阵的一般图是同构的。 



图 11-11 


11.2 欧拉迹 

1736年，欧拉在他发表的图论文章中解决了著名的 哥尼斯堡七桥问题。 

在东普鲁士，古老的哥尼斯堡城位于普雷格尔河畔，河中有两个岛，城区的四个部 
分通过七座桥连接起来，如图 11-12 所示。每到星期日，哥尼斯堡城的居民将会环 
城散步，由此提出了这 样一个问题： 能否以一种方法环绕全城，使每座桥都被走过 
且只被走过一次。 

欧拉把哥尼斯堡地图改画成了一个一般图，如图 11-13 所示。就这 $—般 而言， 
用我们已介绍过的术语来叙述的话， 上述问题就是要确_定 G 中是否存在 使它包 
常 G 的所有边。 . ^ 

例设想一个邮递员 @ 从邮局出发，他要将信件投递到指定街道的住户家中，并在结束 


㊀ 矩阵是对称的。 

㊁ 把邮递员改成清洁工或扫雪机驾驶员，就可以得到同一个数学问题的不同叙述。 
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一天的工作后返回邮局，那么该邮递员应采取什么样的路线，才能投递出所有的信件而不必 
重复已走过的街道呢？我们能帮他想出办法吗？ 

我们也许能，也许不能，但我们应该肯定地认识到他或她的这个问题是图论中的一个问 
题。设 G 是一个与城镇街道图有关的一般图（见本章的引言部分）， G ' 是 G 的一个一般子 
图，它是由 G 中与邮递员的指定街道有关的那些顶点和边所构成的，邮递员所期望的是 G ' 
中的一条闭迹，该闭迹包含 G ' 的所有边一次且恰好一次。这样，我们就得到了一个与200 
多年前哥尼斯堡镇的居民提出过的同样的数学问题，只不过对应的是不同的一般图罢了 。口 


受这些问题的启发，我们做出一些定义。一般图 G 
中的二 条迹叫 做疼1^1 如果它包含了 G 中所有的边。 

回想迹在一般图中的定义，迹中包含每条边最多一次， 

我们对此的解 释是： 一条边在迹中重复的次数不得超过 
它的重数。无论是哥尼斯堡镇的居民还是那个邮递员， 

都是在寻找一条闭欧拉迹，可以很容易地发现，图 
11- 13所表示的哥尼斯堡七桥问题的一般图中，不存在 
闭欧拉迹，其理由 如下： 假想我 jp 真的漫步在一般图中 
一条 g 欧拉迹上的话， J ^7 iS ^^开的那 :: i :: ^ i ¥ ^ 

也就是你起始的那个顶点外，你每次都进入一个顶点并离开它(而到一条新的边，也即你还未 
走过的边），当你漫游结束时，你回到了起始的那个顶点，但不再离开。这就意 味着： 关联 
于一个给定顶点的边是成对出现的，其中的一条用于进人该顶点，另一条则用于离开该顶 
点 e 。 如果关联于一个顶点的边能够成对出现的话，那也就意味着在每个顶点处边的数目必 
然是偶数。因此，我们得到了在一般图中存在闭欧拉迹的一个必要条件， g 卩： 每个顶点的度 
数是偶数。由于在哥尼斯堡七桥问题的一般图中， gg 企顶 ^的度数都是奇数，所以该图中不 

下面的定理 11.2.2 强调： 对于连通的一般图，上面导出的关于闭欧拉迹的必要条件也 I 
是充分的。在证明它之前，先建立一个引理，该引理本身也具有独立的意义。 

引理 11.2.1 五）是一 般图，如果它 的 每个顶点的麿数都是偶数， 则 G ^ 1 

闭 I 因^ 也^ ■一 j 

证明： 利用下面的算法，可以找到一条包含任意指定边的闭迹。在该算法 


© 如果设想我们是从一个桥的“中间”开始漫游的话，那就不需要区别起始顶点 了:每 次我们都进人一个顶点并离开它。 


A 






中，我们要构造一个顶点集 w 和一个边集 F 。 
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求闭迹的算法 [考 feo 


r 丨）令 

ii ) 令评= Uo^il 

iii ) 令 f = UiS 

」 v ) b ^, 执行 

a ) 找出一个不在 F 中的边 a 出 = | 0 ：,_,而 + 1 ! 0 

b ) 将 巧 + 1 放人 W 中(也许 x 2 + 1 已在 W 中）。 

c ) 将的^放入卩中。 

d ) 令 .i = i + 1。 

这样，经过丨）~ Iii ) 步初始化以后，在算法中的每一阶段，我们都要找到一条新边 0 
a . +1 =,\ x ., Xi +1 \, 它邻接于最后一次放人 w 中的顶点々，再将 而 +1 和 内 +1 分别放入 w 和 
f 中，并使 i 的值增1。重复这个过程， 直到最终又 到达抑 为止 。 ■ 

假设只要心乒抑时，满足 iV ) a ) 的一条边《 ; + 1 总存在。设 i 的终值为八所产生的顶点 
集 W = lx 。， 工 1，".，工山边的多重集 F = I ai ，…，0^1，于是，根据算法得到的 


就是包含初始边 ai 的一条闭迹。因此，我们只需 证明： 如果那么就有一个不在 F 
中的 边与々 邻接。正是在这里，用到了偶度次顶点的假设。 

容易看到 ： 算法中每当步 iV) 的 d) 结束时 ，一 般图 H =( W ， F ) 的每个顶点都具有偶度 


次，只有顶点 xo ( 它起始于奇度 1) 和最新加入的 
顶点而（它的度数刚刚增加了 1) 可能除外。此外， 
仰和 A 具有偶度次，当且仅当 = 因此，如 
果； 则■在一般图 H 中就具有奇度次。既 
然 x £ 在6中具有偶度次，则必存在一个还不属于 
F 的边％ + 1 = U ; .，而 + 1 |与 a 邻接。所以，当算法 
结束时，必有 ；^ = ： co ， 从而式 (11-3) 是一条闭迹。 

由于一条闭迹中的边可以被划分为圈，所以我们 
完成了引理的证明。 口 



例应用算法，求图 11-14 中所给图 G 的一条闭迹。下表给出了算法的一种 @ 执行方式，其 
初始边为 U ，6 U 


i 



W 

F 

1 

b 

\a,b\ 

a , b 

\a,b\ 

2 

c 

\b,c\ 

a ， b，c 

\a,b\ 9 \b,c\ 

3 1 

d 

\c,d\ 

a ， b ， c，d 

\a 9 b\,\b,c\,\c,d\ 

4 

b 

\d,b\ 

a ， b ， c，d 

\a,b\ Ab ,c\ 9 \c,d\ Ad,b\ 

5 

h 

\b,h\ 

a ， b,c ， d，h 

\ajb \ y \b,c \ ,\c,d \ Ad,b \ 9 \b 9 h\ 

6 

a 

\h 9 a\ 

a ， b ， c ， d，h 

\a ,b\ Ab ^c\ 9 \c y d\ Ad ,b\ Ah ,b\ Ah ^a\ 


© 更确切地说，是一条在 F 中的重数小于它在图 G 的边集£中的重数的新边。 

㊁ 因为在算法的每一阶段，可能存在多种方式来选择一•条新边，所以一般而言，执行该算法时也将会有多种执行方式。 
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因此，我们得到了一条包含边 U ，6 丨的闭迹 

\a,b \ ,\ b,c \ ,\c ,d\,\d,b\,\b,h \ ,\h ,a\ 

和包含边 U ，6 丨的圈 

\a,b\,\b,h\,\h ,a\ □ 

定理 11.2.2 设 G 是一个连通一般图.^则 G 中^且仅_ G 
j 、 的度数是偶数。 * 

证明： 我们已 经观察 到了： 如果 G 中有一条闭欧拉迹，则 G 的每个顶点都具有偶度 
次。现在设是一个连通一般图，且它的每个顶点都具有偶度次，我们选 SGi 
的任意一条边 ai ， 并应用引理 11.2.1 证明中给出的求闭迹的算法，求得一条包含边^的 
闭迹 h 。4 G 2 =( V 2 , E 2 ) 是去掉&中属于闭迹的边后得到的一般图，则 G 2 的所有顶 
点都具有偶 度次。 如果 E 2 中至少含有一条边，则由于 Gi 的连通性， G 2 中至少有一条边 
«2与闭迹 h 中的某个顶点^邻接，我们对 G 2 和边巧 应用算法求出一条包含边 a 2 的闭迹 
y 2 。 现在我们把 / i 和 y 2 在顶点^处拼接 e 在 一起， 得到一条包含&和 y 2 的所有边的闭 

迹 h ^ 2 。令 G 3 =( %，£： 3 )是五 2 中去掉的边后得到的一般图，如果 e 3 中至少含有一 

条边，则它必有一条边 a 3 与闭迹 y；t : y 2 中的某个顶点 q 邻接，再对 G 3 和边％应用算 

法，求得一条包含边《 3 的闭迹 y 3 , 又将 h ] y 2 和乃在顶点 Z 2 处拼接，得到一条包含 

7 i , y 2 和乃的所有边的闭迹^ y 2 =乃。重复上述过程，直到所有的边都包含在一条 

闭迹 h * 7 2 ^…^ _1 八中为止。因此，重复调用求闭迹的算法，就得到了一个在连通的、 
每个顶点均为偶度次的一般图中构造出一条闭欧拉迹的算法。 □ 

例继续前面的例子，利用定理 11.2.2 证明中的算法，求图 11-14 中一般图 G 的一条 
闭欧拉迹。因为算法中要求我们做出一些选择，所以我们可以用多种方式来执行算法。下面 
给出了一种可能的执行结果： 

二 a — b — c — d_b — h — a 
y 2 — b ~ e — b {z\ — b) 

b 

7 \ ^72 = a ~ b ~ e ~ b — c — d — b — h — a 
y 3 = b-g-b (z 2 = b) 

b b 

7 i ^ 7 z *73 = cl — b — g — b — e — b — c — d — b_h_a 
74 — h — i ~ a ~ h — h) 

b b h 

7 \ ^72 ^73 ^74 = a~b~-g-b~-e - b — c-d — b — h- i — a_h — a D 


㊀ 我们遍历 ( traversed , 直到第一次到达顶点完全遍历并在顶点心处结束，这时堯成了对的遍历。 
㊁ 这种说法不太确切，你知道为什么吗？ 
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定理 11.2.2 及其证明给出了具有闭欧拉迹的一般图的特性，并给出了在闭欧拉迹存在 
时，如何构造出它的一个算法。关于开欧拉迹，我们有下述结果。 

定理 11.2.3 设 （7 是一个 i 车.诵的一船图.则 G .中戽 在一备并莳垃 该. 虬仅铒 G 中 
恰好 有两么 音度顶 ■点 M 和 I 此外 中任意二条开 欧拉迹 均孝接和， 

证明： 首先，回忆定理 11.1.1: G 中奇度顶点的个数必为偶数。如果 G 中存在一条开欧拉 
迹，则它必连接 G 中的两个奇度顶点《和〜而 G 中的其他顶点必是偶度次的(因为欧拉迹每次 
进人并离开一个不同于“和 i 的顶点: c 时，使得与 x 邻接的边必成对出现)。现在假设 G 是连通 
的，且 G 恰好有两个奇度顶点“和 t ；， 令 C 是通过对 G 增加一条连接 M 和。的新边彳 M ，州而 
得到的一般图，则以是连通的，且此时(^的所有顶点都是偶度次的，因此，由定理 11 . 2 . 2 , 以 
中存在一条欧拉迹 y '。 我们可以把/看作起始于顶点 t ；， 其第一条边是连接“和 u 的新边 U ， 
W 的闭欧拉迹，从/中去掉这条边，我们就得到了一条 G 中连接 M 和 u 的，且起始于顶点 M 的 
开欧拉迹。我们可以利用求^的一条闭欧拉迹的算法，得到求 G 中的一个开欧拉迹的算法。 □ 

下一个定理是对上述定理的进一步推广，我们把它的证明留作练习。 

定理 11.2.4 ： g：_G 是一个连考图，并设 G 中奇度顶点的个数 m >0， 则 G 的边可 
皮划分为 m /2 个开迹_，但不能被划分为少干 m /2 _ ^ 开 ^ 

例考虑图11-15、图 11-16 和图 11-17 中所给出的图，你能用笔画出这些平面图、而 
不使笔从纸上移开吗？（这个问题简称为一笔画问题） 

刪 ― ..... . ' .. 1 l_i 





能一笔画出一个平面图而不使笔从纸上移开， 其充分必要条 件是: f 图中存在一条闭的_或 
开的欧拉 jjj 在图 11-15 中，图的顶点度数均为4厂13此，由定理11:：?2: i 图可以一毫—画 
‘出： 適 If - 16中，图中有两个奇度顶点，由定理 11.2.3 知，该图存在一条连接这两个奇 
度顶点的开欧拉迹。在图 11-17 中，图中有4个奇度顶点，由定理 11.2.3, 它不能被一笔 
画出，但从定理 11.2.4 知，如果允许将笔从纸上移开一次，则该图还是能被画出的。在定 
理 11.2.2 的证明中，当平面图的一笔画问题存在时，也包含着求它的算法。 □ 

由定理 11.2.4 知，如果一般图 G 有 m >0 个奇度顶点，则 G 的边可以被划分为 m /2 
条开迹，且每条开迹连接两个奇度顶点。如果你要像上面的例子中所讨论的那样画出 G 的 
话，则需将笔从纸上至少移开 （ m /2)-1 次。在画图 G 时，移开笔并不是一件难事，但如 
果 G 代表的是一个邮递员送信的路线的话(正如我们在本节开头的例子中讨论的那样），他 
就必须步行于相当于 G 的边的每条街道，那他该怎么办？难道说让他飞吗？如果邮递员的 
路线不包含一条闭欧拉迹，那么，他要想把所有该送的信送出后又回到邮局，他就不得不重 





304 组合数学 


走某些已走过的街道。我们应该如何帮助邮递员最大限度地减少已经走过但又要重走的街道 
的数目呢？这个问题就是著名的中国邮递员问题 e ， 其准确的叙述 如下： 

中国邮递员 问题 ： M G 是一个连通的一般图，求包含 G 的所有边至少一次 Q 的一 
鱼最 短的途径。 . . 一.…---一.....一 

我们就中国邮递员问题的解给出一个简单的评述，并以此结束本节内容。 

定理 11.2 .S 设 G 是一个具有 K 条边的连通一般图，则 G 中存在一条长度为 2 K 的闭 
途径，在该途径中，每条边的重复次数等于它重数的2倍。 

证 明：设 。#是通过把 G 中每条边的重数都増加1倍后得到的连通一般图，则 G x 中边的数 
目为 2 K 。 此外， G # 中每个顶点的度数为偶数(每个顶点的度数都是它在 G 中度数的2倍)，对 
G * 应用定理 11.2.2, 知道 G s 中存在一条闭欧拉迹，该闭迹就是所求的 G 中的一条闭途径 。口 

例考虑有 n 个顶点1，2， …，. M 和《 -_1 条边|1,2|， 12,3} ,…，： In —1,71 丨的图 G , 
则 G 的边构成一条连接顶点1到 n 的路径。因为 G 中任何一条包含所有边的闭途径必包含每 
条边至少两次，所以，如果邮局设在顶点 I 那邮递员只能步行到顶点1、顺原路折回邮局、 
再步行到顶点《、然后再顺原路折回邮局，不会有比这更好的办法了。这样一条途径的长度为 
2 U -1)， 即边数的2倍。该图 G 是树的一个简单实例，树的研究将在 11.5 节和 11.7 节中给 
岀，对树而言，包含所有边至少一次的最短闭途径是边数的2倍(见练习题78)。 □ 

读者或许已经注 意到； 我们使用的词语——中国邮递员问题，从纯数学角度而言可能是 
个挺有意思的问题，但它却没有太大的实际意义，因为该问题并没有把街道的长度考虑在 
内，某些街道可能很长，而另一些则可能很短，如果邮递员不得不重走某些街道的话，显然 
选取越短的街道越好。为使该问题具有实际意义，我们应在每条边上都加上一个非负的权， 
于是，衡量途径时不再用它的长度(即途径中边的数目），而是用它的总权数（即途径中每条 
边的权数之和，某个边在途径中重复几次，该边的权就要累计几次)来衡量。实用的中国邮递员 
问题就是要确定一条包含每条边至少一次且总权数最小的 
途径，该问题从算法的角度而言®也已经得到了圆满的解决。 

11.3 Hamilton 路径和 Hamilton 圈 

19世纪，威廉•罗曼•哈密尔顿爵士发明了一个智力 
游戏，其目标是在一个十二面体 @ 的边上找出一条路线， 

该路线起始于某个顶角，当它到达其他每个顶角恰好一次 
后，又回到起始的那个顶角。一个十二面体的顶角和边确 
定了一个具有20个顶点（因此阶数为 20)30 条边的图，该 
图由图 11-18 所示，其中的粗线边是哈密尔顿游戏的一 图 11-18 


© 并不是这个问题与中国有着什么特别的关系，而是因为该问题是由中国数学家管梅谷在他的 文章 : Graphic P »- 
grarnming using odd or even points , Chinese Math ” 1(1962) ， 273-277 中引入的。 

㊁ 该问题的一个解法是在 J.Edmonds 和 E . L.Johnson 的文章： Matching , Euler tours and the Chinese postman , 
Math . Programming , 5 (1973), 88-124 中给出的 o 
㊂ 出处同上。 

㉘ 该十二面体是一种规则的立体，它是由12个规则的五边形所围成的，构成30条边、20个顶角。 
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个解，该解和其他的一些解很容易被找到 e 。 

哈密尔顿游戏适用于任意的简 单图： 

设 G 是一个简单图 s 能否确定一条路线 5 使它从 G 的某一顶点出发、沿 G 的边 
到达其他每个顶点恰好一次后，又返回到起始顶点？ 

今天，我们把图 G 中一个哈密尔顿游戏的解叫做一个哈密尔顿圈。更确切地说， n 阶 
图 G 的一个 哈密尔顿圈是 G 中一个长度为 n 的圈。回忆圈的 定义： 圈是 一条闭的路径 ，圈 
中除了第一个顶点与最后一个顶点相同外，其他顶点互不相同。因此， n 阶图 G 中的一个 
哈密尔顿圈是一个长度为 w 的圈 

工1 一工2—工1 

其中心，1 2 ,…， A SG 的以某种顺序排列的77个顶点。 

连接 G 的顶点 a 和6的长度为 n - 1的路径 

a = x\~ X2 — x n — b 

叫做 G 中的一条哈 密尔顿路径。 因此， G 中的一条哈密尔顿路径是 G 的 n 个顶点的一个排 
列，在该排列中，相邻两个顶点之间由 G 的一条边连接，哈密尔顿路径从排列中的第一个 
顶点起，依次连接到最后一个顶点。哈密尔顿路径中的边与哈密尔顿圈中的边是有区别的。 

我们也可以在一般图中考虑哈密尔顿路径和哈密尔顿圈的问题，但边的重数并不影响哈 
密尔顿路径和圈的存在性，一条哈密尔顿路径和圈的存在与否，只与某些顶点对之间是否有 
一条边连接有关，而与连接这些顶点对之间的边的重数无关，正是由于这个原因，我们在本 
节只考虑简单图，而不考虑一般图。 

.例阶数的完全图中存在一个哈密尔顿圈。事实上，由于的任意不同的顶点对 
之间都有一条边，所以的 n 个顶点的任意一^排列都是一条哈密尔顿路径，又由于路径中的 
第一个顶点与最后一个顶点之间有一条边，所以任意一条哈密尔顿路径都可以扩展成一个哈密尔 
顿圈。由此我们看到 ，& 中有 n ! 条哈密尔顿路径，也有 (n -1)! 个哈密尔顿圈。 □ 

例确定图 11-19 所示的两个图中是否存在哈密尔顿路径或哈密尔顿圈。 




首先考虑左边的那 个图： 显然 ， /-e — a 是一个哈密尔顿圈，因此“- 
b~c-d-f-eM. 一条哈密尔顿路径。另一条哈密尔顿路径是 a — 6 — c — d — e — /，但该 
路径不能扩展为一个哈密尔顿圈，因为 a 和/之间没有边连接。 

现在考虑右边的那个“哑铃 ”图： 它的一条哈密尔顿路径是 a-b-c-d-e-f, 但该图 


© 这也许是对为什么哈密尔顿游戏不是商业上的一个巨大成功的解释! 
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不存在哈密尔顿圈，其原 因是： 一个哈密尔顿圏是闭的，因此，它必须经过这个哑铃的“把 
儿”两次才行，但这在一个哈密尔顿圈中是不允许的。 □ 

初看起来，哈密尔顿圈在一个图中的存在性问题与闭欧拉迹在一个图中的存在性问题类 
似，对于后者，我们是寻求一条包含所有边恰好一次的闭迹，而对于前者，我们是寻求一条 
包含所有顶点恰好一次的闭链，除了表面上的这种相似之外，这两个问题却非常不同。在定 
理 11.1.1 中，我们给出了一个(一般)图中是否存在闭欧拉迹的一个极易检验的特性，也得 
到了当条件满足时构造出一条闭欧拉迹的满意算法。而具有哈密尔顿圈的图却没有这样的特 
性，即便图中存在哈密尔顿圈，也没有构造它的满意算法。图中哈密尔顿圈(和路径)的存在 
性及算法构造问题是当今图论中还没有解决的一个主要问题。 

尽管我们不能刻画存在哈密尔顿圈的图的特性(即 ：找 出图中存在哈密尔顿圈的充分必要 
条件），但如果我们能分别找到存在的充分条件 ( S 卩: 确保图中存在哈密尔顿圈)和存在的必要 
条件 ( g 卩 :如果 不满足，则确保图中不存在哈密尔顿圈）的话，那我们也只得就此满足。哈密尔 
顿圈存在的一个明显的必要条 件是： 图必须是连通的。另一个不太明显的必要条件隐藏在我 
们对图 11-19 中那个哑铃图的分析中。连通图的一条边叫做一个桥，如果将其删除后，得到 
的是一个不连通的图。从某种意义上说，带有桥的连通图仅仅是连着的，若删掉一个桥，则 
图就被“分割”了。在图 11-19 中，哑铃图的握柄就是一个桥。 

定理 11.3.1 带有桥的连通图中不存在哈密尔顿圈 ㊀ 。 

证明：设《=&，3^是连通图 G 的一个桥， G ' 是由 G 通过删除边《、但不删除任何顶点 
后得到的图。因为 G 是连通的，所以 （ T 具有两个连通分图©，假如 G 中有一个哈密尔顿圏 
7的话，则7将会起始于 G ' 中的一个分图，最终经过边《过渡到 G ' 中的另一个分图，然后, 
还得经过边 a 返回到起始的那个分图，但此时7已不再是一个哈密尔顿圈了，因为它包含 
了一个多于一次的顶点，而此顶点既不是起点也不是终点。 □ 

现在讨论一般图中存在哈密尔顿圈的一个简单的充分条件，该充分条件归功于 Ore ®。 

设 G 是一个 n 阶简单图，考虑下面的性质， G 可能满足这个性质，也可能不满足。 

Ore 性质： 对所有不邻接的不同顶点对^和: y ，有 

deg ( x ) + deg(^)^n 

一个简单图如果满足 Ore 性质将意味着什么呢？ 首先， 在一个简单图中，如果所有顶点 
都具有“大”度数，则图中必有很多的边 @ ，而且这些边还比较均匀地分布在图中，我们希 
望这样的图中存在哈密尔顿圈 @ 。例如，现在假设 G 是一个顶点数 n =50的简单图，并满 
足 Ore 性质，如果 G 中有一个小度数的顶点 X ，比方说 x 的度数为4,这就意味着 G 中有 


© 尽管它可能存在一条哈密尔顿路径。 

㊁ 如果 ( T 有多于两个以上的连通分图，因为边 a 只能将其中的两个连通分图组合在一起,所以将 a 放回原处后, 
其结杲图(也就是 G ) 是不连通的，这与假设矛盾。 

㊂ 6. Ore ： A note on Hamilton circuits , Amer.Math . Monthly , 67(1960)， 55。 

@ 这将在推论 11.3.3 中给出准确的叙述。 

㊄ 如果使很多的边都能很好地分布在图中还不能确保一个哈密尔顿圈存在的话，那我们还能有什么机会找到一个 
条件，来确保哈密尔顿圏存在呢？ 
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45个不同于: c 的顶点与工不邻接，根据 Ore 性质，在这45个顶点中，每一个顶点的度数至 
少都是46。由此可看出， Ore 性质意 味着： 要么所有顶点都具有大度数，要么有几个顶点有 
小度数，而其余很多顶点都具有很大的度数。所以， Ore 性质通过迫使许多顶点具有很大的 
度数(这一点可能会使一个图存在哈密尔顿圈)来补偿小度数顶点（这一点可能会使一个图不 
存在哈密尔顿圈)存在的可能。 

定理 11.3.2 设 G 是一个满足 Ore 性质、阶数的简单图，则 G 中存在哈密尔顿圈。 

证明： 如果 G 是不连通的，则 G 的顶点可以被划分为两个子集17和 W ， 使得 G 中不 
存在任何一条连接 U 中一个顶点和 W 中一个顶点的边，设 L 7 中的顶点数为 r ， W 中的顶点 
数为 s ，则有 r + s = «，并且 U 中任意顶点度数的最大值为 r -1, W 中任意顶点度数的最 
大值为5-1。令: c 为 U 中的任意一个顶点， y 为灰中的任意一个顶点，于是， x 和 y 是不 
邻接的，但它们的度数之和的最大值为 

{r — \ ) + {s — \ ) — r + s —2 = n ~2 
这与 Ore 性质矛盾，因此， G 是连通的。 

为完成定理的证明，我们给出一个算法 e ， 用来构造图中的一个哈密尔顿圈。我们首先 
叙述这个算法，然后 证明： 如果所给的图满足 Ore 性质，则算法的结果将总是一个哈密尔顿 
圈。 

求哈密尔顿圈的算法 

丨）从任意一个顶点开始，在它的任意一端邻接一个顶点，构造一条越来越长的路径， 
直到不能再加长为止。设该路径为 

7： yi~yi - y m (11-4) 


ii ) 检查 _ yi 和: ym 是否邻接。 

a) 如果： Vi 和、不邻接，则转到 iil); 否则，％ 和1 是邻接的，转到 b)。 

b ) 如果 m = «, 则停止构造并输出哈密尔顿圈力 - 力 _ yi ; _否则，： yi 和 
%,是邻接的且 m < n ， 转到 c ) 0 

C) 找出一个不在 y 上的顶点2和在 y 上的顶点災，满足 Z 和災是邻接的，将 y 用 
下面的长度为 m +1的路径来替代 

yu -^ - %_i 

转回到 ii )。 

iii ) 找出一■个顶点 3^(l〈々< W) ，满足: yi 和災是邻接的，且於-1和： ym 也是邻接的， 
将 y 用下面的路径来替代 

yi - yk-i~ y m - yu 

该路径的两个端点，即 m 和災是邻接的，转回到 ii )b) 0 

为证明该算法确实能构造出一个哈密尔顿圈，我们必须证明在第卩） C) 步，确实能找 


© 该算法在 Ore 定理的初始证明中是不明确的，后来由 M . O . Albertson 明确地表示了出来。 
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到一个特定的顶点 t 在第 iii ) 步，确实能找到一个特定的顶点災。 

,首先考虑第 ji ) c ) 步： 有 ra <72。 因为我们已经指出过， Ore 性质意味着 G 是连通的， 
所以 必存在一个不在路径 y 上的顶点^与 ％，…， 1中的某个顶点邻接。 

现在考虑第 iii ) 步： 我们有 M 和是不邻接的。设力的度数为 r , 的度数为 5 , 

由 Ore 性质，有 r + s > n 0 因为从 i )中得到的 y 是一条最长的路径，所以％只能与7中 
的顶点邻接，即与■: y 2， …，： y m - i 中的 r 个顶点邻接，同理， ： y ,„ 与:>，2，…，： y m - i 中的；个 
顶点邻接，邻接于％的 r 个顶点中的每一个，在路径7中都位于某个顶点的后面，且在这 
些顶点中，必有一个与 > 邻接，否则的话，1最多与 （ w -1) - r 个顶点邻接，所以 
m — r ,也即 

r + s《m — l^n - 1 

这与 Ore 性质矛盾。因此，存在一个顶点災，满足 3 ^ 1 邻接于災，及邻接于 災 - l 。 到此， 
我们在 G 中构造出了一条哈密尔顿路径后，算法停止。 口 

确保一个简单图具有 Ore 性质的一种办 法是： 假定所有顶点的度数都大于或等于图的阶 
数的一半。该结论出现在 Dirac e 的一个定理中，尽管这个结论是在定理 11.3.2 出现之前的 
1952 年证明的，但它仍是定理 11.3.2 的一个推论。 

推论 11.3.3 在阶数 n >3 的简单图中，如果每个顶点的度数至少为 n /2, 则图中必存 
在哈密尔顿圈。 

下面的定理给岀了简单图中存在哈密尔顿路径的一个充分条件，其证明及算法的构造均 
类似于定理11.3.2,我们把它的证明留给读者。 

定理 11.3.4 在一个 n 阶简单图中，如果每对不邻接顶点的度数之和至少是《-1，则 
图中存在哈密尔顿路径。 

例（旅行商 问题） 考虑一个旅行商正在计划一次商业旅行，他要去往他的某些客户所 
居住的城市，然后返回到他岀发时居住的城市。在他要前往的城市中，有些城市之间有直达 
航班，而有些则没有，他能否做出这样的旅行计划，使他到达每个城市恰好一次？ 

设他要去往的城市包括他居住的城市一共有《个，我们假定这些城市是一个《阶简单 
图 G 的顶点，其中，任意两个城市之间只要有直达航班，就有一条边连接，于是，旅行社 
要寻求的就是一个哈密尔顿圈。如果 G 具有 Ore 性质，那么，由定理 11.3.2 我们知道， G 
中存在一个哈密尔顿圈，且在定理的证明中，也给岀了一个构造它的好方法。但在一般情况 
下，并不存在已知的、能为旅行社构造出一个哈密尔顿圈的好算法，或告知旅 行社： 图中根 
本就不存在哈密尔顿圈。然而，上述问题并不是旅行社真正要面对的实际问题，这是因为他 
要去往的那些城市之间的距离往往是不同的，因而他需要的是这样的一个哈密尔 顿圈： 他所 
旅行的距离尽可能越短越好 @ 。 □ 


㊀ G . A . Dirac ： Some theorems on abstract graphs , Proc . London Math . Soc . , 2(1952)，. 69-81。. 

㊁ 另一方面，他也可能需要一个使旅行总费用最少的哈密尔顿圈，从数学的角度而言，这并没有什么区别，因为 
我们在每条边上加的权，可以不是用来代表它所连接的城市之间的距离，而是代表旅行费用。在这两种情况下， 
我们都是在寻找这样的一个哈密尔 顿圏： 使得圈中的边权之和最小。 
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11.4 二分多重图 

设 G =( V ，£) 是一个多重图，如果顶点集 V 可以被划分为两个子集 X 和 y ， 使得 G 的 
任意一条边的一个顶点在 X 中，另一个顶点在 Y 中，则称 G 是二分的，具有这种性质的一 
对 X ， Y ， 称为 G 的(也称顶点集 V 的) 一个二分划。 二分划中属于同一子集的顶点之间是 
不邻接的，正如我们在第9章时对二分图所做的那样，我们通常这样来画一个二分图的图 
形： 将 X 中的顶点画在左边(因此也称为左顶点) e ， 将 Y •中的顶点画在右边(因此也称为右 
顶点）。 注意： 二分图中不存在任何环，与二分图同构的多重图也是一个二分图。 

例图 11-20 给出了一个具有二分划 X ， Y 的二分图，其中 X = U ，6， c , d !， Y ^ lu , 

V,w\o □ 

例考虑图 11-21 中给出的简单图 G ， 尽管从表面上看，它不是一个二分图，但实际 
上它确实是一个二分图，因为我们也可以把 G 画成图 11-22 所示的图形，该图揭示了 G 中 
存在一个二分戈！ IX = Ha ， c，g •，/ ， Y- | b ,d,e ,f, i ! 0 □ 




中，对边的描述或许能揭示其顶点的二分性质。 

例设 G 是一个简单图，其顶点分别是从1到20的整数，两个顶点之间有边，当且仅 
当它们的差是一个奇数。 G 的顶点被自然地划分为偶数和奇数，由于两个奇数顶点之差是 
一个偶数，两个偶数顶点之差也是偶数，所以 G 的两个顶点是邻接的，当且仅当其中的一 
个是奇数，而另一个是偶数。因此， G 是一个二分图，其二分划为丨1，3, …， 17，19|, 
YH 2,4，.”，18,20!。 □ 

如果 X 中的任意一个顶点与 Y 中的任意一个顶点都邻接，则一个具有二分划 X ， Y 的二 
分图 ㊁ G 叫做完全的。因此，如果 X 中有 m 个顶点，_ Y 中有？ z 个顶点，则 G 中有 X n 条 
边。有 m 个左顶点、 n 个右顶点的完全二分图记为上面例子中的图 G 是一个 K 10 , 10 。 

由于多重图的二分性仅从图的表达形式上看可能是不明显的，所以我们希望有另外的方 
法来识别二分多重图。 


© 当然，左和右是可以互换的。 
㊁ 不是二分多重图。 
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定理 11.4.1 一 个多重图是二分的，当且仅当它的任意一个圈的长度是偶数。 

证明： 首先，设 G 是一个具有二分划 X ， Y 的二分多重图，则 G 中一条途径上的顶点 
必交替取自 x 和 y ， 由于圈是闭的，这就意味着一个圈中包含的左、右顶点数相同，所以， 
任意一个圈的长度是偶数。 

现在假设 G 中任意一个圈的长度是偶数。首先，考虑 G 是连通的，设 X 是 G 的任意一 
个顶点，令 X 是由那些到: r 的距离为偶数的顶点构成的集合， Y 是由那些到 x 的距离为奇 
数的顶点构成的集合，因为假设 G 是连通的，所以 X ， Y 是 G 的顶点的一个划分。我们下 
面来证明 X ， Y 是一个二分划， S 卩： X 中的任意两个顶点不邻接、 Y 中的任意两个顶点也 
不邻接。假设反之，存在一条边 U ，6 L 使 a , 6均属于 X ,令 

x a 和工- b (11-5) 

分别是从到 a 和从 x 到6的长度最短的路径，因为这两条路径中第一个顶点都是: c , 所以 
存在一个顶点 z , 它是这两条路径中最后一个相同的顶点，从而，式 (11-5) 中的路径可以写 


成如下形式 


\ 

X 

••• z ••• ••• z ••• b 

(11-6) 

其中，路径 




z a ••• b 

(11-7) 


中除了 z 以外，再无相同的顶点。又因为在式 （11-6) 中，从到 a 和从工到6的路径都是 
最短路径，所以，在 （11-7) 中，两条路径的长度要么都是奇数，要么都是偶数，这时，边 
\ a , b \ 的存在就意味着图中有一个长度为奇数的圈 


z — … 一 a — b — … 一 z 1 

这与假设矛盾。所以，不可能存在一条边连接 X 中的两个顶点。同理可证明，也不可能存 
在一条边连接 Y 中的两个顶点，因此， G 是二分的。 \ 

如果 G 是不连通的，我们将上面的讨论用于 G 的每个连通分图，即得到每一个分图都 
是二分的，这也就意味着 G 是二分的。 口 j 

在 11.7 节中，我们将给出一个简单 算法： 确定从连通图的一个指定顶点: c 到其他任意 
顶点的距离。这个算法与定理 11.4.1 的证明有联系，如果图 G 是二分的，它将确定 G 的 
一个二分划。 1 

例设 n 是一个正整数，把由0和1构成的所有元组的集合作为简单图 Q „ 的顶点， 

用一条边连接两个顶点，当且仅当这两个顶点仅有一个坐标不同。比如，若:£： = (&，••_， { 

xjm y^{yi , •••, yj 之间有一条边，则 y 中1的个数比工中1的个数多1或少1。设 X 
是由那些有偶数个1的 n 元组构成的， Y 是由那些有奇数个1的 n - 元组构成的，则 X 中两 
个不同的顶点之间至少有两个坐标不同，因此是不邻 接的。 同理， Y 中的两个不同顶点也 
是不邻接的，所以 Q „ 是一个具有二分划 X ， Y 的二分图。 

Q „ 是一个由〜维立体的顶点和边构成的图，在图 4-2 〜图 4-3 中，我们曾给出过 Qi ， 

Q 2 , Q 3 的图形，但在某种程度上，这些图形并没有能够自动地揭示出它们二分的本质，在 
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图 11-23 中，给出了揭示它们本质的图形。在 4.3 
节中，我们所构造的反射 Gray 码在图 Q „ 中是一 
个哈密尔顿圈，由此发现，寻找一个方法，用来 
生成元集的所有组合，使得该元集的连续组 
合变化最小(一个新元素进，或一个老元素出），与 
在一个〃-维立体图 Q ,, 中寻找一个哈密尔顿圈是 
相同的。 □ 

例考虑一个《 X „ 的棋盘，定义一个图氏， 

其顶点为棋盘的64个棋格，两个棋格之间有一条 
边，当且仅当它们拥有一条共同的边 e 。 该图与 
9.1 节涉及到的多米诺牌中的二分图是一样的，那是一个带有禁区的一般棋盘。如果将棋盘 
中的棋格看作是黑白相间的，那么任意两个黑格或白格之间都是不邻接的，因此，对一个棋 
盘的普通着色就确定 了民的 一个二分划，所以，是一个二分图。回忆第1章练习题3提 
岀的 问题： 能否从一个 8 X 8 棋盘的一角，经过每个棋格恰好一次走到它的对角。现在我们 
知道，该问题是 在问： 图 B 8 中是否存在一条哈密尔顿路径。现在丑 8 是一个有 3 2个白（或 
左)顶点、32个黑(或右)顶点的二分图，所求的哈密尔顿路径应该起始和终止于同一种颜 
色，比如说是黑色的顶点，因为 B 8 是二分图，顶点的颜色在路径中必须是交替的，所以不 
可能存在一条从一角到达其对角的包含所有顶点的哈密尔顿路径，因为这样的路径中黑格的 
个数必须比白格的个数多1才行。 □ 

类似于上述例子的推理，我们给出下面的基本结论。 

定理 11.4.2 设 G 是一个具有二分划 X ， Y 的二分图，如果 | X | 关 IH , 则 G 中不存 
在哈密尔顿圈。如果丨 X | = | Y |， 则 G 中不存在起始于 X 中的顶点又终止于 X 中顶点的哈 
密尔顿路径。如果 X 和 Y 相差至少是两个顶点，则 G 中不存在哈密尔顿路径。如果 | X | = 

I VI +1 ,则 G 中不存在起始于 X 终止于 Y 的哈密尔顿路径，反之亦然。 

在结束本节内容之前，再讨论一个古老的游戏问题©，该问题用现代语言描述的话，仍 
是在一个在具体的图中寻找哈密尔顿圈的问题。 

例 (骑士周游问题） 给定一个 8 X 8 的棋盘，用一个棋子表示骑士。一个骑士从当前位 
置通过向垂直方向移动2格、水平方向移动1格，或向垂直方向移动1格、水平方向移动2 
格的方式移动，那么，是否存在这样的 可能： 让骑士能够落在棋盘的每一格上恰好一次，而 
又不违反规则呢？这样的旅行称为骑 士周游 。 还可以要求一个骑士周游具有这样的性 质：从 
最后一格移到第一格时，仍满足一个合法的骑士移动。具有这种性质的骑士周游称为 重复周 
游 （ reentrant )。 



㊀ 即： 两个棋格作为顶点是邻接的，当且仅当它们在棋盘上是相邻的。 
㊁ 该问题是由印度棋手在大约公元前200年时直观地提出并解决的。 
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该问题的一种解法归功于欧拉，其方法由下面的表格 给出: 


58 

43 

60 

37 

52 

41 

62 

35 

49 

46 

57 

42 

61 

36 

53 

40 

44 

59 

48 

51 

38 

55 

34 

63 

47 

50 

45 

56 

33 

64 

39 

54 

22 

7 

32 

1 

24 

13 

18 

15 

31 

2 

23 

6 

19 

16 

27 

12 

8 

21 

4 

29 

10 

25 

14 

17 

3 

30 

9 

20 

5 

28 

11 

26 


其中，棋格中的数码代表骑士到达该棋格的次序，特别地，数码为1的棋格表示骑士的初始 
位置，数码为64的棋格代表他最后时的位置。因为从棋格1到棋格64的移动是一个合法的 
骑士移动，所以该周游是一个重复周游。 注意： 在这个周游中，骑士首先周游了棋盘下半部 
分的全部棋格后才进人了上半部分。 

骑士周游问题能应用在任何 m 乂 n 的棋盘上，我们将其视为图中哈密尔顿路径的存在 
性问题。把一个 mx n 棋盘中的棋格看作图的顶点，其中两个棋格之间有一条边，当 
且仅当从其中一个棋格移到另一个棋格时，满足一个合法的骑士移动。中的一条哈密 
尔顿路径代表棋盘上的一个骑士周游，一个哈密尔顿圈代表一个重复周游。像以往一 
样，考虑棋盘上黑白相间的棋格，我们看到骑士总是从一种颜色的棋格移到另一种颜色的棋 
格，因此，是一个 mXn 阶的二分图。如果 m 和 n 都是奇数，则一种颜色的棋格数比 
另一种颜色的棋格数多1，因此，由定理11.4.2,不存在重复周游。如果 W 和”中至少有 
一个是偶数，则黑白棋格数相同，因此，有可能存在重复周游。 

在一个 1 X „ 的棋盘上，骑士根本就无法移动。在一个 2 X „ 的棋盘上，四个角上的每 
一个棋格，骑士只能从某一个棋格到达，这意 味着： 在图中，角上的每个棋格的度数 
均为1，因此，不存在骑士周游。 3 X 3 的棋盘又如何呢？在这样的棋盘上，骑士从任何一个 
棋格都不可能到达中间的那个棋格。因此，在 U ， 中间那个棋格的度数为0,不可能 
存在骑士周游。不要失望，这里有一个 3 X 4 的棋盘，骑士可以在上面进行一种非重复 周游: 



骑士在棋盘上周游，用1到《 2 为棋格标号，引出了一个数码方阵，在该方阵中， 
1到中的每个数码恰好出现一次。目前，一个还未解决的问 题是： 在一个 8 X 8 的棋盘 
上，确定是否存在一个骑士周游，使其所产生的方阵是一个幻方 e 。 □ 

11.5 树 

假如我们要建立一个《阶连通图，要求使用最少数目的边“刚好能够做到” @ ，一个简 
单的构造方 法是： 选择一个顶点，将它与其他 《-1 个顶点之间都连上一条边，其结果得到 
一个完全二分图我们把它叫做一个星。星是连通的，且有 n -1 条边，如 
果从中去掉任何一条边，则得到一个不连通的图，其中的一个顶点不和任何边连接。另一个 


㊀ 见 H . E . Dudeney ： Amusements in Mathematics , Dover Publishing Co . , New York , 1958。 

㊁ 例如，用最少数目的路来连接〃个城市，使得人们可以从任意一个城市到达其他任意一个城市。 
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简单的构造方 法是： 用一条路径连接 〃个 顶点，其结果也是一个连通图，有 n -1 条边，如 
果从中去掉任意一条边，也将得到一个不连通的图。那么，我们能构造出一个具有„个顶 
点、少于》 -1 条边的连通图吗？ 

假设有一个 n 阶连通图 G ， 试想一个一个地把边放入 G 中，这样我们是从有《个顶 
点、没有边、因而有《个连通分图的图幵始，每放入一条边，能减少的连通分图的数目最 
多为1:如果新边连接的两个顶点已在同一个连通分图中，则连通分图的数目保持 不变； 如 
果新边连接的两个顶点不在同一个分图时，则这两个分图变成一个连通分图，而其余分图保 
持不变，因为我们起始于 n 个分图，而每条边最多只能减少一个连通分图，所以至少需要 
n -1 条边，才能将连通分图的数目减少到1,即得到一个连通图。因此，我们已证明了下 
面的基本结论。 

定理—个《阶连通图至少有《 - 1条边。此外，对任意一个正整数《，存在一 
个恰好为条边的连通图。从 7 Z 个顶点、《 - I 条边的连通图中去掉任意一条边，得到 
一个不连通的图，因此，每条边都是一个桥。 

树定义为这样一个连通图，去掉其任意一条边后就不再连通。因此，树是一个连通图， 
其每条边都是桥 ，即： 每条边对图的连通性都是必不可少的。下面 证明： 一个连通图可以通 
过简单地数一数图中边的个数就能被证实为树。 

定理 11.5.2 —个阶的连通图是树，当且仅当它恰好有 《-1 条边。 

证明： 由定理11.5.1，一个恰好有 n -1 条边的 n 阶连通图是树(其任意一条边是桥)。 
反之，通过对 w 用归纳法来 证明： 一个 n 阶树 G 恰好有 n - 1条边。如果《 = 1,则 G 没有 
边，所以结论显然成立。设 n >2, 令 a 是 G 的任意一条边， G ' 是 G 中去掉边。后得到的 
图，因为 a 是桥，所以 G ' 有两个连通分图 G \ 和 G x 2 , 设它们分别有6个顶点和 Z 个顶点， 
其中 A 和 Z 是正整数，且々+ / = 〜 GS 的每一条边都是的桥，否则将其从 G 中去掉 
后，显然留下一个连通图，这与我们的假设—— G 是树矛盾。同理， G 〗 的每一条边也都是 
G & 的桥。因此，（^和以 2 都是树，由归纳假设， GV ^々-1 条边， G ' 2 有 /- 1条边，所以 
G 有 U -1) + U - 1) + 1 = n — 1条边，这就证明了我们的结论。 □ 

树的另外一个性质由下面的定理给出，首先，我们先证明一个引理。 

引理 11. S .3 设 G 是一个连通图，是 G 的一条边，则 a 是桥，当且仅当 G 
的任何圈中不包含 a 。 0：' 

证明： 先假设 a 是桥，则 G 是由通过 a 连接着的两个连通分图构成的，所以任何圈中 
都不可能包含《 ㊀ 。现在假设 a 不是桥，则从 G 中去掉 a 后，留下一个连通图 G ', 因此， 
在 G 7 中，当然也是在 G 中，有一条不包含边《的路径 

x ~ y 

连接: r 和: V ，于是 


㊀ 牢记： 圈中没有相同的边。 


x — … _ jy 一工 
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□ 


是一个包含边 ct 的圈。 

定理 11. S . 4 设 G 是一个 n 阶连通图，则 G 是树，当且仅当 G 中不存在圈。 

证明：我们知道，树的任一条边都是桥，由引理11.5.3,树中不存在任何圈，因此， 
如果 G 是一个树，则 G 中不存在任何圈。现在假设 G 中不存在任何圈，再由引理 11.5.3, 
G 的每一条边都是桥，因此， G 是一个树。 G 


定理 11.5.4 暗示了树的另一个特性。 

定理 11.5.5 —个图 G 是树，当且仅当任意一对不同的顶点工和: v 之间，都有唯一的 
一 条路径连接，且这条路径必是连接 x 和 y 的最短的路径 ，即： 长度为 d ( x , jO 的路径。 

证明： 先假设 G 是树，由于 G 是连通的，所以任意一对不同的顶点必然被某个路径连 
接着，如果某对顶点被两条不同的路径连接着，则 G 中有圈，这与定理 11.5.4 矛盾。 

现在假设 G 中任意一对不同的顶点被唯一的一条路径连接着，于是 G 是连通的。由于 
圈中的任意一对顶点都由两条不同的路径连接，所以 G 中不存在任何圈，再由定理 
11.5.4 ， G 是 一 个树。 □ 

设 G 是图， G 中度数为1的顶点叫做 G 的悬挂 a 
点 (pendent vertex ) ，因此，一个悬挂点只与一条边 
邻接，任何一条与悬挂点邻接的边叫做悬边 (pendent 
edge)o b 

例在图 11-24 中，阶数 n =7的图 G 有三个 
悬挂点， gP : a ， 6, g ■和三个悬边，该图不是树， 

因为边不是桥，或因为它有7>6条边（参见定理 11.5.2) ，或因为它有一个圈(参见 
定理 11.5.4)。 □ 



定理 11.5.6 设 G 是一个阶数的树，则 G 中至少有 2 个悬挂顶点。 

证明： 设 G 中顶点的度数分别为心，…，尤，由于 G 有 n - r 条边，根据定理 
11.1.1, 有 

di + d2 + '" + d n = 2 (n — 1) 


如果其中最多有一个木等于1，则有 

+ c?2 + "* + d.n^-1 + 2 (n ~ 1 ) 

矛盾。因此，其中至少有2个式等于1; g 卩： 至少有2个悬挂点。 口 

例在一阶数 n > l 的树 G 中，最多能有多少个悬挂点？最少能有多少个悬挂点？ 

2阶树的两个顶点都是悬挂的。现在假设《>3,如果树的所有顶点都是悬挂的，那么树 
将是不连通的(事实上，这时 n 必是偶数，且任意两条边都不邻接），星 K ^-^ n - l 个悬挂 
点，因此， n - 1是阶数 n >3 的树中悬挂点的最大数目。其边以路径的形式排列的树恰好有2 
个悬挂点，因此，由定理11.5.6, 2是阶数的树中悬挂点的最少数目。 □ 
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例(如何构造树）由定理11.5.6,树有悬挂点，因此必有悬边，如果从树 G 中去掉一 
条边，则得到一个具有两个连通分图的图，且每个分图仍然是树，如果去掉的边是一条悬 
边，则较小的那个树仅由一个顶点构成，另一个则是 
«-1 阶的树 G 、 反之，如果有一个 n - 1阶的树 
G \ 于是，选择一个新的顶点〜将其与 G ' 中的一 
个顶点^连成一条边则得到树 G ， 其中 w 
是 G 的一个悬挂顶点，这意味着任何树都能按如下 
方法来 构造： 从一个顶点开始，反复选择一个新的顶 
点，在新顶点与老顶点之间连一条边。图 11-25 中的 
5阶树就是用这种方法构造出来的。 □ 

利用上述例子中的构造方法，不难说明，不同构的》阶树~的数目 满足： ?, = 1, ? 2 = 
1， t 4 =2, r 5 = 3 及~ = 6。图 11-26 给出了 6个顶点的所有不同构的树。 


o 1 © ©- 

7 \ 

图 11-26 

我们已经定义了树是一个连通图，其任意一条边都是桥。因此，如果一个连通图 G 不 
是树，则它必有一个不是桥的边， SP : 去掉这条边后将不会把图分割。如果反复去掉不是桥 
的边，直到剩余的图中每条边都是桥为止，那么就得到了一棵树，其顶点集与 G 的顶点集 
相同，其边是 G 中的某 些边； 也就是说，得到了 G 的一个是树的生成子图。如果图 G 的生 
成子图是树的话，则称该树为 G 的生成树。 

定理 11.5.7 任何连通图都有一棵生成树。 

证明： 在上一段中，我们曾给出过算法形式的证明，现在我们给出一个更为准确的算法 
描述。回忆定理11.3.1，连通图的一条边是桥，当且仅当这条边不包含在任何一个圈中。 



求生成树的算法 


设 G =( V ，£) 是一个》阶连通图。 

!)令尸等于 E 。 

) 当中的一条边 a 不是图 T =( V ， F ) 的桥时，从 _ F 中去掉 a 。 

最终的图 T = ( V , F ) 是 G 的一棵生成树。 

与前面的讨论类似，最终的图了 F ) 是连通的且没有任何桥，所以是树。 □ 

我们看到，定理 11.5. 7中对图的限制是没有必要的，如果 G 是一般图，那么可以立即 
去掉 G 中所有的环及所有的重复边，然后再应用定理 11.5.7 及其证明中的算法。因此，任 
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何一个连通一般图也都有一棵生成树。 


例设 G 是7阶连通图，如图 11-27 中左边那个图所示。该图恰好有一个桥，因此我 
们来开始求生成树的算法：去掉其中任意一条不是桥的边，比如边 il ，2 l 后，边丨1，4;， 
14, 51, |2, 5|及|2, 31都变成了桥，从而它们不能再被去掉了。再去掉边丨6, 7丨后，就 
留下了右边的那棵生成树。 □ 



我们以生成树的两个性质来结束本节内容，这两个性质将用于本章下面的各节中。 

定理 11.5.8 设: T 是连通图 G 的一棵生成树， a - ja , M 是 G 的一条边，但不是 T 
的边，则 t 中存在一条边 p 满足： 通过向： r 中加入边并去掉边；8后，得到的图 r 仍是 
G 的一棵生成树。 

证明： 设图 G 有 n 个顶点，从而图丁也有《个顶点。首先，假设图 r 是通过向: T 中 
加入给定的边 a 后得到的， 则丁 '不是树，根据定理11.5.4，疒中的一个圏 y 必包含: T 中至 
少一条边，由引理 11.3.1, 7中的任一条边都不是 r 的桥。设0是 7 中不同于^的任意一 
条边，从： r 中去掉 P 后，就得到一个有 n 个顶点 n - 1条边的连通图，因此，它是树。 □ 

定理 11.5.9 设 L 和 T 2 是连通图 G 的两个生成树，沒是乃的一条边，则 T 2 中必有 
一条边 a , 使得中加入 ar 而去掉/?后，得到的图仍是 G 的一棵生成树。 

证明： 首先注意定理 11.5.8 和定理 11.5.9 的区别，在定理 11.5.8 中，给定的是一棵生 
成树丁和某个不属于了的边 a ,我们要做的是向 T 中加入 a 、去掉丁中满足去掉它后结果仍 
是一棵生成树的任意一条边)3。而在定理 11.5.9 中，给定的是一棵生成树 T l5 我们是要从乃 
中去掉特定的一条边而加人 T 2 中满足加入它后结果仍是一棵生成树任意一 条边。 

为证明该定理，首先，从 G 的生成树7\中去掉边/?，结果得到一个具有两个连通分图 
7^和 71( 二者必都是树)的图。因为 T 2 也是 G 的生成树，所以 T 2 是连通的且与 h 有相 
同的顶点集，因而 T 2 中必有一条边 a 连接的一个顶点和71的一个顶点，通过向乃中 
加入边 a 、 去掉边/?后，所得的结果是一个具有 ra - l 条边的连通图，因此，这是一棵树。 
(我们注意到，如果不是 T 2 的一条边，则 a 也不是 Ti 的一条边，否则将得到一个具有 K 个 
顶点，少于条边的连通图）。 □ 

我们自然 要问： 一个连通图能有多少棵生成树呢？任何连通图的生成树的个数可以通过 
一个代数公式 0 计算出来，但这样的公式已经超出了本书的范围。 

例如图 11-28 所示，4阶图(一个长度为4的圈）的生成树的个数为4,其中的每一个 
都是长度为3的路径，因此，它们都是同构的。 口 


© 它是一个图的《 - 1阶拉普拉斯矩阵的任意子矩阵的行列式的绝对值。 
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图 11-28 

Cayley 的一个著名的公式断言：完全图的生成树的个数是真是一个令人惊讶 
的简单公式。 

正如上例所述，生成树中的许多树之间彼此可能是同构的，因此，在的生成树中， 
每一个》阶树都可能出现了很多次（只是顶点的标号不同），所以并不代表》阶不同构 
树的个数，后者是 w 的一个更为复杂的函数。 

11.6 Shannon 开关游戏 

本节我们讨论一个能在任何多重图上进行的游戏，它是由 C . Shannon 0 发明的，而其漂 
亮的解法则是由 A . Lehman @ K 到的。本书后面的内容与本节内容无关。 

Shannon 游戏要由两个人来进行，在这里我们就称他们为正 方选手 P 和反 方选手 JV ©， 
在游戏中，正、反双方选手要轮流出着儿。设 G = ( V \ £) 是一个多重图，《和。是它的两 
个不同顶点，因此，该“游戏盘”是由标出了两个不同顶点的多重图构成的。正方选手的目 
标是： 在两个不同顶点《和之间建起一条路径。反方选手的目 标是： 不让正方选手达到 
目的，即破坏《和^之间所有的路径。游戏的玩法按如下方法 进行： 当轮到 N 走时， N 要 
破坏某个边，就在该边上画一个负号 @ “-”来表示，当轮到 P 走时， _ P 要在 G 的某个边上 
画一个正号“ + ”，此后 iV 就不能再破坏这条边了。这样，直到一方达到目的时游戏 结束： 

i ) 如果 w 和 u 之间有一条全是正号+的路径， 则正方选手获 胜。 

n 在 g 中，如果《和1，之间的任意一条路径上，至少有一条边上画有负号-，说明 
N 已破坏了 m 和^之间所有的路径，这时反 方选手获胜。 

很明显，当多重图 G 的每条边都被走过之后，即每条边上都有了一个+号或-号之后， 
将恰好有一方获胜，特别强调的是，游戏不可能以平局结束。如果 G 是不连通的，而《和 
v 又分布在 G 的两个不同的连通分图中时，我们可以立即宣布 N 是胜方 ®。 

我们来考虑下面的 问题： 


㊀ Shannon 被公认为是现代通信理论的创始人。 

㊁ A . Lehman ： A solution of the Shannon switching game , J . Society hidustrial and Applied Mathematics , 12( 1964), 
687-725 o 我们对该游戏及其解法的描述是基于作者文章中的第 3 节： Netzvorks and the Shannon switching game , 
Delta ， 4(1974)，1-23。 

㊂ 或分别为建设选手和破坏选手。 

@如果游戏是用铅笔在纸上画 G 的方式来玩的话，则 N 可以用擦掉一条边的方式来破坏一条边。 

㊄ 而 P 对陷人这样一个让他无法取胜的游戏中肯定会感到非常困扰。 
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丨）有没有一个 i 3 能遵循的策略，使得无论 JV 玩得多么好， _ P —定能获胜？如果有， 
确定这样一个能使 P 获胜的策略。 

ii ) 有没有一个 iv 能遵循的策略，使得无论 p 玩得多么好， iv —定能获胜？如果有, 
确定这样一个能使 n 获胜的策略。 

对上述问题的回答有时要取决于正方选手和反方选手到底谁先走。 


例首先，考虑图 11-29 中左边的那个多重图，不同顶点《和 w 如图所示，在这个游 
戏中，正方选手 P 将获胜，无论他是先走还是后走，这是因为+号无论在哪个边上，都确 
定了 m 和 d 之间的一条路径。现在考虑图 11-29 中间那个图，在这个游戏中反方选手 IV 将 
获胜，无论他是先走还是后走，这是因为-号无论在哪个边上，都破坏了 M 和之间所有 
的路径。最后，考虑图 11-29 中右边的那个图，在这个游戏中，谁先走，谁就拥有了图中唯 
一的边，因而谁就获得了胜利。 口 

受上面例子的启发，我们做如下 定义： 一个游戏叫 做正方游戏， 如果正方选手具有胜 
策，无论他是先走还是后走。一个游戏叫做反方游戏，如果反方选手具有胜策，无论他是先 
走还是后走。一个游戏叫 做先方游戏， 如果先走的一方具有胜策。我们注 意到： 如果正方选 
手后走时具有胜策，那么他先走时也具有胜策，这是因为正方选手可以忽略他的第一着 
而后走的一方遵循胜策来走，如果胜策要求他在一个边上画一个+号，而那个边上已有了 + 
号时，那么他就可以有一个“ 自由运动”， g | i : 在任意一条可用的边上画个+号。类似地， 
如果反方选手后走时具有胜策，那么他先走时也具有胜策。 

例考虑图 11-30 中由左边那个图所确定的游戏，其不同顶点 M 和”如图所示。假设 
P 先走，并在边 e 上画个+号，我们把剩下的边配 成对： a 和6 —对， c 和 d —对。如果 P 
对 N 所走的边进行这样的 反击： 走 iV 所走那对边的另一条边，那么 P 肯定获胜。因此，如 
果 i 3 先走，则 P 获胜，现在假设 N 先走，并在边 e 上画个-号，这次我们把剩下的边这样 
配对： 《和^ 一对，6和 d —对。如果尺对_?所走的边进行这样的反击：走 P 所走那对边 
的另一条边，那么 iV 肯定获胜。因此，如果 JV 先走，则 IV 获胜。因此我们 断定： 由图 11- 
30所确定的游戏是一个先方游戏。 



$在假设增加了一条新边/，它连接不同顶点〃和〜其结果如图 11-30 中右边的那个 
图所示。在这个新游戏中，假设反方先走，如果 IV 不在新边/上画个-号，则正方选手会 
因此而获胜。如果 N 确实在/上画了-号，则剩下的游戏和前面那个游戏相同，应该 P 先 


© 但反方选手是不可以的。 
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走，从而 P 获胜，因此， P 作为后走的一方具有胜策，所以该游戏是一个正方游戏。 口 

上述例子所阐述的原理具有一般性。 


定理 11.6.1 在先方游戏的多重图中，如果在两个不同顶点 M 和 t ； 之间增加一条新边， 
则先方游戏变为正方游戏。 

下面的定理给出了正方游戏的性质。 回想： 如果 G = ( V ，£) 是多重图， L 7 是顶点集 V 
的子集，则 Gu 表示 G 的由17导出的多重子图， g 卩： G 是以 L ； 为顶点集、以 G 的所有连接 
U 中两顶点的边构成的。换句话说， Gu 是通过从 G 中去掉所有中的顶点以及 
至少与 U 中的一个顶点邻接的所有边后得到的。 

定理 11.6.2 由标有两个不同顶点 m 和 w 的多重图 G = ( V ， £)所确定的游戏是 一个正 
方游戏，当且仅当存在一个顶点集 V •的及包含 M 和”的子集 17， 使得导出多重子图 Gy 中 
存在两个没有共同边的生成树乃和 T 2 。 

定理的另外一种叙述方 法是： 一个游戏是正方游戏， 

当且仅当 G 中有两棵生成树乃和 T 2 满足： 1和 T 2 
具有相同的顶点集，且和： T 2 没有共同的边。在图 
11-30 中，右边的那个图所确定的游戏已被证明是一个 
正方游戏，我们可以把图 11-31 中的两棵树分别作为 
和 T2 。 在该例中，和 T2 是 G 的生成树，即 L /= V "， 

但这并不总是必需的，有_时集合1/可能仅包含 V 的部 
分顶点。 

对定理11.6.2,我们将不给出完整的证明，而只给出如何利用一对树丁 i 和 T 2 , 为正方选手 
尸制定出一个当反方选手 N 先走时的胜策。在比赛的每一个回合之后，即反方选手走完一步， 
紧跟着该正方选手走的时候，我们都要构造出 Gy 的一对新的生成树，它比原来的一对多一条共 
同 的边。 mm , Gu 的生成树 n 和 t 2 没有共同的边，我们把这两棵树记为 

T { 0) = T ! 和 Tp ) = T 2 

比赛的第一个回合 

反方选手 iV 先走，并在某个边上画个-号，我们考虑两种情况。 

情况1: /?是树 if ) 或: if ) 的一条边，不妨设是 T { G ) 的边。 

因为 l 1 0) 和是 Gu 的生成树，由定理 11.5.9, 存在 if ) 的一条边使 

得通过向 If >中加入边《去掉边#后，所得的图 if ) 仍是 Gu 的一棵 生成树。我 

们给 p 的指 令是： 在边 a 上画个+号。令 r 〗 1 ) = rH 则树 rp ) 和尥 1 )恰好只有 

—条共同的边，即带有+号的边(2。 

情况 2 : 既不是 r | G ) 的边，也不是対 0) 的边。 

这时我们给 p 的指令 是：在 if >或 if ) 的任意一条边《上画个+号，不妨 


㊀ 在这种情况下， N 已经 “浪费” 了一着，而 P 获得了在树巧 0) 和 T 〗 0) 上的一个自由运动。 




320 组合数学 

是 r ! 0) 的边 e 。 因为 if ) 是 Gu 的一个生成树 s 且 a 是 Gy 的边，由定理11.5.9， 

存在 if ) 的一条边7,使得通过向 if ) 中加入边£?去掉边7后，所得的图仍 
是 Gt ； 的一棵生成树，令 Ti 1 ) = if ), 则树 if ) 和 Tf 恰好只有一条共同的边， 
即带有+号的边 a 。 

我们 断定： 在比赛的第一个回合结束时， Gu 有两棵生成树了屮和 Tp ， 它们恰好只有 
一条共同的边，也即被 P 画上+号的边。 

比赛的第二回合 


反方选手 N 在 G 的第二条边5上画个-号，我们为 P 寻找一个反击策略。确定 P 要画+ 
号的一条边 (0 与比赛第一回合中的方法非常类似，在我们的叙述中，将会更简要一些。 

情况1: 5是树 Tji 1 ) 或 T 〗 1 ) 的一 条边，不妨设是 Tf 的边。 

则存在31 11 的一条边 p , 使得通过向 Tf 中加入边5去掉边 p 后，所得的图 
if ) 仍是 G 。 的一棵生成树。我们指示 P : 在边上画个+号。令 if > = ri 1} 0 

情况2: 5既不是幻 1 )的边，也不是的边。 

我们指示在 ll 11 或 Tp ) 的任意一条可用的边 e p 上画个+号，不妨设是 
t [ 1] 的边。存在 7 f ) 的一条边 s ， 使得通过向 ll 1 ) 中加入边 P 去掉边 s 后，所得 
的图>仍是 Gu 的一棵生成树，令 if 1 = T [ 1] 0 

我们 断定： 在比赛的第二个回合结束时， Gy 有两个生成树 t 1 2) 和： r 1 2) ， 它们恰好有两 
条共同的边，也即被 p 画上+号的那两条边。 

后面对 p 的策略的描述非常类似于比赛的第一回合与第二回合，在比赛 的第& 个回合 
结束时，得到 Gy 的两棵生成树 Tf ) 和 T [ k ) , 它们恰好有々条共同的边，也即此时已被 P 
画上+号的那6条边。设 U 中的顶点数是 m ， 则在比赛的第 （ m -1) 个回合结束时， Gu 的 
生成树 7 l w - i ) 和 Ti m _1) 恰好有 w -1 条共同的边，因为具有 m 个顶点的树只有 m -1 条 
边，这意味着丁卜 _1) 和 Tl w _1) 是同一个树，所以画有+号的边是 Gu 的一个生成树的所 
有边。由于顶点《和。属于 U ， 且有一条由带+号的边所构成的路径连接这两个不同的顶 
点，因此我们 断言： 如果正方选手 P 遵循我们的指示，那么当比赛到第 （ wl ) 个回合结束 
时，如果不是在这之前的话，他将会得到一个画有+号的边集，构成一条连接 W 和 X ；的路 
径，所以他比赛获胜。我们给 P 的指示是一个使他获胜的胜策。 

定理 11.6.2 可以用来对先方游戏和反方游戏进行分类，方法 如下： 设 G = ( V ,£) 是一 
个标有不同顶点《和^的多重图， CT 是通过向 G 中增加一条连接 m 和 t ； 的新边后得到的多 
重图 ，则： . 

丨）关于 G ， 《和^的游戏是一个先方游戏，当且仅当它不是正方游戏，但关于 G ' 
w 和的游戏是一个正方游戏。 

ii ) 关于 G , i /和 t ； 的游戏是一个反方游戏，当且仅当关于 G ， W 和^的游戏和关于 
G % «和 a 的游戏都不是正方游戏。 


㊀ 即： 在一条还没有被标记过的边上。 
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因此，由定理 11.6.2 知， 关于 G ， «和^的游戏是一个先方游戏，当且仅当 G 中不含 
有两个分离的、具有相同顶点的、包含 M 和 t ； 的树，但通过增加一条连接 u 和^的新边， 
就可以找到这样的两个树。关于 G 、 w 和 t ； 的游戏是一个反方游戏，当且仅当即使在 G 中 
增加一条连接《和^的新边，也找不到这样的两个树。在先方游戏 G 中，如果正方选手先 
走，则他能获胜，因为此时的游戏就像是在^中进行的那样， N 先走, 且 N 的第一步是 
在连接 w 和的那个新边上画个-号。一般而言，对于反方游戏中 N 后走或先方游戏中 ]V 
先走的情况，就很难为 P 制定出一个获胜的策略。 

11.7 再论树 

在定理 11.5.7 的证明中，我们曾给出过一个求连通图的生成树的算法，回想这个算法 
我们发现，它的“破坏性”比其建设性 更大： 我们总是在当前的图中反复寻找圈中的边， 
即： 不是桥的边，并去掉或“删掉”它。但在该算法中，隐含着某种寻找一个不是桥的边的 
子算法，在 11.5 节中，我们也曾叙述过一个构造 n 个顶点的任意树的过程，这个过程相当 
于构造 n 阶完全图尺„的任意一个生成树，我们可以把它提炼成应用于构造任意图 ㊀ 的所有 
生成树的算法，下面我们给出提炼后的最终算法，该算法不要求初始的图 G 是否连通，因 
此该算法的一个副产品就是确定一个图是不是连通的。 

构造生成树的算法 

设 G = ( V ，£) 是一个 n 阶图，《是它的任意一个顶点。 

i ) 令 m ! 及 F = 0。. 

ii ) 当存在一个 U 中顶点： C 和一个非 LJ 中的顶点; V ，满足 a = u ，： yl 是 G 的边时， 

a ) 将顶点: v 放入 L / 中。 

b ) 将边 a 放人 F 中。 

jjj ) 令 T =( U , F )。 

在步骤 ii ) 中，一般情况下，对顶点和 y 将有多种选择方法，因此，我们执行算法时 
将有相当大的自由。在下一个定理之后，我们给出选择: r 和 j 的两条特殊而重要的规则。 

定理 11.7.1 设 G =( V ，£) 是图，则 G 是连通的，当且仅当通过执行上面的算法构 
造出的图: T =( U ， F ) 是 G 的一个生成树。 

证明： 如果 T 是 G 的一棵生成树，显然 G 是连通的。现在假设 G 是连通的，开始时的 
了只 有一个顶点、没有边，因此 T 是连通的。每一次执行步骤 I )时，1/中都增加一个顶点， 
F 中都增加一条连接一个新顶点和一个老顶点的边，由递推性，在算法中的每一阶段，当前的 
T =( U ， F ) 是连通的，且 | F | = |[J 卜1，所以： T 是树。假如算法结束时，有由于 
G 是连通的，则必有一条边连接17中的某个顶点和不是 L / 中的某个顶点，这与算法已经结束 
是矛盾的。因此，在算法结束时，我们有 KT=(U , F ) 是 G 的一棵生成树。 □ 

我们应该 明确： 连通图的任意一个生成树都可以通过在执行该算法时，正确地选择 


© 在本节中，我们只考虑简单图并不失一般性，如果给我们的是一般图，可以立即去掉所有的环和重边中所有重 
复的边，再对所得的图利用本节的结果和算法。 人 
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和 y 而构造出来。现在给出一个通过选择顶点的方法，来构造一个有特殊性质的生成树。 
该算法的叙述就在本段之后，它构造的是一个所谓的广度优先生成树，该树根植于一个指定 
的顶点，即集合 U 中的初始顶 点“。 在一般情况下，一个连通图具有许多其根植于顶点 M 
的广度优先生成树了，它们的共同性 质是： 对任意的顶点 z， 与《在0中的距离等于 x 与 
M 在： T 中的距离。为方便起见，我们称广度优先生成树为 BFS- 树。在下面的算法中，对每 
个顶点 o： 附加两个数，一个叫做它的广度优先数，记为 6/U)， 用来代表顶点 x 加入到 
BFS- 树中的次序，另一个数代表 BFS- 树中 M 和1 之间的距离，并记为 DU) 0 。 

BF- 算法： 构造根植于《的 BFS- 树 

设 G = ( V， £) 是一个 n 阶图， m 是它的任意一个顶点。 
j ) 令 i = l， U ^\ u \, D ( u ) = 0 , bf ( u ) = l , F = 0 和 T=(L7 ， F)。 
ii ) 如果 G 中已没有连接 L7 的一个顶点 x 和非 L7 的一个顶点: y 的边时，则算法停止。 
否则，确定一条边其中 I属于 U， 而 y 不属于 U， 使得 x 具有最小的 
广度优先数 6/U)， 并 执行： 

a) 令 6/(jy) = f + 1 o 

b) ^D(y) = D(x) + U 

c) 将顶点 y 放入 U 。 

d) 将边 a = \ x , y \ 放人 jPo 

e ) ^ T=(U , F) 0 

f) f 值增 1 并返回到 ji )。 

定理 11.7.2 设 G = (V, £) 是图， m 是 G 的任一顶点，则 G 是连通的，当且仅当通 
过执行上述 BF- 算法构造出的图 T=(U ， F) 是 G 的一个生成树。如果 G 是连通的，则对 
G 的任意一个顶点3»， ii 和 y 之间的距离等于0(30 ，这与在丁中 w 和 y 之间的距离是相等 
的。 

证明： BF- 算法只是构造生成树一般算法的一种特殊执行方式，因此，根据定理 
11.7.1， G 是连通的，当且仅当最终 i 的图了 =(U , F) 是一个生成树。 

现在假设 G 是连通的，则在算‘结束时， T=(L/, F) 是 G 的一个生成树。在算法中 
我们应该 明确： Db) 等于树7中《和 ） 之间的距离，在平凡情况下， _DU) = 0 代表在 G 
中《到自身的距离。假如存在某个顶点 > 使得 D(3；) = Z 大于在和 j 之间的距离々， 
那么我们可以 假设々 是具有这种性质的最小的数，于是， G 中存在一个连接 m 和^的路径 

7 : u — Xq — * - 工 k-1 一 x k = y 

其长度6满足 


k<l = D(y) 

由于^与/中的顶点 Ad 之间的距离最大是是-1，从而，由々是最小的数，有 D ( m )< 

0数 DU) 取决于根《的选择，不然的话，它也仅取决于 G, 而与根植于《的特定的 BFS- 树无关。数 6/(x) 则确 
实与 BFS- 树有关。 
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々一1。又因为 3 ^而与而邻接，根据算法，应令 D(30 = 々， 除非 D &) 已被指定了 
一个更小的数，所以 D (3；)< A < a ，矛盾。因此，函数 D 给出了 G 中（和: T 中)从《到每个 
顶点的距离。 口 

例完全图的任意一个 BFS - 树是一个星在图 11-32 中，左边那个长度为6 
的圈的一个 BFS - 树是右边那个树。在图 11-33 中，给出了以三维立方图（回忆 11.4 节 :该图 
的顶点是由0和1所构成的三元组，且两个顶点邻接，当且仅当它们恰有一个坐标不同）的顶 
点和边构成的图 Q 3 的一个 BFS - 树。在每种情形下，广度优先数都标在了树中顶点的旁边， 
这些距离 D (_ r ) 也就很容易确定。 □ 



连通图 G 的根植于 M 的广度优先生成树是一个尽可能“宽广”的生成树，即：每个顶 
点在 G 允许的条件下尽量离根最近。求 BFS - 树的算法可以看作是一种不重复地搜索(或列 
举) G 的所有顶点的系统方法。根据这种算法，人们首先访问离根最近的顶点（广度优先于 
深度)。下面给出构造生成树算法的另外一种执行 方式： 产生一个尽可能深的生成树。由这 
种算法产生的生成树叫做根植于 m 的深度优先生成树， 简记为 DFS - 树，在这种情况下，深 
度优先于广度。在该算法中，我们对每个顶点： r 附加一个数，称为它的 深度优先数， 并记 
为办 U )。 深度优先算法也叫 做回溯 算法，在回溯算法中，你要尽可能朝着向前的方 向走； 
当不能再向前走时，你要后退到第一个顶点，并从这里可以再往前走。 


DF 算法： 构造根植于《的 DFS - 树 


设 G =( V ，£) 是一个 n 阶图，《是它的任意一个顶点。 
i ) 令 i = l ， U =\ u \, df ( u ) = l , ^'=0 和丁 =({7 ，尸)。 

if ) 如果 G 中已没有连接 L 7 中的一个顶点: c 和非 L 7 中的一个顶点^的边时，则算法停 
止。否则，确定一条边，>!，其中 x 属于17,而 j 不属于 U , 使得： c 具有 
最大的深度优先数办(2)，并 执行： 

a ) 令 df [ y ) = z + 1 o 

b ) 将顶点 y 放入 t /。 

c ) 将边 lx , y } 傲入 F 0 

d ) 令 T =( L 7 , jF )。 

e ) Z •值增 1 并返回到 ii )。 

定理 11.7.3 设 G = ( V , E ) 是图， mSG 的任一顶点，则 G 是连通的，当且仅当通 
过上述 DF - 算 法构造的图: T =( L 7 ， F ) 是 G 的一个生成树。 
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证明： DF - 算法只是构造生成树一般算法中的一种特殊执行 
方式，因此，根据定理11.7.1， G 是连通的，当且仅当最终的 
图： T =( U ， F ) 是一个生成树。 □ 

例完全图的任意一个 DFS - 树是一条路径。任何长度 
的圈的 DFS - 树也是一条路径。在图 11-34 中，给出了以三维立 
方图的顶点和边构成的图 Q 3 的一个 DFS - 树。在每种情形下， 
深度优先数都标在了树中顶点的旁边。 □ 



例如果 G 是树，则它的任意一个 BFS - 树和 DFS - 树都是 
它本身，其顶点的次序是它们被访问的次序，在这种情况下，人们通常把它们分别说成是对 
G 的广度优先搜 索和对 G 的 深度优先搜索 。树 G 可以代表计算机文件中的一种数据结构， 
在这种结构中，信息存放在相应于 G 中顶点的位置上，为了找到一条特定的信息，人们需 
要“搜索”树的每一个顶点，直到找到所需要的信息为止。无论是广度优先搜索还是深度优 
先搜索，都提供了搜索每个顶点至多一次的算法，如果我们把一个树看成是连接各个城市的 
公路系统，那么，对 G 的深度优先搜索可以想象成沿着 G 的边行走，每个顶点至少被访问 


一次 e 。 我们从根 m 出发，尽可能向前走，直到发现一个顶点，从该顶点可以继续再向前走 
时才往回走。图 11-35 给出了这样一条途径，在那里，我们已经返回到根 M (所以该途径是 
一条闭途径，我们经过每条边恰好两次)。 □ 



根据定理11,7.2,由广度优先算法起始于一个顶点 M 计算出来的数 D (: c ) 等于连通图中 
从《到^的距离，但是，在模拟各种实际情况的图中，某些边要比其他边“昂贵” 一些， 
一个边可能代表连接两个城市之间的路，如果要这个图提供一个准确的模型，则两个城市之 
间的实际距离就要考虑在内。一条边也可能代表两个城市之间一条潜在的新路，那么修建这 
条路的费用就必须考虑在内。这两种情形促使我们 考虑： 在一个图的每条边上附加一个 
权 ㊁ 。 

设 G = ( V ，£) 是图，对其每条边存在一个与其相关的非负的数 = c 
ix , * 称其为该边的权，我们称带有权函数 c 的图 G 为 一 个 赋权图 （weighted graph)。G 
中一个途径 


7： , \ xi ， a ： 2 \ , \ x k - i ， x k [ 


© 但我们对每个顶点的捜索只发生在第一次访问它的时候。 

㊁ 权的物理意义与我们所解决的数学问题没有关系，但是，权的物理意义往往会导致所获数学结果的重要应用。 
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c(/) = c|x 0 ,X! i + c\x x ,x 2 \ + ■■■ + c\x k -x ， x k \ 

即 7 中的边权之和。 G 中一对顶点 x 和 jy 之间的赋权距离 (weighted-distance) , ：y) 是所有 
连接 x 和 y 的途径中的最小权，如果 x 和: v 之间没有途径，则 规定式 U ， ⑺。对每个顶 
点X，我们也规定式(工， x)=0。 因为所有的权都是非负的，所以， 如果尤 U， 30关⑺， 
则必存在一个权为先(X，30的路径，连接不同的顶点对 x 和> 我们下面来说明如何从连 
通图 G 中的一个顶点 M 开始，对每个顶点 x, 计 算出尤 U, :r), 以及如何构造一个其根植 
于 u 的生成树，使得 M 与每个顶点 t 之间的赋权距离等于尤 U ，X)。我们称这样的一个生 
成树为《的距离树。下面给岀的算法通常叫做 Dijkstm 算法 e ， 该算法被认为是 BF- 算法的 
赋权化。 


求 H 的距离树算法 

设 G = ( V , £) 是一个 rz 阶赋权图，《是它的任意一个顶点。 

i ) 令 U = U }， D(u)=0 , F = 0 和 T =( U ， n 。 

ii ) 如果 G 中已没有连接 L 7 中的一个顶点 x 和非 U 中的一个顶点3；的边时，则算法停 

止。否则，确定一条边其中： c 属于 C /， 而 y 不属于认使得 D (_ r ) + 
cU , : W 尽可能小，并 执行： 

a ) 将顶点^ 敢人 U 0 

b ) 将边 a = U ， W 放人 i 7 。 

c) ^D(y) = D(x) + c{x , 3^1, 并返回到 10。 

定理 11.7.4 设 G = ( V ，£) 是一个赋权图， m 是 G 的任一顶点，则 G 是连通的，当 
且仅当通过上述算法构造出 的图了 =(1/ ， F ) 是 G 的一个生成树。如果 G 是连通的，则对 
G 的任意一个顶点％ w 和 y 之间的距离等于 Db )， 这和赋权树： T 中 w 和 j 之间的距离是 
相同的。 

证明： 求距离树的算法只是构造生成树一般算法中的一种特殊执行方式，因此，根据定 
理 11.7.1, G 是连通的，当且仅当最终的图: T =( L 7 ， F ) 是一个生成树， g 卩，当且仅当 
的最终结果是 V 。 

现在假设 G 是连通的，所以在算法结束时， V ,且 T =( L /， F ) 是 G 的一个生成 
树。在算法中我们应该 明确： DG ) 等于树了中 m 和 y 之间的距离，在平凡情况下， D ( u ) = 0 
代表到自身的距离。假如结论不成立，则存在某个顶点 3 S 使得 D (: y ) 大于和 
j 之间的距离 I 那么我们可以假设 y 是具有这种性质且是第一个被放入 U 中的顶点。于 
是， G 中存在一条连接《和 y 的路径 

y ： u — XQ — xi — 一 叫 = y 

它的权为 d < D (30。 设 X ；是在 y 之前放人 u 中的 y 的最后一个顶点（因为《是第一个放人 
U 中的顶点，所以巧是存在的），则根据我们对 y 的选择， D (: r ,) 等于 G 中从《到&的赋权 


㊀ E.W.Dijkstra ： A note on two problems in connection with graphs, Numerische Math . , 1(1959) ， 285-292 。 
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距离。所以 y 的子路径 

y' • U~ Xq — X% — — Xj — Xj + x 

具有权 D ( x ；) + cj，Xj + 山其中 

D ( xj ) + c \ xj , Xj ^ i \ < D ( y ) 

因此，根据算法， ％ + 1 是在 J 之前放人 U 中的，这与我们对 A 的选择矛盾，这个矛盾意味 
着对所有顶点 D (： y)s W 和3；之间的赋权距离。 口 

例设 G 是图 11-36 中所示的赋权图，其中，每个边旁边的数字代表该边的权，如果 
执行算法求 M 的一个距离树，则得到的树如图 11-37 所示，所选顶点和边的顺序分 别为： 

顶点 ： a , b , d , c , e,f 

边： | a ，6 LIULU ， c !,|( i ， e }， jc ，/} □ 




最后，我们通过讨论另外一个实际 问题' - 最小连接问题 （minimum connector prob ¬ 

lem ) ，来结束本节内容。下面的例子说明了该问题的实用性。 

例.有 n 个城市 A l5 A 2 ，…， A „， 要在这些城市之间修建一些公路，使得任意一个城 
市都能从其他城市到达，在 A 和 A , 之间修建一条直达公路的费用预计为为使 
总修建费用最少，确定应在哪些城市之间修建直达公路。 

因为我们要使总修建费用最少，所以该问题的解对 应于： 在具有顶点 Ai ， A 2 ，…， A „ 
的树 e 中，两个顶点 A _ 和'之间有边，当且仅当 A , •和 * 之间修建一条直达公路。事实 
上，在该问题中，如果考虑有 n 个顶点 Ah A 2 ，…，义„的完全图 K „， 用修建费用给它的 
边赋权，于是，我们是要寻找一个边权之和尽可能小的生成树。在以下内容中，我们给出了 
两个算法，用来求解赋权连通图的“最小权生成树问题”。 □ 

设 G = ( V , E ) 是一个赋权连通图，其权函数为 c ， 我们定义 G 的一个子图 H 的权为 H 
的边权之和 


c ( H ) = 2 c ( a ) 

I a 是 H 的边} 

在 G 的所有生成树中，权最小的生成树叫做 G 的最 小权生成树。 如果 G 的所有边权都相 
同，则 G 的任意一棵生成树都是最小权生成树。对任意给定的连通图，通过适当地指定它 


0如果没有树，我们可以在不破坏连通性的前提下，删去一条或多条公路，以减少费用。 
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的边权，我们都可以使它的任意一棵生成树成为唯一的一棵最小权生成树。现在给出一个叫 
做 Kruskal 的算法 ® ，该算法也叫 greedy (贪娶)算法， 因为在算法中每 一 ■阶段，我们总是选 
择一条符合算法要求的权最小的边，使得当算法结束时，所选的边就是一棵生成树的全部 
边，这里的符合算法要求 是指： 不能选择构成圈的边。 

求最小权生成树的贪婪算法 

设 G = ( V ，£) 是一个赋权连通图，其权函数为 

I ) 令 F = 0。 - 

ii ) 当存在一条不属于 F 的边《，使得 FU laf 中不含 G 中的 圈时， 确定这样的一条权 
最小的边 a ，并将它放人 F 中。 
iii ) 4 T =( y , f) q 

定理 11. 7 . S 设 g = ( v ， £) 是一个赋权连通图，其权函数为 c ， 则上述贪婪算法构造 
了 g 的一个最小权生成树: r =( v ， f ) 0 - 

证明： 在贪婪算法中，我们从 n =| VI 个顶点、没有边(初始时 F = 0) 开始，也即从一 
个有”个连通分图的生成图（ V ， F ) 开始。选择一条不产生圈的边《，意味着 a 连接（ V ， 
F ) 中不同分图的顶点，所以，将^放人中，就使（ V ， F ) 连通分图的数目减少1。当算 
法结束时， F 中有 《-1 条边，因此， T =( V , F ) 是一棵生成树。我们下面证明 T 是一棵 
最小费用的生成树。 

设 F 中 h - 1条边的放人顺序是 ai ， a 2 ，…，«„_!，令 T * = ( V , F *) 是一棵最小权 
生成树，且是与： T 有着最多共同边的生成树 ，即： 不存在比与 F 的共同边还多的最小 
权生成树，如果我们能证明 F *=_ F ， 则了就是一棵最小权生成树。假如不然 ， m 
设办是 F 中第一个不是 F * 中的边，则边 ai ， 《 2 ，…，!均属于由定理11.5.8, 
7- 中存在一条边々，使得加入边％、并去掉边后，所得的图： T * 是 G 的一棵生成树 。/? 
是通过向： T 中加人边 q 后所产生的圈中的一 条边； 因为： T 是树，该圈中至少有一条边不 
属于： T ， 因此我们选择这样的一条边/?，有 


c ( T **) = c ( T *) — c (/?) + c ( a ^) 

(11-8) 

因为7^是一棵最小权生成树，所以有 



(11-9) 


又因为乙 ㈠ 〜〜……-^川是^^中边的子集，所以，不可能存在一个圈，使其所有的 
边均在 L 中，因此，用贪婪算法确定要向 F 中加人第6条边时，/?是一个合理的选择。由 
式 (11-9) 有 

c ( a k ) = c (^) 

㊀ J.B.Kruskal, Jr .： On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman problem, Proc. Amer. 
Math . Soc., 7(1956), 48-50 。 
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再由定理11.7.5, 也是一个最小权生成树。因为： 与丁比 T * 与 T 多1条共同边 e , 

这与我们对: T 的选择矛盾，所以定理得证。 口 


例设 G 是一个7阶赋权图，如图11 - 38所示， 
其中边旁边的数是边的权。在应用贪婪算法确定 G 
的一个最小权生成树时，我们对下一条边经常有多 
种选择方法，下面就是一种应用贪婪算法对图 11-38 
中赋权图的边的选择方法，其边的顺序为 

\a,b\ ,\c,d\,\e,f\ ,\d,g\ ,\e,g\,\a,g\ 

所得生成树 T 的权为 

C ⑺ = 1 + 1+ 2 + 3 + 4 + 4 = 15 



注意，用该算法构 造树了 的方法与以前所用的方法是不 
同的。 □ 


执行贪婪算法最好的方 法是： 按从权最小到最大的次序安排边的顺序，并反复选择不产 
生圈的第一条边©。贪婪算法的一个缺陷是：当一个新边产生圈时，你必须能够认得岀，从 
而不要选它。 . Prim ® 通过说明如何构造一■个最小权生成树，对贪姜算法进彳了了修改，因此该 
算法就不必涉及圈的问题。 

求最小权生成树的 Prim 算法 

设 G =( V ，£：) 是一个赋权连通图，其权函数为 c ， 并设 m 是 G 的任意一个顶点。 

j ) 令 i = l ， U ^\ u \, 巧=0和1\= (%，朽）。 

ii ) 对 f = l ， 2，…， 71-1, 执行： 

a ) 找岀一个权最小的边 A =. U ，>.|，使得 x 在 G 中，而 j 不在 G 中。 

b) 令 +1 = U； U I _y I， F i+ i = Fi\J I a,* +1 j ^ T i + i = (U i+ i,F i+ i )。 

c ) f 值增1。 

iij ) 输出 T n - i = ( U „ - 1, F „~ i ) (这里 L / n _ i = V )。 

定理 11.7.6 设 G = ( V ，£) 是一个赋权图，其权函数为 c ， 则 Prim 算法构造了 G 的 
一个最小权生成树了=( V , F ) 0 

证明： 该定理的证明方法类似于定理 11.7.5 的证明，我们在证明中也使用相同的记号， 
并且也只进行简要的证明。在算法的每一个阶段结朿时，得到一个 G 的顶点子集上的树, 
定理 断言： 在算法结束时，了二:^^二彳^^^^-^是一个最小权生成树。在 G 的所有最小 
权生成树中，设 T*=(V, F*) 是其中的一个，使得是是边 a 2 ， …，办-!属于了*的 
最大数。如果々弇 n， 即： T 尹了，则办不在 F 中，这时办连接中的一个顶点和它的 
补集 G 中的一个顶点。因为： r 是生成树，所以： r 中存在一条边 js ， 它连接 u 中的 
一个顶点和芘中的一个顶点，使得通过向了*中加人边和并去掉边后，得到一个生 


㊀ 即边 q 。 

㊁ 这是算法贪婪的特性。 

㊂ R.C.Prim ： Shortest connection networks and some generalizations, Bell Systems Tech. J. , 36(1957) ， 1389-1401 。 
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成树 T *\ 我们有 c (/?)< c (%)。 又因为在所有连接 R 的一个顶点和^的一个顶点的边 

中，叫具有最小权，由此得 c ( yS ) = c (%)， 且： T * 是一个最小权生成树，它与： T 又多了一 

条共同的边。 q 

例在图 11-38 中，我们对赋权图 G 应用 Prim 算法，初始顶点为 a 。 该算法的一种执 

行方式所产生的边（以它们被选择的次序)是： ^ 

\ a , b \ ,\ a , f \ ,\ e,g \ ,\ g,d \ ,\ d , c \ 

这是一个权为 15 的生成树。 Prim 算法与贪婪算法相比，其优越性 在于： 在每一步，我们只 

需确定一条权最小的边，它连接一个已经到达的顶点和一个还没有到达的顶点。相比之下， 

该算法自动避免了圈的产生，而贪婪算法则必须要明确地加以避免。 口 

11.8 练习题 

I. 有多少个不同构的1阶图？ 2阶图？ 3阶图？解释为什么上述问题的答案对一般图而言都 
是 0 °。 

2•确定4阶图中所有11个不同构的图，并对其中的每一个给出平面图形的表示。 

3. 是否存在一个度序列为(4,4,3,2,2)的5阶图？ 

4. 是否存在一个度序列为(4,4,4,2,2)的5阶图？如果是多重图呢？ 

5. 利用鸽巢原理 证明： 阶的图中总有两个度数相同的顶点。对多重图而言结论是否成 
立？ 

6•设(4，…，毛)是 w 个非负偶数组成的序列，证明：存在一个一般图，使得上述序列 
为其度序列。 

7. 设 (4 ，办，…，元)是”个非负整数组成的序列，其和心+办+…+ 4是偶数， 证明： 
存在一个一般图，使得上述序列为其度序列。设计一个算法，来构造这样一个一般图。 

8. 设 G 是图，其度序列为（4, ，…，毛）。证明：对每个 I Q < k < n , 

n 

Z-j k{k - 1) + minj k , di \ 

i = l i = k+l 

9 . 画一个连通图，使其度序 列为： 

(5,4,3,3,3,3,3,2,2) 

10. 证明： 任意两个具有度序列(2,2，...，2)的”阶连通图是同构的。 

II. 在图 11-39 中，确定哪些一般图是 
同构的，如果有，找出它们之间的 
一个同构。 

12. 在图 11-40 中，确定哪些多重图是 
同构的，如果有，找出它们之间的 
一个同构。 

13 .证 明： 在一般图中，如果有一条途径 
连接两个顶点，则必有一条路径连 
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接它们。 

14 .设和： y 是一般图中的两个顶点，假如有一条闭途径包含和： y ， 是否必有一条闭迹包 
含 x 和: y ? 

15 .设; c 和 y 是一般图中的两个顶点，并设有一条闭迹包含 x 和 J ；， 是否必有一个圈包含 x 
和3»? 

16. 设 G 是一个 6 阶连通图，其度序列为 (2,2,2,2,2,2)。 

i ) 求 G 的所有不同构的导出子图。 
ij ) 求 G 的所有不同构的生成子图。 
iii ) 求 G 的所有不同构的 6 阶子图。 

17. 首先，证明任意两个具有度序列 (4,4,4) 的 3 阶多重图 G 是同构的， 然后： 

i ) 求 G 的所有不同构的导出子图 。 
ii ) 求 G 的所有不同构的生成子图。 
ili ) 求 G 的所有不同构的 3 阶子图。 

18 . 设 y 是一般图中连接顶点 I 和: y 的一个迹，证明 7 的边可以被划分，使一部分边确定一 
条连接: c 和 y 的路径，其他边确定的是圈。 

19 . 设 G 是一般图， C 是通过从 G 中去掉所有环和重边中所有重复的边后所生成的图，证 
明 G 是连通的，当且仅当 G ' 是连通的，并证明 G 是平面图，当且仅当 G ' 是平面图。 

20. 证 明： 至少有 U — + l 条边的 n 阶图必是连通的，给出一个减少一条边后的 
n 阶不连通图的例子。 

21. 设 G 是一个恰好有两个奇度顶点 x 和 y 的一般图， G * 是通过向 G 中加入一条连接 x 和 
y 的新边 U ， j 4 后得到的图， 证明： G 是连通的，当且仅当 CT 是连通的。 

22. (本题及下面的两个题是定理 11.1. 3的证明)设 G =( V ，£) 是个一般图，如果 x 和3/都 
在 V ■中，则用: c 〜 j 来表示：要么 x = 要么7和 ） 之间有一条途径。证明对所有顶 

| 

点: T 、 ） 和 Z 有： I 

♦ .、 I 

I ) X〜Xo 

ii ) x 〜 3 s 当且仅当 

jjj ) 如果： r 〜: y 且： y 〜之，贝 ！ I i 〜之。 

23. (续 22 题)对每个顶点 x ， 令 

C ( x ) = \ z ： x ^ z \ 

证明： 

i )对所有顶点: c 和 3 S 要么 C (_ r ) = C (30, 要么 C ( x ) flC (3 O =0， 换句话说，集合 
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C (: c ) 和 C ( jO 没有交，除非它们相等。 

ii ) 如果 cu ) nc (3<)=0， 则不存在连接 CU ) 中的一个顶点和 c (30 中的一个顶点的 
边。 

24•(续23题）设 K ， V 2 , …， R 是形如 C ( x ) 的不同集合， 证明： 

I )V 1 , V 2 , h 构成 G 的顶点集 V 的一个划分。 . 

％ 分别导出的 G 的一般子图 : 

(% 名) 是舰的。 

导出子图 Gi , G2 ， …， G & 是 G 的连通分支。 

25. 证明定理11.1.4。 

26. 求图 11-39 中第一个和第二个一般图的邻接矩阵。 

27. 求图 11-40 中第一个和第二个多重图的邻接矩阵。 

28. 设 A 和 B 是两个矩阵，它们的元素分别用叫和~表示 （ l < i ， j < n )， 定义乘积 
AXB 是一个矩阵 c ，其第 f 行第 j 列元素 巧由下 式给出 

ii 

Cij - > / ^ ( 1 fH ) 

/ < = 1 

如果 々是 一个正整数，定义 


A * = AXAX … XA U 个 A ) 

现在假设 A 表示具有顶点 ai , ^，…，〜的 n 阶一般图的邻接矩阵， 证明： A * 的第£ 
行第 j 列元素等于 G 中连接 顶点〜 和七的长度为6的途径数。 

29. 确定图 11-41 中的多重图是否具有欧拉迹（闭的或开的），如果有，利用我们的算法构造 
之。 


图 


11-41 


30. 什么样的完全图具有闭欧拉迹？开欧拉迹？ 

31. 证明定理11.2.4。 

32. GraphBuster (小鬼图）的边最少可以划分成多少个开迹？ 

33. 说明怎样才能以最少的次数将笔移离纸张，而画出平面图11-15、图 11-16 和图 11-17 
中的图形。 

34. 求所有具有闭欧拉迹的、不超过6阶的、不同构的图。 

35. 说明怎样才能以最少的次数将笔移开纸张，而画出图 11-18 所示的正则十二面体的图形。 

36•设 G 是一个连通图，7是包含 G 的每条边至少一次的闭途径， G * 是通过对 G 的每条 
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边的重数从1增加到该边在7中岀现的次数后得到的图， 证明： y 在匸 # 中是一条闭欧 
拉迹。反之，假如我们增加 G 中某些边的重数，能得到一个顶点度数均为偶数的 、 m 
条边的多重图， 证明： G 中存在一条长度为 m 的闭途径，该途径中包含 G 的每条边至 
少一次。本习题说 明： 关于 G 的中国邮递员问题，等价于确定需向 G 中加入重复边的 
最少个数，而得到一个所有顶点度数均为偶数的多重图。 

37. 对完全图 fC 6 求解中国邮递员问题。 

38. 对从 K 6 中去掉任意一条边后得到的图求解中国邮递员问题。 

39. 如果一个图中每个顶点的度数均为3,则称该图为一个立方图， K 4 是一个最小的立方图 
实例，找出一个连通的立方图实例，其中不存在哈密尔顿路径。 

M 0. 设 G 是一个至少具有 


(n — 1) (n~2) 0 

2 Z 

条边的 n 阶图，证明 G 中存在哈密尔顿圈。给出一个减少一条边后的 n 阶图，其中不 
存在哈密尔顿圈。 

41. 设; z 是大于等于3的整数， G „ 是这样的一 个图： 其顶点是|1，2,…， n 丨的 n ! 个排列， 
其中，两个排列之间有一条边连接，当且仅当一个排列可以通过另一个排列交换两个数 
的位置(任意一种交换)而得到。根据 4.1 节的结果，推导 G „ 中存在哈密尔顿圈。 

42. 证明定理11.3.4。 __ 

43. 设计一个类似于求哈密尔顿圈的 算法： 在满足定理 11.3.4 所给定条件的图中构造一条 
哈密尔顿路径。 

44. 哪些二分图 K „,，„ 中存在哈密尔顿圈？哪些存在哈密尔顿路径？ 

45. 证 明： 一个多重图是二分的，当且仅当它的每一个连通分图是二分的。 

46•证明：是同构的。 

47. 证明： 具有奇数个顶点的二分多重图中不存在哈密尔顿圈。 

48. GraphBuster 图是一个二分图吗？如果是，找出其顶点的一个二分划。如果去掉环后又 
如何呢？ 

49. 设 V =| l , 2,…，20|是前20个正整数的集合，考虑一个图，其顶点集是 V ,其边集的定 
义分别为后面的丨 ）〜 Vj )。 对其中的每一个图 考察： a ) 是不是连通的(如果不是，求其连 
通分支）， b ) 是不是二分的， c ) 是否存在欧拉迹和 d ) 是否存在哈密尔顿路径。 

I ) U ， M 是边，当且仅当 a + 6 是偶数。 

H ) 是边，当且仅当 a + 6 是奇数。 

111) U ，6! 是边，当且仅当是偶数。 
iv ) U ，6 l 是边，当且仅当是奇数。 

V ) U ， M 是边，当且仅当 aX 6 是一个全平方数。 
vf ) 是边，当且仅当能被3整除。 

50. 从 K 5 中最少能去掉几条边，就可以使剩下的图是一个二分图？ 

51. 在下面尺寸的棋盘上，求一个骑士 周游： 

i ) 5 X 5 
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ii ) 6 X 6 

iii ) 7X7 

# 52.证 明： 在一个 4 X 4 的棋盘上，不存在骑士周游。 

53. 证 明： 一个图是树，当且仅当这个图中不包含任何圈，但当加入任意一条新边时，恰 
好产生一个圈。 

54. 什么样的树中存在欧拉路径？ 

55. 什么样的树中存在哈密尔顿路径？ 

56. 构造所有不同构的7阶树。 

57. 设 ( A ，办 ，…， 毛)是整数的序列， 

丨 ） 证明： 存在这样一个度序列的 n 阶树，当且仅当山，心，…，< 是正整数，且 
和 ： til + C ?2 + ... + 元 = 2( H - 1) O 

ii ) 写出一个算法，起始于正整数的序列 （4,4 ，…，毛），构造一个以该序列为度序 
列的树，或给出不可能实现的结论。 

58. 森林是一个图，其任意一个连通分支都是树。特别地，一个树是森林。 证明： 一个图 
是森林，当且仅当它不包含任何圈。 

59. 证 明： 从一个树中去掉一条边，剩下一个具有两个树的森林。 

60 .设 G 是一个具有々个树的森林，最少需要向 (3 中加人多少条边，才能得到一■个树？ 

61 •求 GraphBuster 图的一个生成树。 

62. 证明： 如果树中有一个顶点的度数是户，则它至少有 p 个悬挂顶点。 

63. 求图11-15、图 11-16 和图 11-17 的生成树。 

64. 对任意整数 ? i >3 和任意整数 A , - 1，构造一个恰有々个悬挂顶点的《阶树。 

65. 利用 11.5 节中求生成树的算法，构造一个十二面体图的生成树。 

66. 具有 n 个顶点、 n 条边的连通图中有多少个圏？ 

67. 设 G 是一个 n 阶图，它不一定是连通的，森林的定义见习题58。 G 的生成森林是一个 
森林，它是由 G 的连通分图的每一个生成树所构成的。修改 11.5 节所给的求生成树 
的算法，使其能构造 G 的一个生成森林。 

68. 给定图11-42,问 Shannon 开关游戏在这些图上比赛时是正方游戏、反方游戏还是先方 

游戏/ ' - ，- ■ 



图 11-42 

69.设 G 是一个连通多重图， G 的一个边割是边的集合 F ， 去掉这些边时会使 G 变成不连 
通的。一个边割 F 是极小边割，如果除了 F 本身外，不存在 F 的子集是边割。 
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证 明： 桥总是一个极小边割，并 推断： 树的唯一极小边割是由一条边所构成的集 
合。 

70. 设 G 是有一个々度顶点的连通多重图，证明： G 有一个极小边割 F ， 其中 | F |<々。 

71. 设 F 是连通多重图 G =( V ，£) 的一个极小边割， 证明： 存在 V 的一个子集 U ， 使得 
F 恰好是这样一些边的 集合： 这些边连接 U 中的一个顶点和 U 的补集 U 中的一个顶 


72. [续 71 题] 证明： 连通多重图的一个生成树包含每个边割中至少一条边。 

73. 利用 11.7 节中构造生成树的算法，构造 GraphBuster 图的一个生成树(注意: GraphBuster 
是个一般图，它有环和重数大于1的边，环可以忽略，重边只计一条)。 

74. 利用构造生成树的算法，构造正则十二面体图的一个生成树。 

75. 应用 11.7 节中的 BF- 算法，求下列图的 BFS- 树； 

i ) 正则十二面体图(根任意)。 

ii ) GraphBuster 图(根任意)。 

iii ) 边排成一个圈的 n 阶图(根任意）。 

iv ) 完全图(根任意)。 

v ) 完全二分图 U —个左顶点的根和一个右顶点的根)。 

在上述各题中，求广度优先数及任意顶点到所选根的距离。 

76. 应用 11.7 节中的 DF- 算法求习题 75 中 i )， ji )， iil ) ， iV ) 和 V ) 的 DFS- 树，并求上述各题 
的深度优 先数。 


77. 设 G 是简单图，图中有一个连接顶点^和^;的哈密尔顿路径，该哈密尔顿路径是关于 
G 的根植于《的一个 DFS - 树吗？是否可能有其他 DFS - 树？ 

78. (关于树的中国邮递员问题的解)设 G 是一个 n 阶树， 证明： 包含 G 的每条边至少一次 
的最短途径的长度是2(« - 1)，说明用深度优先算法如何找到一个长度为 2 (n - 1) 的途 
径，该途径包含每条边恰好两次。 

79. 在图 11-43 所示的赋权图中，利用 Dijkstra 算法构造 
一个关于 u 的距离树，指定的顶点 M 如图所示。 

80. 考虑完全图 K „， 其顶点标号分别为1，2,…，， 

其中，对所有的连接两顶点 i 和』的边的权 
^ jc \ i , j } = i+j , 对下面的各阶完全图，利用 Dijk - 
stra 算法构造根植于顶点 u -1 的距离树： 

i ) k 4 

ii ) k 6 

iii ) Kg 

81 . 考虑完全图 K „， 其顶点标号分别为 1, 2 ，…， 《，其中，对所有的权函数 di ， 
j \ = \ i ~ j \, 对下面的各阶完全图，利用 Dijkstra 算法构造根植于顶点 m = 1的距 离树： 

i ) k 4 



ii ) k 6 

iii ) k 8 

82 .考虑完全图 k „， 其边的权与习题 80 相同，对下面的完全图，应用贪婪算法求最小权生 
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成树： 

i ) k 4 

ii ) k 6 

iii ) k 8 

83 . 考虑完全图 k „， 其边的权与习题 81 相同，对下面的完全图，应用贪婪算法求最小权生 
成树： 

i ) k 4 

ii ) k 6 

iii ) k 8 

84. 与习题 82 相同，将贪婪算法改为 Prim 算法。 

85 .与习题83相同，将贪婪算法改为 Prim 算法。 _ 

86.设 G 是一个赋权连通图，其所有边的权均不相同， 证明： 图中恰好只存在一棵最小权 
生 成树。 

87 .定义毛虫树为具有一条路径 y 的树 T ， 满足： T 的每条边或是 y 的一条边，或它的一个 
顶点在7上。 

i ) 验证所有具有6个顶点或少于6个顶点的树都是毛虫树。 

ii ) 设 T 7 是具有7个顶点、3条长度为2的路径交于中心顶点 c 的树，证明 T 7 是7个 

顶点的树中唯——棵不是毛虫树的树。 
iii ) 证明： 一棵树是毛虫树，当且仅当它不含有丁 7 这样的生成子图。 

88.设心，…，4是正整数， 证明： 存在一棵度序列为 ( d u d 2 ，…， d n ) 的毛虫 
树，当且仅当 A + A + …+毛=2 («-1)。并与习题57进行比较。 

89•具有顶点集 V 、所条边的图 G 的一个优雅的标记是一个入射函数 V — 丨0, 1,…， 
m \ ,使得相应于 G 的 m 条边 lx ，: y 卜的标记丨 g ( x ) - g Cy ) - I 在某种顺序下为1， 
2,…， m 。 Kotzig 和 Ringel (1964) 曾推 测过： 每棵树都有一个优雅的标记。求练习 
87中 T 7 的一个优雅标记、任一条路径和图 Ku 。 

90. 验证长度为5和6的圈不能被优雅标记，然后求长度为7和8的圈的优雅标记。 
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本章我们简要讨论有向图。正如我们在第11章所指出的那样，有向图类似于无向图， 
它们的区 别是： 在有向图$边是有方向的，并叫做^ 因此， 有向图用来模拟非对称的关 
g . 同理.无向图对称的关系。 我们将要证明的许多结论都是在无向图中已证明过 
的直接类似的结论。 

^各是带有两个不同顶 点/和 〖的有向图，其中，每条弧都带有1 个非负 6 g ， 叫做它 
的 如果其中^动 i 某种物说）就好 
比是单位时间内流过该管道的流量，这里，一 

当从 “源” sj U J ‘目标”：的最大可能的流量 。 对$问题的回答以及随之产生的构造最大流 
量的算法，是由所谓 的最 大流最小_割 ( max-flow min - cut ) 定 理给出来的。 之后，我们利用最 

厂 i rs ? 三分图中匹配问题的 

证明。 


12.1 有向图 


方向图 D = ( V ， A ) 有一个叫做顶点的元素集合 V 和二 ■企 M 做顶点对 _■( 两顶点 
可以相同）的集合 A , 其中，每条弧的形式为 

a = U , b ) (12-1) 


其中， 

与无向图对比， U ，6) 和 （6， a ) 是不同的。今 
后我们将使用与无向图类似的术语，但这是有区别 
的，这些术语只用于有向图，而不用于无向图，比 
如，式 (12-1 ) 中的弧 a 具有起 始顶点 （iniljal vertex ) 
t ( a ) =_a 和终点 (terminal vertex ) 6。 

向图中，既可能同时包含弧 U ,6) 和弧 （6， a )， 也可 
能包含形如 ( a ， a ) 的环，环 ( a , <2)进入和离开的是同 
一个顶点 a 。 我们可以将有向图一般化，使其成为 
允许有 多重弧 0 的 一般有向图。 画一般有向图的图 
形与画无向图的图形是一样的，但对有向图，必须 
在每条边上画个箭头，以表示它的方向。 



例图 12-1 给出的是一个一般有向图，而不 

是一个简单有向图 .， 因为其中某些弧的重数大于1。 □ 


© 弧的个数，尽管包括重数在内，应该是有限的。 
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一般有向图 D = ( V ， A ) 的一个顶点: c 有两种度数。： c 的出度是起始于顶点 x 的弧的个 
数： 

I |q ： U(q ；) = x} ! 

Z 的入度是终止于顶点 X 的弧的 个数： 

lUIr ⑹ 

i 。 与定理 11.1.1 的证明非常类似，我们建立下面 
的基本结论。 • 

定理 12.1.1 在一般有向图中，顶克的 入度文 和等于出度气和，且部等于图中蜷的 t 

数。 

例在图 12-1 中给出的一般有向图中，顶点 a ， 6， c ， d ， e 的人度分别是 

4,3,2,2,1 

它们的出度分别是 

3,0,3,2,4 

在两种情况下，和都是12,都为弧的个数。 □ 

对任意一个一般图 G =( V ， E )， 都可以通过对£的每条边 U , 6丨指定一个方向 ，即： 
通过用 U ，6) 或 (6， a ) e 来代替 U ，6 丨，得到一个一般有向图 D = ( V ， A )， 这样的有向图 D 
叫做 G 的一个宕命 （ nripntatim ). 一个一般图具有很多不同的 定向。 反之， 延塗 室逛二 
向图 D = ( V ^ 2, 我们可 以通过去掉其弧的方向，而得到一个一般图 G = ( V ,£)， 这样的 
图叫做 G 一个一般有向图刚好只有一个基础一般图。 

例图 12-2 给出了图 12-1 中一般有向图的基础一般图。 □ 

n 阶完全 gK „ 的定向叫做竞赛图） 它是任意不 
同顶点对之间恰好只有一条弧连接的有向图，这条 
弧有两个可能的方向。一个竞赛图可以被看作是选 
手们的比赛记录，它记录每个选手在一次循环赛 
(每两个选手只比赛一次，且没有平局）中战胜过哪 
些对手。最好的竞赛图 @ 是那样的一种图，它能把 
选手按一种次序 

Pi ， p2，-“，Pn 

排列，使排列中的每个选手都战胜过排在他后面的 
所有诜手，这样竞赛图叫做 图 
tive tournaments ) , 在可侍递■竞赛 ■阁中 存 在着选手 
们相容的排列。 

图 12-2 

© 如果 u , M 的重数大于1,则 u ，6 f 中的一些重边可以用 U ,&) 来代替，其他重边可以用 (6, 4来代替。 

㊁ 这是在选手们比赛完之后从排列的角度看。 
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我们对一般图中的途径、路径和圈的定义进行修改，以获得与一般有向图中类似的概 
念。设 D = ( V ， A ) 是一般有向图，形如 

( 工 0 , x \) , ( xj , X2 ) 5 • • * > ( x m - j , x m ) (12-2) 

的」 n 个弧的序歹 lj 称为从顶点 . rn 到. r _ f 的 H 为 n 7 64右仓徐怒- 徐-坪 的起始了 f , 占-县 
止顶,4是 ~ r ‘ 当 X 。= 4时，有向途径是闭的，否则有向途径是开的。我们也可以 
把途径 (12-2) 表示为 

如 JI 途径中的_狐 部是五 如果有向迹中的里点也都不相同 （ 〜= 
4 g ) 情况除外），则称它 封闭的路径叫做圈。. 

例考虑图 12-1 中给出的5阶一般有向图，贝 ！ J 

d — e —> d —> e 

是一条有向途径； 

c — d ~^ e — c —> b 

是一条有向迹； 

c — d — e — a—b 

是一条路径； 

c~~^d^e~^c , c—d—c ， a—a 

中的每一个都是有 向圈。 □ 

一般直向图是连通的，如果它的基础一般图是谇,的„ 一 般有向 如果对 
于任意一对不同的顶点 a 和6,都存在从 a 到6和从6到 a 的有向途径 ㊁ 。如果把一般有向 
图想象为市区中连接不同区域的单向行驶的公路网，我们看到强连通性意味着：你可以沿着 
街道指定的方向，从市区的任何一个地方到达其他任何地方。 

例图 12-1 中给出的有向图是连通的，但它不是强连通的 Q 仅从顶点6的岀度为0这 

一点，就能很容易地发现它不是强连通的，比如，无法从6离开。 □ 

~ 一 ~ 

基二 图 D 中，有1 迹叫彳政 如果它包含了 © 的全部弧。 哈密尔顿路径县包 
有向哈密尔顿圈是包毐了全部顶点的有向團„ —— — 

下面的两个定理是定理 11.2.2 和定理 11.2.3 的直接类似，因此，我们省去它们的证明。 

定理 12.1.2 焚£)是一个连通有向图，则 D 中存在闭的有向欧拉迹.当且仅当其 每个 
顶点的入度都等干它的由唐„ 

定理 12.1.3 设0_是二^个连 通■有_ 向图， ： c 和 v 是 D 的不同顶点， _ MD 中存在一备从 .r 
到 v 6^ •向 g 拉迹，__当且反当 

丨） x 的出度比其入度大1; 

\ ii )： y 的入度比其出度大1; 


© 与途径和圏不同的是，我们使用‘‘路径”而不是“有向路径”。 
㊁ 因此，是一条路径。 
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liii ) 对任意顶点的人度与出度相等。 

i 于 Ghouila-Houri 0 给出了一个有向哈密尔顿圈存在的充分条件，我们也有一个与定理 
11.3.2 直接类似的结论，但是它的证明非常困难，下面只简单地叙述这个定理，在定理中， 
D 是一个没有环的有向图（也不是一般有向图) @ 。 

定理 12.1.4 设 D 是一个 没有任何环的强连通_有 向图」 如果对任意顶，钇 l 

jx 的入度 ） _+ { x 矽出」 


则 D 中存在有向哈密尔顿圈。_ 

下面我们来 说明： 一^竞赛图中总存在哈密尔顿路，也就是说，总能使选手按下面的顺序排列 

Pl ， p 2 , …， Pn (12-3) 

使得九胜 >2,外胜外，…， A ,- l 胜九。由于我们并没有强调每个选手必须胜他后面的所有 
选手，所以这个排列并不意味着是选手之间相容的排列，实际上，一个竞赛图中甚至可能存 
在有向哈密尔顿圈，这意 味着： 排列 （12-3) 中的每个选手都是第一名！ 

定理 12.1.5 任意一个竞.赛图 中存在哈座 Jfe . 顿 t 

证明： 设 JD 是一个 《 阶竞赛图，令 

y : ： ri — ^ 一…一工多 (12-4) 

是 D 中一条最长的路径，我们通过 说明: 如果/>< ”，那么就能找到一条更长的路径，来证明 
最长的路径 (12-4) 就是一条哈密尔顿路。假如 f<n ,使得不在路径 （12-4) 中的顶点集 U 
非空，设《是17中的任意一个顶点，如果存在一条从《到^ 或从巧 到《的弧，那我们就 
找到了一条更长的路。因此，假设:^和《之间的弧以 M 为终止顶点，类似地，假设心和《 
之间的弧以《为起始顶点，由此 可得： 路7中必存在两个连续的顶点而和々 + 1 ,使得々 
和 m 之间的弧以 w 为终止顶点，而 + 1 与《之间的弧以 w 为起始顶点，但这时， 

工 i —- 工々—工走 + 广 … 一>々 

是一条比7还长的路。我们现在留一个练习 题:利 用这个证明设计一个在竞赛图中求哈密尔 
顿路的 算法。 口 

下面通过给出两个具有某种实际意义的定理，来结束这段简短的引言。第一个定理是由 
Robbins © 给出的，该定理给出了那些具有强连通定向的一般图的特性，比如，该定理可以告诉 
没有单行道的城市交通工程 师:是 否能够(及如何)把所有街道改成单行道，而使人们能从市 

区中任何一个地方到达另外任何一个地方 @ 。 

• . •- - ■ .. .... . - - ■. .. -• - • . 

定理 12.1.6 设 G = ( 是 个连通图，则 G 有一个 强连通定向， . 当且仅当 G 中没有任何桥。 

证明： 首先，假设 G 有一个桥 a ，去掉 a 后，得到一个具有两个连通分支 = 
£1 )和(^ 2 = ( V 2 ，£ 2 ) 的不连通的图。如果规定 a AGi 指向 G 2 , 那么就不存在从 G 2 的一个 

㊀ A.Ghouila-Houri : Une condition suffisante d ’ existence d’un circuit hamiltonien f C.R. Acad . Sci. ,251( 1960), 494 。 

㊁ 从一个顶点到另一个顶点有多于一条的弧，不但对寻找有向哈密尔顿圈没有任何帮助，对寻找任何回路也没有什 
么帮助。 

㊂ H. E. Robbins ： A theorem on graphs, with an application to a problem in traffic cxntrol, Math. Monthly ,46(1939),281- 

283o 

@ 如果该交通工程师没能获得成功，对他的后果是可想而匆的！ 
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顶点到达 Gi 的一个顶点的一条有向途径。如果规定 a 从0 2 指向 Gu 那么就不存在从 Gi 
的一个顶点到达 G 2 W —个顶点的一条有向途径。因此， G 不存在一个强连通定向。 

现在假设 G 中没有任何桥，由引理 il .5.3, G 的任意一条边都包含在某个圈中。下面 
的算法确定了 G 的一个强连通定向。 

求无桥 连通图的一个强连通定向的算法 

" " " I .— '■ | 晒 | 丨 | — || 

设(2 = (7，£：)是一个没有桥的连通图。 

i ) 令 L /=0。 

ii ) 找出 G 的一个圈 

a ) 指定7中边的方向，使其成为一个有向圈。 . 

1 b ) 将 y 中的顶点放人17。 

iii ) 当时， 

a ) _找出连接 U 中一个顶点 t 和非 L / 中顶点: y 的边 a = | x ，_ y } 。 

b ) 找出一个包含边 a 的圈7。 

c ) 指定边 a 的方向从 x 到 3S 并继续指定 y 中边的方向，就好像要使它成为一个 
有向圈一样，直到到达1/中的一•个顶点 z 为止。 

d ) 将 y 中从到 z 的顶点全部放入 I /。 

JV ) 对还没有指定方向的每一条边指定任意一个方向。 

我们 在 i ») 的第 b ) 步中 ,包含边 a = 的圈可以通过在去掉边 a 后得到的图 

中找到一不莲接 J 和 y 的路径（比如，一条最短的路径）而得到。 我们还应该 明确 ： 

骤 iil ) 结束 ^ 即假如集合 U 确实获得了值 V ，则由上述算法得到的有向图就是 G 的 '^ T 
辟卩，则由 G 的麵性，必存在 一 a ， 懇 U 中一 t 顶点和非 U 中的一 t * 
顶点，又因为 G 中没有桥，由弓 I 理11.5.3,边 a 必包含在某个圈7中。因此， U 的终值必是 V 。 □ 

例 （交易问题 ) e 设有 n 个交易商匕，…， t „， 他们每人都带着不可分割的商品 @ 
到市场来交易，为简化起见，假定对每个交易商来说，他只能交易到一种商品，除了这个假 
定之外，商品可以自由地在交易商之间交换。每个交易商都把带到市场的 n 件商品（包括 
他自己的商品）按照他对商品的偏爱程度进行排列，排列顺序不能有并列的，因此， 

过直品韵雄到都是从丄袭市场活动的作用就是要在这 n 个交易商之间重新分配（或交 
换）商品的所有权，这样的一个交换叫做#。我们把分配看作是一个一对一的函数 

pi { ^ 1 J ^2 9 * * * > ^71 ^ 叫 <1，艺2，"•，,《 丨 ^ 

其中， 的意 m 是 :在分配中 ，交易商 t t 接受了交易 Tgo 的商遥。一 个分配^上卩做一 
±核心 : core 卩桌爸福宜卞窗荊旌雨少手 

得他们在这个子集中交易时，每个人都能获得比他在分配^中排位还高的商品©。例如，假 
设 n = 5, 交易商的偏 爱顺序由下表给定： 

㊀ 这个例子及其随后的分析中，有一部分内容基于文章 : “Oncoresand indivisibility ” ，由 L . Shapely 和 H . Scarf 发表于 Stud ¬ 
ies in Optimization , (MAA Studies in Mathematics , vol . 10), 1974 ， Mathematical Association of America , Washingtm , D . C ., 
104-123。 

㊁ 例如： 一辆车或一座房子。 

㊂ 换种说法 就是： 不存在少于〃个交易商的子集 S 和对他们的一个分配户、使 S 中的每个交易商均有~对 
〆 的商品排位髙于他对 p U ) 的商品排位。 
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( 12 - 5 ) 


表中第一行给出了 h 对商品的排列，因此，0认为的商品最有价值，其次的顺序分别为 
t 4 , H ， t u 的商品，表中其他行的意思是类似的。一种可能的分配"是 

该分配不是一个核心分配 ,因为' 


P (力1) = 艺4，|° (,4) = 广1 

对交易商 Q 定义了一个分配，在该分配中，他们每人都得到了比他们在分配 f 中价值 
还高的商品。在这个例子中， 一个核心分配是， : 

p* p f {ti) ~ t2, p* {ty) = t^, {t^) = t\, p* {t^) = t^, 

是否任何一个交易问题都存在核心分配？在本节剩下的内容中，我们将回答这个问题 0 。 □ 


有向图为交易问题提供了一个方便的数学模型。考虑有向图 D = ( V ， A )， 其中的顶点 
代表 n 个交易商，从每一个顶点向其他顶点画一个弧，包括向它自身也画个弧 @ ，因此，每 
个顶点的人度为 1 且出度也为 有向图 D 叫做对每个顶点 U , 
把 1， 2, …， n 标记（或赋权）在离开它的每条弧上，以与~的偏爱相一致。一个分配相 
当于把顶点划分成多个有向圈，这句话是下面引理的一个推论，该引理的意 思是： 从一个集 
合到它自身的一个一对一的函数，可以被看作是一个有向图，该有向图是由一个或多个没有 
共同顶点的有向圈所构成的。 

引理 12.1.7 设—个有赴 图^其中每个顶点的_出度至少是1,则 D 中存在有色 圏上 
证明： 构造有向圈的算法 如下： 


求有向圈的笪法 

(设 u 是任意一个顶点。 

] if ) 如果力与已经选过的某个顶点&相同0<0,则转到 iv )， 否则转到 iii ) 
1 iii ) 执行： 

L a ) 选择一条离开顶点 A 的弧 u .，: r £ + 1 ) 

㊀ 以肯定的语气。 

㊁ 因此，在每个顶点处都形成一个环。 



c ) 转到 ii )。 
iv ) 输岀有向圈 


~ T'' < 1 —■ ^ • ~~ nr • ■* ~ >■ qr. ~ y . 

J J I J I 4 J 

上结束，所以算法输出的确实是一个有向圈。 □ 

推论 12.1.8 吞 X 是71个元 J ： 的 農合 ， A 是一个一对一的函数， D f =( X , A f ) 

是有向图， ._ 甚 I 约 集合4/來_ 

Af- j (x ， /(x)) :x 在 X 中 —i 

贝 |J Ly 的屋可 以被划 jiLE ^ iU ^ aA ■恰 奸属干一个右命 

证明： 因为函数/是一对一的，由鸽巢原理的推论，/也是映上的。现在由弧集合 A f 
的定义，巧的每个顶点的入度和出度均为1，根据引理12.1.7, IV 中存在有向圈 y 。 如果 
每个顶点都是 y 中的顶点，则在这种情况下，我们的划分只包含一个否则去掉 y (包括 
它的顶点和弧），在剩下的图中，每个顶点的人度和出度仍为1，继续去掉有向圏，直到用 
完所有的顶点为止，这就得到了我们所需要的划分。 □ 

例对应于上例定义的分配^>和，中，有向图 I ), 和所给出的有向圈划分，分别如 
图 12-3 和图 12-4 所示。 □ 



图 12-3 图 12-4 

核心分配的存在性问题可以被看作是 9.4 节中所描述的 稳定婚姻问 marriage 
probkm) 的 g 接变 形，我们现在利用有向图模型来回答核心分在性问 i ’… 

定理 12.1.9 任何交易问题都存在一个核心分配 „ 

证明：该定理的证明说明了如何连续使用引理 12 . 1 . 7 证明中所给出的求有向圈的算法, 
产生一个核心分配。 

设交易商的集合为 V = ，考虑偏爱有向图 ( V ， Ai )， 其中，从心到 

t } 存在弧 U .4)， 当且仅当~在所有的商品中最喜欢~的商品。该有向图中每个顶点的出 
度均为1,因此，由引理12.1.7, D 1 中存在一个有向圈。令0是 71 中顶点的集合，，设 
D 2 =( V - V 、 A 2 ) 是具有顶点集 V - V 1 的偏爱有向图 e , 其中，从々到巧存在弧 U ，~)， 
当且仅当在所有 V - V 1 中交易商的商品中，~最喜欢~的商品。该有向图 D 2 中每个顶点 
的出度均为1，再由引理12.1.7,我们可以求得一个有向圈 y 2 。 令浐是 y 2 中顶点的集合，并考虑 


㊀ 充分 注意： D 2 的顶点集只是交易商的子集。 



第 12 章有向图及网络 343 


偏爱有向图 D 3 = ( V -( V^U V 2 ), A 3 ), 以此类推，分别得到个具有顶点集 V 1 ， 
V 2 ，...， V * 的有向圈，…， yj ， 其中， V 1 ， V 2 ,…， V "是交易商集合 V 的一个划 
分，圈集 r 确定了一个分配…每个交易商恰好，是 r 中一个有向圈中的顶点，在该有向 
圈中，存在从&到某个~的弧， 定 X P ( t p 、= t q ， 就得到了一个分配。 

下面我们证明分配^是一个核心分配。设 L 7 是少于 n 个交易商的任意子集， j 是满足？7 
门0乒0的最小整数，则 

妒 U … U v * = V -( v 1 U … U ”一 1 ) 

且 L 7 是有向图 a 中顶点的子集。设匕是 L/fl V 中的任意一个交易商，贝 IJ 在分配 p 中 ， G 
得到的商品是他在 ^-( ViU … UV ^ 1 ) 中交易商的商品中排位最高的商品，因而也是 L 7 中 
所有交易商的商品中排位最高的商品。所以，在与 U 中成员的交易中，~不能得到比他在 
f 中排位还高的商品，因此， （0 是一个核心分配。 □ 

考虑由表 (12-5) 所确定的交易问题，其偏爱有向图 D 1 如图 12-5 所示，该有向 
图中有向圈 ，即： 

其偏爱有向图 D 2 如图 12-6 所示，它由两个不相交的有向圈构成，即 

我们可以剔除其中的任意一则另 夕卜^ 就是偏爱有向图 D 30 。 该问题的一^核心分配是： 

p { t \) — t ^, p { t ^) — p { t ^) — ti , p { t 2) — t 2, pits ) — □ 



i 示一个网^ ^ 


网络中要处理的一个基本问题 就是： 在有向图中所给定的弧及其所给定弧的容量的限制 
下，把一种物质从源移到目标。正式地说，的流 X flowi 定 义为二 di a 数 f , 它为琴 

•满足 下列条 #带1 r ^ — 

© 一般而言,当一个偏爱有向图是由两两互不相交的有向圈构成的话，则由定理 12.1.9 的证明中构造的核心分配 p 也就 
确 定了。 
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i )0<f( a )<cU) (jl 过一条弧的 流是非负的， 日不賴 g 弧的容 g): 

Ji) 对每个顶点 x 六山 2/(«)= 2/(«)(对每个不同于源和目标的顶点 A 进人 


( 12 - 6 ) 


(12-7) 


(其共同值为从源到目标的流量），我们来证明下面的结论。对任意顶点集 L /， 令 

U = 在 U 中， r ( a ) 不在 L 7 中 } 

和 

U = \az t ( a ) 不在 17 中 ， r ( a ) 在 U 中！ 

引理 12.2.1 g / 是网绎 N = ( V , A , s ， t , c _) 土趨 ■^源 

2/(«) - S /(«)= 2 /(«)~ S /(«) 

a 在 G 中 《在^ 中 c ( a)^s r ( a ) = s 

证明： 用两种方法来求下述和式 、 . 

2( 2 /(«)- 2 /( a )) (12-8) 

x 在 U 中 c ( a ) = x r ( a ) = x 

的值。一方面，由流的定 义知： 除了与顶点 S 有关的项之外，在外层和号中的所有项均为 
零，因此，和式的值为 

2 /(«)- 2 /( a ) 

i ( a) = s r ( a )=s 

可以把表达式 (12-6) 改写成下面的形式 

E E / U )- S S /( a ) 

•r 在 17中 = * x 在 1/中!*( 0 ；)=工 

等价于、 . ：:： - " 

.. ■ ■- *■ - - . ... - ..... . . .. ■ 

* * ■■ *• ^ ... . •"** ■ • a 

2 / («) - -2 / ⑹ (12-9) 

i ( a ) 在[/中 rU ) 在 L ； 中 

由于起始顶点与终止顶点均在 L / 中的任意一条弧 a 上，对于和 (12-9) 的净增值是 
/ u )-/( a ) = 0, 因此，和 (12-9) 等于 _ 

Z /(«)- Z /( a ) -:一' • — '• ‘… 

a 在 C 7 中 a 在 U 中 


；- '' 1 ' t^a) = x T(a) = x 

X 的流量等于流出 a : 商宽董 7^ 

为了说明流出源的净 流量： 

S /(«)_ S / U ) 

c(a) = s r(a) = s 

等于进入目标的净 流量： 

i—' — 1 "' 

2 /( a ) - 2 fia ) 

r(a) — t t(a)— t 

..11 —I I ' "" I— I "— —" "*** 


所以，引理 12.2.1 中的等式成立。 


□ 
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在引理 12.2.1 中， 取;7= V - UL 则 G 是终止顶点均为 j 的所有弧的集合 ， U 是起 
始顶点 均为广 的所有弧的 ~ ——— 


2 / ( a ) - X ) / ( a ) = X / / («) ~ 2 / («) (12-10) 

c ( a ) = s r ( a ) = 5 r ( a ) = t «( a ) = t 

在式 （12^:10) 中，两个表达式的共同值叫为 

给定一个网络 iV =( V . A . s . t , c ), N 中的一个疏是 i i : '4. 如果在 iV _ 的所有雖中，它的 
值最太^最大流的值(流的最大值)等于与网络相关的另外一个量的最小值，我们将仅在容量 
函数是整数值 e 的情况下，来证明这一重要事实。在证明该事实的过程中，我们得到了一个构 
造最大容量的算法。 

网络 iV=(V,A 山？， C) 中的一个 ft 是弧的集合 C， 它満 足^、邑 目标 z 的每 爸路 ^ 
g 少包含中的一 gll。 割 C 的容量 _ ca p(C) 是 C 中所有弧的容量之和。一 个割是蓋小割 
，如異它在 N 所有割中容量最小1 

’ 如果 [/ 是包含 s 但不包含 f 的顶点集，则 U 显然是一个割。 :-个割 : minimal _ 
cut ) ， j 卩果丛 _ 中去掉任意一条弧后所得的集 佥^再是割了© (这竟味着：对 C 中的每条弧 
都存在一条从 5 到？的路，该路4^包含 a ，但不包含 C 中其他的弧)。我们首先 证明： 任何极 
小割都是对某个这样的 L ； 的形如 D 的割。这意味 着: 一 个割的最小容量是通过形如 U 的割 

而得到的。 :兔 ...： ‘： W . ; 

---- 

引理 12.2.2 设 C 是网络 iV =( 的一个 g ■小 割. [J 是所有这样的顶点 _r 

的集 會 :从源 s 到: c 存在一争_路径，该路径不含 c F 的弧，则 ^ 7 jlc ^ ! 

证明：我们注 意到： 5 在1/中，这是因为只由顶点 s 构成的路径是一条平凡的路径，该路径 
中不含 C 中的弧。因为 C 是割，所以目标 （不在 U 中，从而 U 是割。又因为 G 中的每条弧 
U ，3；) 必>须都在 C 中，否则将存在一条从 s 到 y 的路： 该路不含 L 7 中的弧，且 就会在 U 
中。 因此 Gee 。 

5见在设 a = U ，6) 是 (：中 任意一条弧。因为 C 是一^极小割，所以存在从 5 到？的一条路 
该路中包含 a , 但不含 C 中的其他弧，这意 味着： a 的起始顶点 a 在 U 中。假如存在一条从 s 
到6 m /,该路中不含 C 中的弧，则/连接 y 从6到 t 的部分，将是一^从5到路，该 
路中不含 C 中的弧。由此可知， a 的终止顶点6不在 L 7 中，所以， a 属于 G ， 且 C^Uo □ 

下面我们来证明非常重要的。 

定理 12.2.3 / V 二 （ V . A.nd 署一个网络.则 .？ V . 中一个流 6保 女植扁干 ? V 中^- 
个割 的 最小容 量。 hijo 话说,一 个(蕞大 流的 廢兮一小(^?5]的寥章 如果所有弧的容量都 
是整数，则存在一个所有值也都是整数的最大流。 

证明：我们仅限在容量值都是整数的假定下来证明这个定理。整个定理的建立，可以借 


© 由此可知，通过对所有有理数选择一个共同的分母，则对值均为有理数的容量函数也是成立的。在容跫函数的 
值不都是有理数的情况下，我们不得不采取一个极限过程。 

㊁ 因此，最小割是从算术量的角度定义的，而极小割是从集合论的角度定义的，如果所有弧的容量都是正的话, 
则最小割就是极小割。 
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助于有限的讨论来完成。 

证明中的第一部分并没有用到容量函数的整数性质。我们首先 证明： 对于任意的流/ 
和任意的割 C ， 有 


val (/ Xcap ( C ) 

由引理 12.2.2 知，只要证明对形如 UU 的割，这个不等式成立就可以了，其中 U 是$在1/ 
中且 t 不在 U 中的顶点集。根据引理 12.2.1 及流的值非负的事实，有 

val (/) = 2 f ( a )~ ^ f ( a ) 

«在0中 a 在 G 中 

._ ； < 2 jc («) 5 * 

— » -- ..... 

cr 在 ㉙ 

..... 一 . ...... ...... ~ cap U . . ， : 一 -...... 一 '' 

剩下的就是要 证明： 存在一个只有整数值的流/和一个割使得 val (/) = ca P (6)。 这 
样的流/就是一个最大流，而这样的割亡就是一个最小割。 

从 N 上任意一个整数值的流/开始。所有流的值都 为零的 零流满 足这一要求，尽管一 

般而言，通过反复试验，可以找到一个整数值的流 —— 就当前的问题而言-个合理的整 

数值的流。下面我们叙述一个算法，该算法将导致以下两种可能 之一： 

突破 （ Breakthrough ) :找到■工 个整数值的流广，满足 val (_ 〆 ） = val ( f ) + l , 在这种情 

况下 >， .我迫用=.广来重复此算法。 . -一 . . . 

非突破 （ Non - Breakthrough ) _破没_有发生在这种情况下 我们给出一•个割，其容量等 
于流/的值。这个割就是我们所期望的最小割£，而该流/就是我们所期望的最大流/。 

_§姦流算法 • 

r 在网络 n =( v ， a ， s j ， c ) i ， 从任意一个整数值的流/开始。 

\ i ) 令 LT = | j?L 

ii ) 当存在一条弧 a = ( x ，30, 满足下列两条之 一时： 

， a ). 1 在 U 中 ， jy 不在 1/中，且 /( a )< c ( a )， 或 

. b ) x 不在 (7 中， y 在1/中，且 / U )>0， 

把放人 U (在情况 ( a ) 时）或把 x 放入 L 7 (在情况 ( b ) 时)。 

^iii ) .输出 L /。. \ 〜 

这样，在这个算法中，我们是要做下面的两件事之一：丨）寻找疔中的一条弧 .（从 s 
流向 i ) ， 其流量值小于其容量 {t (弄通过把弧的终止顶点放人1/来修改 LJ ) ;或 I V 寻找 
&中的一条弧 （从 z 流向 其流量值是正的 （并 通过把弧的起始顶点放人 U 来修改17)。 
当网络中再没有这样的弧时，算法结束，于是输出当前的集合17。 

根据目标 i 是否在 U 中来考虑下面的两种情况，我们将会看到，这两种情况对应于突 
破和非突破。 

情况1:目标《在 U 中。 

根据算法，对某个整数 m ， 存在不同顶点的序列 
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^0 ~ - S ， 工1，， •“，工 w — 1 j — t 

使得对任意的_/_ = 0,1，2,…， m-l ,必发生下面两种情况 之一： 

I ) 巧= (%，_々 + 1 )是网络的一条弧，满足 /(c^'XKoy); 或 
ii ) ay = (：Cy + 1 ，: r ; +) 是网络的一条弧，满足 /(Oy)>0。 

下面在弧的集合 A 上定义弧的一个整数值函数/: 

7(a) + 1,如果 a 是上述 i ) 中的弧士之一 ■ 

/ U) =^/(a)-l ,如果 a 是上述 11) 中的 ay 之一 
-/(a ), 其他情况 

由/的定义及所有容量和流/的值都是整数的假设，有0</ (a) (a ) 0 这样的/是 

一个流，因为我们只需要通过说明：对任意一个顶点 a ，j = 1，2 ，…， m - 1 ,进人的 
总流量等于流出 A 的总流量就可以来验证(例如，如果（巧^，X ；)和（巧 + 1 ，七）都是 
弧，则流量在: ry 的净变 化为： +1-1 = 0)。流/的值 val (/) 等于 val (/) +1，这是因 
为：当 （s，xO = U 0 ， ：^)是弧时，流岀 s 的流量増1:而当 ( x u s ) = (xi, ^o) 
是弧时，流入 s 的流量减1。无论是那种情况，从 5 处流出的流的净增量为1。 

情况2:目标〖不在 LJ 中。 

在这种'I况下， 巧是一 个割，根据该算法有 . 

j ) 对 U 中的每条弧 a ，有 /( a ) = c ( a ) ; 
ii ) 对&中的每条弧，有 /( a) = 0。 

因此， 

val (/) - 2/ («) - 2/ (a) 

中 《在 D 中 

= 2 C ( « ) 

^capU 

所以/=/是一个最大流，而 £ = G 是一个最小割。 口 

在结束本节之前，再通过最大流最小割定理，推导两个重要的组合学结论，包括第9章 
的 K6nig 定理。 

例设 D = (V，A) 是一个模拟通信网络的有向图，顶点代表网络中的接点（中继点）， 
弧代表有向(单向)通信线路，考虑相应于V中的顶点 s 和 t 的两个接点。通过铺设有向线 
路，我们希望建立一个从 s 到 i 的通信线路。因为通信线路可能会发生故障，为了在发生某 
种故障的情况下，也能从 s 向 f 发送信息，则在有向图中存有冗余是有必要的， S 卩： 即使某 
些弧有故障也仍能使信息从 s 到达 i。 我们在 D 的弧中定义一个立- 分离集 S 为 D 的弧的集， 
使得在从 s 到 〖的 任意一条路，至少使用 S 中的一条弧。只有当分离集中的所有弧都发 
生了故障时，才不能从 s 向 i 发送信息。下面的 Menger 定理刻画了具有最少弧数的分离 
集的特性。 □ 
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定理 12.2.4 设 5 和 r 是有向图 D = ( V , A ) 中的不同顶点，则从 s 到 z 的逐对弧不' 
相交的路径的最多数目等于一个分离集中弧的最少数目。 

证明： 设尺=("，4, 5 ,〖^)是每条弧的容量均为1的网络，则 N 中的割是 D 中的一个 
st - 分离集 (反之亦然），且割的容量等于割中弧的个数。 

考虑 iV 中的一个整数值的流/,令 val (/) = p , 因为所有容量值为1，所以/的取值 
只能是0和1:对每条弧《，/或“选取” a (当 / U ) =1时），或不选取 a (当 /(«) = 
0时）。通过对进行归纳法，证明从 s 到 i 存在条逐对弧不相交的路径，这些路径由经/ 
所选择的弧组成。当 p = 0 时，是一种平凡情况。则存在从5到 i 的一条路径 y ; 
否则，如果 L 7 是从 S 能够沿一条路径到达的顶点集，则0 = 0是 JV 中容量为零的割，这与 
夕矛盾。设/是由/通过对 y 的弧流的值减1而得到的值为 P - 1的整数流，则根据归 
纳法，从 S 到 i 存在户 -1 条逐对弧不相交的路径，它们由经/所选择的弧组成， 这 P -1 条 
路径与 y —起就是 A 条逐对弧不相交的路，它们由/所选择的弧组成。 

反之，如果从 S 到 i 存在 f 条逐对弧不相交的路径，则显然 N 中存在值为的一个整 
数流。根据最大流最小割定理12.2.3,该定理得证。 口 

回忆第9章和第11章，二分图 G 是一个简单图，其顶点可以被划分为这样的两个集合 
X 和 Y : 使得任意一条边都连接 X 中的一个顶点和 Y 中的一个顶点。集合对 X ， Y 叫做 G 
的一个二分划，根据第9章， G 中的一个匹配是逐对顶点不相交的边的 集合； G 的一个覆 
盖是满足下述条件的顶点集 C : 使得 G 的每一条边至少有一个顶点在 C 中。 G 的一个匹配 
中边的最多数目 记为 〆 G ), —个覆盖中顶点的最少数目记为 c ( G )， 下面说明如何根据 
Mengei •定理 12.2.4 来推导第9章中的推论9_.2.4。 

定理 12.2.5 设 G 是一个二分图，则 〆 G ) = c ( G )。 

证明： 设 X ， Y 是 G 的一个二分划，先构造一个有向图 D = (XU YUb ， d , A )。 

设 s 和 i 是不属于 XUY 的不同元素， D 中的弧如下 得到： 

i ) 对每一个: c 属于 X ， （ s ，_ r ) 是 N 的弧； 

ii ) 对 G 中的每一条边 U ， W ， （工，： y ) 是 iV 的弧（从而 iV 的所有弧都是从 X 到 : y 
的方向）； 

iii ) 对每一个: v 属于 (3 S 是 N 的弧。 

设 n ，…， A 是从 s 到〖的 D 中逐对弧不相交的路径的集合。对 X 中的某个 A 和 Y 
中的某个: y ;， 每条路径 h 都形如 . x ; , 乂，？，.且边，： yj ， …，1 1巧，构成 G 的 
大小为 p 的一个匹配。反之，根据 G 中一个大小为的匹配，可以构造出 D 中的 A 条逐对 
弧不相交的路径，因此 ， p ( G ) 等于 D 中从 s 到 t 逐对弧不相交的路径的最大数目。 

现在设 C = X UY 是 G 的一个覆盖，其中 Y ^ Y , 因为 D 中从 s 到 i 的每条 
路径都使用一条形如 U ， J ) 的弧，其中 U ， W 是 G 的一条边，所以 

S = { ( s , x ) |： 1 ：’属于又'」口丨 （.> / ，0 |：/属于¥ _/ } (12-11) 

是 D 中的一个分离集，其中 | C | = | S |。 反之，如果 S 是 D 中形如式 (12-11) 的一个 
st - 分离集， 则由 c = x/li r 定义的集 C 是 G 的一个覆盖。现在假 设丁是 D 中任意一个於 
分离集，则将： T 中形如 U ，3；) 的弧（工属于 X ， y 属于 Y ) 用弧 U ， 工）代替，所得到 
的集合卞也是一个^-分离集。此外，对某个叉 / 。叉及7 / £7,卞具有式（12-11)的形 
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式，且(因为，比如： r 中可能存在多条形如（: r ，•） 的弧），并且 x ' ur 是 G 
的一个覆盖。所以 £ (6)等于1)中一个对-分离集中弧的最少数目，因此，由定理12.2.4，有 (0 
( G ) — c ( G ) 0 □ 

12.3 练习题 

1. 证明定理12.1.2。 

2. 证明定理12.1.3。 

3. 证 明： 的一个定向是一个可递竞赛图，当且仅当它不存在任何长度为3的有向圈。 

4. 给出一^有向图的例子，其中不存在有向闭欧拉迹，但它的基础一般图中存在闭欧拉迹。 

5. 证 明： 一个有向图中不存在有向圈，当且仅当它的顶点可以从1到 n 标记，使得每条弧 
的终止顶点比其起始顶点的标记大。 

6. 证 明： 一个有向图是强连通的，当且仅当存在一个闭的有向途径，它包含每个顶点至少 
一次。 

7 . 设了 是任意一个竞赛图， 证明： 为了获得一个带有有向哈密尔顿圈的竞赛图，最多只 
需改变一个弧的方向就可以了。 

8. 利用定理 12.1.5 的证明，写出一个算法，用来确定竞赛图中的一条哈密尔顿路。 

9. 证 明： 一个竞赛图是强连通的，当且仅当图中存在有向哈密尔顿圈。 

10. 证明： 每个竞赛图都含有一个顶点《，使得对所有其他顶点都存在一条从 M 到 ； r 
的、长度不超过2的路径。 

11. 证明： 每个图都有这样的性质，即它的每条边都可以定向，使得对每个顶点： r ， 其人 
度和其岀度之差最大为1。 

*12. 设计一个算法，在强连通竞赛图中构造一个有向哈密尔顿圈。 

13. 利用 12.1 节中的算法，确定图 11-15 到图 11-18 所示图的强连通定向。 

14. 证明定理 12.1.6 的下列 推广： 设 G 是一个连通图，则当每个桥 U ， 6丨都用两个弧 
U , 6) 和（6, a ) 代替后，即每个方向都有一个弧，就可以给出 G 的剩余边一个定 
向，使得所产生的有向图是强连通的。 

15. 修改 算法： 构造无桥连通图的一个强连通定向，使其适用于习题14的情形。 

16 . 考虑这样一个交易 问题： 交易商~把他自己的商品排在第一位。 证明： 在任何一个核 
心分配中， q 总是持有他自己的商品。 

17. 构造一个具有如下性质的交易问题的 例子： 其中有72个交易商，且在每一个核心分配 
中，恰好只有一人能得到他排位第一的商品。 

18. 说明： 由下面的偏爱表给出的交易问题恰好有两个核心分配。 




艺2 



2 

1 

3 


3 

2 

1 

h 

1 

3 

2 


这两个结果中的哪一个是应用定理 12.1.9 的构造性证明得到的? 
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19. 在一个交易问题中，假设一个交易商把他自己的商品排在了第々位， 证明： 在任意一个 
核心分配中，该交易商获得的商品排位不会低于々（因此，一个交易商是不会拿着比他 
带来的估价还低的商品离开交易场的）。 

20. 证 明： 在利用定理 12.1.9 的构造性证明得到的核心分配中，至少有一个参预者获得的 
商品是他估价最高的。通过例子 说明： 可能存在这样的核心分配，其中任何一个参预者 
都得不到他的首选商品。 

21. 证 明： 在一个交易问题中，存在一个核心分配，使得每个交易商都得到他排位第1的商 
品，当且仅当用定理 12.1.9 的证明构造出的有向图 D 1 是由两两没有公共顶点的有向圈 

构成的。 3:'. : w 

22. 在如下偏爱表所示的交易问题中构造一个核心 分配： 




广2 

h 

艺 .4 

乙5 


h 


2 

3 

1 

4 

7 

5 

6 


1 

6 

4 

3 

2 

7 

5 

h 

2 

7 

3 

5 

1 

4 

6 

广4 

3 

4 

2 

7 

1 

6 

5 

^5 

1 

3 

4 

2 

5 

7 

6 

广6 

2 

4 

1 

5 

3 

7 

6 


7 

3 

4 

2 

1 

6 

5 


23. 明确写出定理 12.1.9 中所隐含的求核心分配的 算法。 

24. 确定图 12-7 中每个网络 

最大流和一个最小割（弧边上的数是该弧的容量）。 

25. 在练习题24所给网络上的有向图中，确定从 s 到^ 
的逐对弧不相交的路径的最大数目，通过给出一个 
具有相同弧数的泰分离集，来验证该数目是最大 
数目（参看定理12.2.4)。 

26. 考虑图 12-8 所示的网络，其中有三个代表某种商 
品的源51，&和 S3 以及三个目标（ 1 ， （ 2 和（ 3 。每 
个源都有某种特定的商品要出售，而每个目标也都 
在需求某种特定的商品，它们的供应量和需求量是 
供应点和收点旁边括号里的数，供应品要在每条弧 
的容量限制下从源流向目标。在现有的供应量下， 
确定是否所有需求都能同时满足（处理此问题的一 
个可能的办 法是： 引入一个辅助的源5和一个辅助 
的目标 i ， 从 S 到每个&的弧的容量等于&的供应 
量，且从每个^到 i 的弧的容量等于^的需求量， 





图 12-7 
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然后，在这个扩展的网络上，找出从 s 到 z 的一个最大流，并检查是否所有需求都已满 


足）。 



[5] 


叩] 


h [4] 


27.在练习题26中，将&处的供应量分别改为6, c ， 再确定就现有的供应量 
下，是否所有需求都能同时满足。 

18.建立并证明一个定理，在带有多重源和多重收点的网络中，给出存在一个流，使得以 
给定的供应量同时满足所有需求量的充分必要条件。 

29. 考虑长度为 n 的2” 个二进制序列的集合 A 。 这道练习涉及到2” 个0和1的一个循环 
排列 y „ 的存在性，该中 2" 个连续 7 Z 个比特位的序列构成 A 的全部序列，这些序列 
是互异的。这样一个循环排列就叫做 deBmijn 圈。例如， 若 n =2, 则循环排列0, 0, 
1，1 (把第一个0看成是接在最后的1之后）给出4个序列0, 0; 0, 1; 1, 1; 1, 0 o 
对于 n = 3,排列0, 0, 0, 1，0, 1，1，1 (看成是循环的）是一个 deBmijn 圈。 ; 现在 
定义一个有向图 r „， 它的顶点是 2 ” _1 个长度为《 - 1的二进制序列。勞定两个这样的 
二进制序列 i 和； y ，我们从到: y 放一条弧 e ，.假设. x 的最后 n - 2个比特与： y 的前?2 
-2 个比特相同，此时我们用: c 的第一个比特位标记 

i ) 证明 r „ 的每一个顶点的人度和出度都等于2。于是， II 有总数为 2.2”- 1 条弧。 
ii ) 证明是强连通的，从而 r „ 有一个闭的欧拉有向迹（长为2")。 
iil ) 令6 2 ，…，6 2 »为遍历 r „ 的一个欧拉有向迹时的那些弧（看作是循环排 
列）的标记。证明 6 i ， & 2 ，…，& 2 "是一个 de Bruijn 圈。： 

iv ) 证明，给定有向图匕的任意两个顶点 X 和 3 S 存在一条最多长为 n -1 的从 i 
到3/的路径。 , . 





在第 2 章的图论中，我们学习了与图有关的一些基本的数，其中最为著名的是与 四色问 
题 有关的 色数。 100多年来，如下问题曾经一直未被解决 e : 考虑画在平面或球面上使各国 
相连的一张地图。要求一个区域用一种颜色着色，并使相邻区域的颜色不同，那么用4种颜 
色以这种方式就足以对任何地图进行着色吗？简短的回答是肯定的，但详细的回答需要严格 
的论证 @ 。实质上，要借助计算机来进行计算。四色问题可用图论的语言重新 描述： 在每个 
国家内部各选一个顶点，每当两个国家共享一条公共边界时就用一条边连接这两个顶 
点， 以这种方式得到 t 个平面图，称为该地 将地图卜_的区域着色,使得相邻区 
域的颜色不同，这等价于对它的对偶图中的顶点着色 @ ,使得两相邻顶点的颜色不同。因 
此，四色问题也可陈 述为： 毎一个乎面图是4-可着色的 ％ 在本章中我们将 证明： 每一个平面 
图是5-可着色的，并更广泛地探讨图的着色问题以及有关其他图的参数。 

13.1 色 ii . 

本节中，我们只考虑简单图，因为连接一对不同的顶点，无论出现一条以上的边还是 
圈，对所考虑的这类问题都没有实质性的影响。 

设 g_'(y，£) 是二个图， g 控顶点 f 色就是 对 gj 勺 y 个顶_点提 定 二杜题 鱼， i 使搔担 
令 n 顶点有不同的颜色 。 如果这些颜色选自于一个有々种颜色的集合而不管&种颜色是否都用 ' 
到，那么 m 点着色称为々-顶点着色，简称为卜着色。如果 G 有一个卜着色，那么称 G 是々- 

i 吏镘■丘 是>可養色的最小用 Z ( G) 表示。 这些颜色本身的 
性质 ® 并不而有 sfi •简单地用整数1， 

2, 3,…来指定颜色。 同构图 | 有相同的色数 . 

将 jg ■ 有仟何仂的图 紋 w jj ^ iCT mm .. 座示 „ 

定理 13.1.1 i^G ^ 一个阶图.其中 ， J lL . 

l <^( G)<n 

而且， X ( G ) = « 当且仅当 G 为^¥3)， ％ CG ) = 1 当且仅当 G 为 

— . I — I, 1 I ~ r " 11 • | — 间 *1^ 

© 100多年未被解决的问题不是自然就出名的。使4色问题如此著名的原因在于该问题叙述简单并且几乎所有的人 
都能理解。除此之外，这个问题还非常具有吸引力！ 

㊁ 至少当前所知的证明是如此。但是，证明4种颜色足够却超出非专业人员的能力。曾经尝试过一些初等方法但 
都失败了！关于4色问题的简单来历见 1.4 节。 

㊂ 只有一个或多个（一般只是有限多个）公共点的两个国家不能认为具有公共的边界。 

@更准确地说，看成是对顶点指定颜色。 

㊄ 我们是不是应该说颜色？ 

㊅ 零图未必就是空图，因为它可能有顶点。空图是没有顶点的图。因此，图 G = ( V ， £) 是零图当且仅当£ = 

0而 G 是空图当且仅当 V =0 (从而£ = 0)。空图是非常特殊的零图，即0阶零图。感觉混乱吗？别担心。只 
要记住，零图没有边。 ^ 
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证明： 因为具有一个或更多顶点的图至少需要一种颜色，并且，将 n 种不同颜色任意 
分派到 G 的顶点上都为一顶点着色，所以不等式显然成立。在的任何顶点着色中，没有 

任何两个顶点能指定为相同的颜色，因此， X ( K „) = n 0 假如 G 不是一个完全图，那么存 
在两个不相邻接的顶 点工与 3；，将: r 与3^指定为相同的颜色，而将剩余的《 _2个顶点指定 

为不同的颜色，得到 G 的一个 ( n -1) -着色，所以， %( G )< n - l 0 将尺„的所有顶点指 

定为相同的颜色是一个顶点着色，因此， X ( NJ 二1。 假设 G 不是零图，那么存在邻 
接的顶点 工与 y ， 并且，对于 G 的任何顶点着色，： c 与 y 不能被指定为同一种颜 
色。'所以， X ( G )>2 。 □ 

推论 13 . 1.2 .设 G 是一个图， H 是 G 的一个子图， 那么％ ( G )> X ( H )。 如果 G 具有 
一个等于阶完全图 Kp 的子图 ㊀ ，则 X ( G )>^。 

证明： 按照色数的定义，如果 H 为 G 的任一子图，那么 X ( G )> X ( H )， 利用定理13.1.1， 
则得： 


X ( G )> X ( K fi ) = p 


□ 


例设 G 为如图 13-1 所示的一个图，因为 G 具有一个 
与 K 3 等同的子图，故 G 的色数至少为3。现 也顶点 : c 和 w 
涂红色，将顶点《和^涂蓝色，将顶点 z 涂绿色，我们得到 

G 的一个3-着色，即得 X ( G )=3。 □ 

设 G = ( V ,£) 是使用颜色为1，2, 3,…，6的一个々- 
着色图，用 V ;表示顶点被指定为颜色£ (f = l ， 2，…，々）的 
所有那些顶点的子集，于是， R ， V 2 , …，％是 V 的一个划分，称作而 
且所导出的子图 G Vl ， Gv 2 , G & 都为零图。相反，如果能将这些顶点划分为是个部分, 

每一部分导出一个零图，那么色数最多为因此，描述 G 的色数的另一种方式是色数 



X(G) 是使得 G 的顶点可划分为 6 个子集且每个子集导出一个零图的最小整数 6。在图 13- 
1所描述的图的着色问题中，色划分分 别为： U，W (红色顶点）， U，W (蓝色顶点）， 
U( (绿色顶点）。运用这些概念，便可得到关于图的色数的另一个下界。 

推论 13 . 1.3 设 G=( V~，£) 是一个 n 阶图， g 是导出子图且等于零图 N„ 的最大^ 
阶数，则㊁ 

X ( G )>\ ^ 

证明： 设: t(G) =々，令％, V 2 , …，. V k 为 G 的一个色划分，则对于每一•个/有 
I | ，且 


因此 


V 卜全| 

i = 1 i- 1 

X(G) = k>?i/q 


㊀ 这个子图必然是导出子图。 • 

㊁ 回顾 z 的上取整 「x 1是使得的最小整数 a 。 
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因为 X ( G ) 为一整数，故推论成立。 □ 

例继续考虑图 13-1, 对该图验证可得到导出的零图的最大阶数为？ = 2 ( 即： 每三个 
顶点中，至少有两个为相邻顶点），因此，由推论 13.1.3 再次 得到： 

X ⑹ >「5/2] =3 □ 

根据定理13.1.1，色数为1的图是零图，于是自然引出对色数为2的图的特性进行探 
索。色数为2的图具有一个包含两个集合的色划分，这便引出了二分图。 

定理 13.1.4 设图 G 至少有一条边，那么 X ( G )=2 当且仅当 G 为二分图。 

证明：至少有一条边的图的色数至少为2。如果 G 是一个二分图，那么将左边顶点着 
红色，右边顶点着蓝色 e , 便得到图 G 的一个2-着色。相反，从2-着色得到的色到分是 G 
的一个二分化，于是， G 是二分图。 … . . ' □ 

根据定理 11.4.1 和定理 13.1.4 得到： 一个非零图的色数为2当且仅当每个圈有偶数长 
度。色数为3的图可能有非常复杂的结构并且不具有简单的特性。 

例 （调度问题） 许多调度问题都可用公式表示为求解图的色数问题（但经常用于处理 
比色数小的数)。其基本思 想是： 将一个图与一个调度问题相联系，其顶点为要调度的“任 
务”，每当两任务间发生冲突时就在它们中间画一条边，这样两个任务就不会被安排在同一 
时间。 G 的一个色划分提供了一个没有任何冲突的调度表，这样，图的色数就等于无冲突 
下调度表中时间间隙的最小数。 

例如，假设要调度9项任务 a , ，这里每项任务与其随后的任务相冲 

突，且 i 与《相冲突。在这种情况下，冲突图 G 为一个阶数为9的图，其边被安排在长度 
为9的一个圈中。在该图的任意5个顶点中，至少有2个是相邻接的，因此，在推论 

13.1.3 中的 g 值最大为4,从而， X ( G )>3 0 容易找到一个3-着色使 X ( G ) =3，所以该调 
度问题需要3个时间间隙。 □ 

求出一个图的色数是一个难题，对此至今没有一个已知的好算法 @ ，所以对图的色数进 
行估计以及寻找在使用的颜色数“不太大”的情形下顶点着色的某些方法具有非常重要的意 
义。在推论 13.1.2 和推论 13.1.3 中，我们已给出了关于色数的两个下界，定理 13.1.1 包 
含一个上界，即对于 n 阶非完全图其上界为72-1，不过该界值没有多大的意义，人们希望 
做得更好。实际上，我们将证明从顶点的度中会得到更好的界值，并且为获得不超过这种界 
值的顶点着色存在一种简单算法，该算法是贪婪 ( greedy ) 算法©的另一个实例。贪婪算法是 
按顺序取第一个可用的颜色而忽略对以后的顶点可能会产生的后果。我们使用正整数对顶点 
着色，因此，就可谈论一种颜色小于另一种颜色了。 

顶点着色的贪婪算法 

设 G 是一个图，它的顶点按某一顺序记为 q ， x 2 , …，〜。 
i ) 对顶点^指定颜色1。 

© 当然，把左和右用作两种颜色我们可以说“给左顶点着色左而给右顶点着色右”。 

㊁ 一种好算法是其所需要的步数像图的阶数的多项式那样地增长。大多数专家相信不可能有好的算法。 

㊂ 最小权生成树的贪婪算法在 11. 7节给出。不同于构造最小权生成树的这一贪婪算法，当前的算法只是给出色数 
的一个上界。 
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ii ) 对每个〗= 2,3,…，《，令 p 是与&邻接的顶点 a ，…，中没有任何一个顶 
点着色 f 的最小的颜色，并且对^指定颜色 f 。 

定理 13.1.5 设 G 是一个图，对于该图顶点的最大度为△，那么贪婪算法产生 G 的顶 
点的一个 (厶 + 1 )—着 色 ㊀ ， 因此 

X ( G)<A + 1 

证明： 贪婪算法用语言描述就是依次考虑每一个顶点，并将尚未指定给与其邻接的顶点 
的最小颜色指定给该顶点，特别是绝不能将两个邻接顶点指定为相同的颜色，因此贪婪算法 
确实产生一个顶点着色。最多存在 △ 个顶点与顶点^邻接，于是，在：^ c 2 , …，中最 
多有 △ 个与&邻接。所以，当我们考虑算法第 （2) 步中的 顶点& 时，在颜色1，2,… ， Z \ + 
1中至少有一种颜色尚未指定给与&邻接的顶点，并且算法将这些颜色中最小的指定给 
于是得到贪婪算法产生图 G 的顶点的一个 （A + 1 )- 着色。 □ 

贪婪算法可能只是用最少的即 X ( G ) 种颜色对 G 的顶点着色。其好坏取决于贪姜算法被 

使用前各顶点所列的顺序。 ，…， 力⑺)是用; UG ) 种颜色给顶点着色产生的一个色 
划分。假设我们首先列出％的顶点，随后列出7 2 的顶点，…及 V x ⑹的顶点©。容易看到 
贪婪算法用颜色1给 Vi 中的顶点着色，用颜色1或2给 V 2 中的顶点着色，…，用颜色1、 

2、…、; UG ) 中之一给 V z ( c ;) 中的顶点着色。因此，当用这样的方法列出顶点时贪婪算法可能 
是用最少的颜色给所有的顶点着色。 

例考虑一个完全二分图顶点的最大度4 = 于是，根据定理13.1.5,贪婪 
算法产生一个 U + 1)- 着色。事实上，贪婪算法会做得更好。不管各顶点怎样列出，贪婪 
算法仅用两种颜色即最少可能的颜色给各顶点着色。因此，贪婪算法有时能给出比定理 
13.1.5 好得多的着色。 

现在考虑如图 13-2 所示的二分图，其顶点为 x ， a ，6， 

用贪婪算法对这些顶点指定的颜色分别为1，2， 

1, 3, 2, 4,于是贪婪算法产生一个4-着色，然而，着 
色数却为2。 □ 

除两类图外，由定理 13.1.5 给出的色数的上界是可以改 
进的。这两类图分另 U 为：完全图 J („ ，对它而言， A = n -1 

且 X ( G ) = n 和边被排在一个圈中（奇数长度）且阶数为 
奇数 n 的图 C „， 对它而言，厶=2且 X ( G ) = 3。 下面的 Brooks 定理 © 的证明略。 

定理 13.1.6 设 G 是一个连通图，其顶点的最大度为 A 。 如果 G 既不是完全图尺„也 
不是奇数阶循环图 C „， 则 

从我们对色数的讨论中得到的结论之 一是： 要想用最少的颜色数对图的顶点进行着色 



© 要注意 ， （A + 1) -着色并不意味着所有 A + 1种颜色都真的用到。 

㊁ 我们要做的只不填是将相同颜色的顶点分在一起。 

㊂ R. L, Brooks : On coloring the nodes of a network , Proc, Cambridge Philos . Soc . , 37 (1941), 194-197 。 
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(使邻接顶点的颜色不同）是很困难的。现在我们放弃颜色数目为最少的限制，而考虑一个 
更为复杂的 问题： 已知一个图 G 和々种颜色的集合11,2,… A 丨，那么存在图 G 的多少々- 

着色？如果已知 Z ( G )>々 ，那么问题很简单，答案为 O e 。 

对于每个非负整数 I 图 G 顶点的 h 着色数用 


pdk) 


表示。如果 X ( G )>々 ，那 么如 U )=0。例如，对于一个完全图有 

Pk „ ( k ) = k(k -1) … - 1)) =[是 ]„ 

这是因为每一个顶点具有不同的颜色 @ 。对于一个零图而言，有 

P Nn ( k ) = k n 

这是因为我们可以对每个顶点任意指定颜色®。 

例我们来确定图 13-1 中图 G 的 ( k ) 0 首先对 x，h z 进行着色。因为每个顶点 
必须接受不同的颜色，故对这些顶点共有 AU - l ) U -2) 种着色方案。然后对“着色，并 
保证它必须接受与工和 z 不同的颜色，则有 U _2)种方法对 m 着色。最后^可接受 m 和 z 
的颜色之外的任意颜色，因此有々 -2 种方法对 r 着色，所以 

pG ( k ) — k(k - l)(k ~2) x (k — 2) x (k — 2) = k(k — l)(k -2 Y □ 

不难计算出关于树的顶点的着色方法数。令人惊奇 的是： 对每个 I 树的々-着色数只取 
决于该树的顶点个数而不取决于所考虑的是哪棵树！ 

定理 13.1.7 设 T 是一棵 n 阶树，则 

' 二 ' :"- '- ...厂 :, .... 

p T ( k ) =k ( k - iy - 1 

证明： 像 11.5 节所描述的那样生成: r , 并对各顶点进行着色。开始的顶点可以用左种 
颜色中任意一种着色，添加的每一个新顶点 y 仅与前面唯一一个顶点 I 相邻，于是， j 可用 
与2不同的 a -1 种颜色中任意一种着色。所以，除了第一个顶点外，其余 《-1 个顶点的 
每一个可有1种方法着色，故公式成立。 □ 

细心的读者会注意到，至今为止，所得到的每一个计算图的顶点着色方法数的公式都是 
颜色数6的多项式函数。事实上，这并非偶然，而是一种普遍 现象： A ； U ) 总是々 的多项 
式函数。现在我们开始证明该事实。作为该性质的结果，称为图 G 的色多项式。求 G 的 
色多项式在是的值就是给出 G 的着色数0 G 的色数为不是色多项式根的最小非负整数。 

通过简单的观察可知 Aj U ) 是一个多项式。设工、： y 为图 G 的两个邻接顶点 ， Gj 
从 G 中去掉连接 1 和 3 ；的边 U , 3 ^ 1 后而得到的图。 Gi 的 t 着色可划分为两部分 C (々）和 
D U )。 第一部分 C U ) 是 x 和 y 着同样颜色的 Gi 的卜着色，第二部分 D U ) 是 x 和 y 


㊀ 如果 x _( G)>A ,但我们没有其他信息，则问题困难得多，这是因为回答它时我们要确定是否确有 X ( G )< A 。 
;^.( G ) kA 当且仅当用 A 种颜色给 G 着色的方法数不是0。 

㊁ [6]„是8.2节引入的函数，计数 ft 个不同对象集合屮的 n - 排列数，在这里， A 个对象 是&种 颜色，〜排列是一 
种颜色指定给里的》个顶点中的每一个,_因为每对顶点在 . K „ 中是邻接的， ： 所有的顶点有不同的着色。 

㊂ 回想第3章; P 是 i 个对象（这里种颜色）集合中的 n - 排列数，々个对象无限制的重复是允许的，因为 N „ 中 
没有任何顶点是邻接的，我们能自由重复颜色。 
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着不同颜色的々-着色，因此， 

p Gl { k )=\ C { k )\ + \ D ( k )[ 

在 G 的々-着色与 Gjx 和 3 ；被指定不同的颜色）的心着色之间存在一一对应，因此 

p c ( k )^\ D ( k )\ 

设& 2 是从 G 中通过把顶点和; y 看成同一顶点得到的图，即删除边 U , “，用一个新顶 
点（记为石）替换 x 和; y 并且连接石到 G 中与 i 或 y 相连的任意顶点 e 。 在0 2 的々着色 
与0 1 U 和^被指定相同的颜色）的 f 着色之间存在一一对应，因此， 


p G2 ( k )=\ C ( k )\ 


结合前面的三个方程得 


Pd ( k ) =pG ( k ) + p G2 ( k ) 


因此， 

P.G (k) ^ Pd (k) - Pg 2 (k) (13-1) 

换句话说， G 的卜着色数可以通过 GiK l 着色数（删除边 U ， W 使得 X 和: V 被指定相 
同的颜色成为可能）减去0 2 的匕着色数而得到（视顶点: c 和: y 为同一顶点，使得它们必然 
着成相同颜色)。这是一个十分有用的观察，为什么？ 

Q 与 G 的阶相同且比 G 少一条边。 G 2 比 G 少一阶且至少少一条边。换句话说，和 G 2 
比 G 更接近零图。这就提出了一种求 G 的 f 着色数的一种 算法： 不断地删除边与合并顶点直到 
零图为止。由式 (13-1) 知 G 的 t 着色数可以根据每种零图的 h 着色数表达，但是我们从 p 阶 
零图的 /&- 着色数是矽知道零图的 i 着色数。因此，我们能通过加减这些零图的 h 着色数而得到 


G 的 卜着色 数®。此外，因为矽是々的多项式，所以， G 的々-着色数就是々的多项式。即 G 的 


色多项式确实是一个多项式！在对上面的 i 寸论还未形式化之前，我们考察一下例子。 


例设 G 是一个5阶循环图 C 5 , 它的边排列成一个圈，任意选择 G 的一条边，由式 
(13-1)，得到 


p G ( k ) - p Gi ( k ) ~ p C2 ( k ) 


其中， Gi 是一棵5阶树，它的边以链状方式排列， G 2 是一个4阶循环图 C 4 。 由定理 13.1.7 
得对0 2 继续使用上述方法得如 2 (々）=々4-1) 3 -处 3 0)，其中， G 3 
是一个3阶循环图 C 3 。 因为 G 3 是一个完全图 K 3 , 所以， p G3 ( k ) = k ( k - l)(k - 2 ) 0 从而得 
Wipcik ) — k(k - 1) 4 ~ ( k(k - 1) 3 - k(k — l)(k - 2 )) — k(k - l)(k - 2 )( k 2 — 2k + 2 )o 

注意： A ? ⑹=0, 如⑴ = 0, j ^2)=0 且》 c ^3)>0 。因此， X ( G ) = 3， 这是显而易见的。 

□ 

设 G 是一个图 ， a = | >2： ， jy } 是图 G 的一条边，记 Gq 。 为将 a 边从图 G 中删除后的图， 
G ® a 为合并顶点 X 和: y 的图（跟上面的定义一样），因此式 (13-1) 可重写为 


pG(k) = pG Qa {k) ~ pG® a ( k ) 


(13-2) 


© 我们能把 x 和: y 看成移到一起，直到它们恰好重合，这也许产生了一条多重边，这种情况 我们蒯 除一个复制。 
㊁ 零图也许是无用的，但正像我们刚才所看到的那样，它们在图的着色中起着重要的作用。 

㊂ 这说明了该过程的一个关键点，即如果人们获得了一个图，它的色多项式是已知的，那么就利用该信息。 
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如上所全，重复使用删除和合并就给出了一种求九 U ) 的算法。在下面的算法中，考虑对象 
(士， H ) ，其 中， 个图，我们称这样的对象为 符号图 ，即在图的前面方灶+或者-的符号。 

求一个图的色多项式的算法 


设 G = ( V ，£) 是一个图。 

i ) 取 0 = K +， G)U 

ii ) 当 S 中含有不是零图的符号图时，做 

a ) 从 G 中选择 一 个非零符号图 （ e ， H ) 和 H 的一条边 a 。 

b ) 将 ( e ， H ) 从0中删除，然后加人另外两个符号图 U , H ea ) 和 

ill ) 取 D ㈤ ，其中求和对 f 中的所有符号图 （ e ， H ) 进行彳是 H 的阶数。 

换句话说，先在图 G 前加上一个+号，不断对图作删除和合并处理以减小图，直到零 
图为止，而有关的符号可通过式 (13-2) 和它的累加求得，当图均为零图后，计算如此获得 
的每个零图的阶然后形成单项式±矽，它就是色多项式（符号需调整），重复使用式 
(13-2)，加上所有这些多项式便得到 G 的色多项式。特别地，因为单项式的和是多项式， 
所以得到的是一个多项式。在删除和合并的处理过程中，只有一个图是跟 G 有相同阶的零 
图，该图是经过把 G 中所有的边连续删除，没有任何合并而得到的结果，并且符号为+。 
因此，我们证明了下面的 定理。 

定理 13.1.8 设 G 是阶为的图，那么， G 的匕着色数是6的一个《阶多项式 
(首项系数是1)，并且该多项式 （ G 的色多项式）可通过上面的算法正确地计算。 

如果图 G 是不连通的，显而易见，图 G 的色多项式是其连通子图的色多项式的积，特 
别地，色数是它的连通子图中色数的最大值。下一定理我们把该结论一般化，得到的公式有 
时能减少计算一个图的色多项式的计算量。 

设图 G =( V ,£) 是一个连通图， U 是 G 的顶点的子集。如果由不在 U 中的顶点导出的 
子图 Gy - u 是不连通的 ㊀ ，那么称1/为 G 的一个关节集。如果 G 不是完全图，那么 G 含有 
两个非邻接的顶点 a 和6,因此 V - U ， 61是一个关节集。一个完全图没有关节集。所以， 
一个连通图有关节集当且仅当它是非完全图。 

引理 13.1.9 设 G 是一个图并且假设 G 含有一个等于完全图的子图 H ， 那么 G 的 
色多项式可以被心的色多项式 [々] r 整除。 

证明：在 G 的任何 f 着色中， H 的所有顶点都着不同的颜色，而且，对于 H 中顶点的 
每一种颜色的选择都可以扩展到 G 的剩余顶点的相同着色数 ( k 、。 因此， 
Pcik) = [k]rq(k)o 口 

定理 13.1.10 设 U 是 G 的一个关节集，假设导出子图 Gu 是一个完全图 KpGv - u 的 
连通分支是导出子图 G u ； l ，…， G %。 令杜 = … d ) 是由 L / UG 导出的子图，则 

,,、 Phi (k) 乂…X pH t ⑹ 

如⑴ = ( u ],.，- 1 

特别地， G 的色数是?^，…，色数中的最大色数。 


© 回忆该子图的顶点是 V - U 中的那些顶点，且在 G V 4 中两顶点是邻接的当且仅当在 G 中他们是邻接的。 
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证明：图丑!!，… ，杜 中除那些两两不相交的顶点外都是 U 的顶 
点， G 的每种匕着色能通过如下方法 获得： 首先选择 Hi 的一种 
是-着色（这种着色存在个，并且现在 U 的所有顶点着了 
色），然后完成每一个找 （ f =2, •..，【）的着色（由引理 13.1.9 知每 
一个可用•种方法)。 □ 

例设 G 如图 13-3 所示， L /= U ,6， c |， 应用定理 13.1. 10,得 


Pg (k) 


(a ⑴) 3 

(k ( k -1) ( k -2)) 2 


X 



其中 ， g U ) 是比 4 阶完全图少一条边的 （ T 的色多项式，通过简单计算（事实上，再 
使用定理 13.1.10) 得到 gU ) = 々 U - l ) U -2) 2 , 所以 

pc ( k ) = k(k — l)(k — 2) 4 □ 

13.2 平面和平面图 


设 G =( V ，£) 是一个一般平面图， G ' 是 G 的一个平面表示，则0/是一个平面图，并 
且， G ' 是由平面上的点的集合和曲线的集合组成的。 G ' W 点称为顶点点 ( vertex - point ), 因 
为它们对应 G 的顶点，曲线称为边曲线，因为它们对应 G 的边。同样，一条边曲线 a 是经 
过顶点工的一条简单曲线当且仅当 G 的顶点: c 与 G 的边 a 关联 e 。 

平面图 G ' 把平面分为若干个区域，这些区域是由一条或更多条边曲线所围成的并且只 
有一个区域可扩展到无穷远。 

例图 13-4 所示的平面图有10个顶点、14条边曲线和6个区域，每个区域是由某些 
边曲线所围成的 @ ，但是我们应该注意如何对边曲线的边数进行计数。如区域只 2 、1? 3 、只 5 
和尺 6 分别是由1条、2条、6条和2条边曲线所围成的。区域只 4 是由10条边曲线（而不 
是4条或7条）所围成的，这是因为当我们沿着 i ? 4 的边界行进时，有3条边曲线经过了两 
次（见图 13-4 的虚线部分)。区域是由7条边曲线所围成的总之，在计算所围区域 
的边曲线时，边被计数两次或者是因为每条边曲线是两个不同区域的公共边界或者是因为同 
一区域中被经过两次。 



□ 


㊀ 回顾我们把顶点，点与它对应的顶点，边与它对应的边曲线给相同的标记。 

㊁ 因此，一个平面图有点、.曲线及现在的区域。 

㊂ 也许会出现没有被任何边曲线所围，因为它可以各种方向扩展到无限远。然而，画在平面上的几何图形也能 
看成是画在一个球上的，粗略地讲，我们把一个巨大的球放在图形的上面，然后用平面“包”住球，那么无穷 
区域现在就是球面上的某有限区域。还要注意一个区域有“内”边界曲线，如•^和及# 
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设是有 n 个顶点点、 e 条边曲线， r 个区域的平面图，并且设所围区域的边曲线数 
分 别是： 

fl > f 2 , …， fr 

则由上面的例子可以得到以下 关系： 

/ l +/2+… + / r = 2 e (13-3) 

现在我们可以导出 n、e 和 r 之间的一种关系，特别地，只要 n， e ，r 三个数中有两个 
数确定了，则第三个数也就可以确定了。这种关系就是众所周知的欧拉公式。 

定理 13.2.1 设 G 是一个有 e 条边曲线的《阶平面图并且假设 G 是连通的，那么 G 把 
平面分割成的区域数 r 满足 

r — e — 71 +2 (13-4) 

证明： 首先假设 G 是一棵树，则6=”-1且 r = l (唯一的区域是无穷区域，它的每条 
边曲线分界两次），因此式 （13-4) 成立。 

现在假设 G 不是一棵树，因为 G 是连通的，所以 G 有生成树 T ， ： T 的顶点数为边 
数为 〆 = n — l , 区域数为 〆 =1且 满足/ = /-/ + 2。我们可以设想， 从丁 的一条边曲线开始， 
然后每次添加一条新的边曲线，直到得到 Go 每次插入一条新的边曲线就把已经存在的区域分割 
成两个区域，因此，每次插人另一条边曲线时， /增加 1， 〆 增加1, /不变 （ n ' 总是《)。所以， 
生成树从 〆 = 〆 — / + 2开始到添加所有余下的边曲线， } 亥关系始终成立。定理证毕。 口 

欧拉公式对平面图有一个重要的推论（无环和多重边)。 

定理 13.2.2 设 G 是一个连通的平面图。那么存在 G 的一个顶点，它的度至多是5。 

证明：设 G $ G 的一个平面表示。因为图没有环，所以 G ' 中没有任何区域是只有一条 
边曲线作为边界的。类似地，既然图中无多重边，所以也没有任何区域是只有两条边曲线作 
为边界的（除非 G 只有一条边)。因此式 (13-3) 中的每个/;满足/；>3,且 

3 r ^2 e ;即夸 

j 

通过该不等式，欧拉公式可以化为 

= e — + 2, SP e ^3 n — 6 (13-5) 

♦ d u d 2 , …， 毛为 G 中顶点的度。由定理 11.1.1 可以得到 

d\^~ d，2 + …+ dw = 2e 

因此， G 中顶点的平均度满足 

A + + …+ d n < ^n - 12 <6 

n n 

既然顶点的平均度小于6,所以必然有些顶点的度不大于5。 □ 

如果图 G 中有一个不是平面图的子图，那么 G 就不是平面的。因此，在试图描述平面 
图中，更令人感兴趣的是寻找非平面图 G ， 它的每个子图而不是 G 本身是平面图。 


例一个完全图是平面的当且仅当 n <4 o 
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如果 n <4, 那么是平面的。现在考虑 K 5 。 像定理 13.2.2 证明中所表明的那样， 
一个平面图的顶点数 n 和边数 e 满足 e <3«-6。 因为尺 5 有个顶点和 e = 10 条边，所 
以 K 5 不是平面的。既然 K 5 不是平面图，所有对于 n >5, K n 不是平面图。 □ 

例一个完全二分图是平面的当且仅当^<2或 g <2 

当户<2或 g <2 时，很容易画出^的平面示意图。现在考虑&, 3 ,因为一个二分图 
没有任何长度为3的圈，所以在一个平面二分图的平面示意图中，每个区域至少被4条边曲 
线所围。按证明定理 13.2.2 那样进行论证，可以得到 r < e /2。 应用欧拉公式得 

号》 e - re +2，艮 4. 

既然 K 3 , 3 中有 n =6 个顶点和 e = 9条边，所以 K 3 , 3 不是平面的，从而当 户 >3和时， 
不是平面的。 □ 

设 G = ( V ，£) 是非平面图， U ， W 为 G 中的任意一条边， G ' 可从 G 中按下述方法得 
到： 选择一个不属于 V 的新顶点 Z ， 用两条边 U ， d 和取代 U ，： y !。 那么我们说以是 
从 G 中通过 细分边 U，W 而得到的。如果 G 不是平面的，则 G ' 显然也不是平面的 e 。 
如果图 H 能从 G 中通过连续的细分边而获得，那么称 H 是图 G 的一个 细分。 如果 H 是 G 
的一个细分，那么可以把 H 看成是通过在 G 中的每条边上插人几个新顶点（也可能没有）而 
获得的。例如，图 13-5 中的图分别是 K 3 , 3 和尺 5 的细分。可以看出，这些图都不是平面的。 

一个非平面图不可能包含一个 K 5 或 K 3 , 3 的一个细分。 Kuratowski 的一个著名定理 @ 就 
是该结论的逆也成立，下面我们陈述该定理&不加证明。 



图 13-5 


定理 13.2.3 图 G 是平面的当且仅当 G 不含有 K 3 , 3 或 K 5 的细分的子图。 

粗略地说，定理 13.2.3 说明一个不是平面的图一定有像尺 3 , 3 或 K 5 的一个子图。因此•， 
图尺 3 , 3 和 K 5 只是两个可平面化的界限。 Wagner? Harary 和 Tutte® 提出，平面图也可以用 
边的收缩概念代替边的细分来描述。.如果图 H 可以从 G 中通过连续收缩边而获得，那么 H 
是图 G 的一个 收缩。 

定理 13.2.4 图 G 是平面的当且仅当 G 不含有一个收缩到 K 3 , 3 或 K 5 的子图。 

© 如果存在 G ' 的一个平面表示，则通过“删去”顶点 z , 我们得到 G 的一个平面表示。 

㊁ K . Kuratowski ： Sur le probleme des courbes gauches en topologie , . Math ., 15 (1930), 271-283 0 

㊂ K . Wagner ： Uber eine Eigenschaft der ebenen Komplexe , Math • Ann . , 114 (1937), 570-590。 

@ F . Harary and W . T . Tutte ： A dual form of Kuratowski’s theorem , Canadian Math . Bull . , 8(1965) ,17-20 o 
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13.3 五色定理 

本节，我们将证明一个平面图的色数至多是5。此问题是由 P . J . Heawood 于1890年发 
现 A . Kempe 在1879年发表的一个证明（在这篇文章里，他提出一个平面图的色数至多是 4) 
中的错误而首先证明的。尽管 A.Kempe 的证明是错误的，但是它包含了很好的思想 ， Heawood 
在证明他的5色定理时也用到了该思想。正如本节和 1.4 节所介绍的那样，每个平面图的色数 
不超过4的证明现在人们已经获得，但是该证明依赖于计算机大量的检验。 

用定理13.2.2,我们很容易证明一个平面图 G 的色数至多是6。事实上，假设存在一 
个平面图 G ， 它的色数不小于6并且设 G 是这种顶点数最少的图。由定理13.2.2,我们知 
道 G 有一个顶点 x 的度至多是5。从图 G 中去掉 i (以及与其关联的边）得到少一个顶点 
的平面图 G '， 由 G 中顶点数是最少的假设可知图有一个5-着色。因为 G 中与顶点 x 邻 
接的顶点数不超过5,所以可以取 G 7 有一个5-着色并且指定 x —种颜色，使得产生 G 的一 
个5-着色，于是推出一个矛盾，从而得到每个平面图的色数不超过6。要证明一个平面图着 
色可用5色就更难了，但是还是可以的。然而，从5色进至4色则相当困难。 

在证明5种颜色足以对任何平面图的顶点进行着色之前，我们先做一些分析。在上一节 
中，已经证明了一个5阶完全图尺 5 不是平面的，因’此，一个平面图不能包含每对顶点都是 
邻接的5个顶点，于是，得到每个平面图有5-着色的结论是错误的。例如，用3代替5, 一 
个5阶的循环图 C 5 没有 JC 3 作为子图，然而它的色数是3且没有2-着色。所以不能简单地 
说不存在5个顶点使得每个顶点被指定不同的颜色，因此，4-着色是可能的。 

下面的定理在五色定理的证明中是非常重要的一步，它应用到非平面图及平面图中。 

定理 13.3.1 设图 H =( i 7， F ) 的顶点存在一种已知的^着色，两种颜色为红色和蓝色 ， W 
是 U 中顶点的子集，这些顶点被指定为红色或蓝色，压， 6 是由 W 中顶点导出的 H 的子图， 

是 fi ， 6 的一个连通分支。把找， 6 中顶点指定的红色和蓝色互换，则得到 H 的另一个 i 着色。 

证明：假设存在两个着相同颜色的邻接顶点，那么颜色一定是红色或蓝色，比如红色， 
如果 x 和 j /是(1， 6 中的两个顶点，那么在转换颜色之前，：！:和^着蓝色是不可能的。如果 x 
和 y 都不是 C ,., 6 中的顶点，那么它们的颜色不变，于是它们开始用红色又是不可能的，因此 
■ X 和: y 有一个是中的顶点而另一个不是，比如说: r 属于&， 6 而3< 不属于 C ,， & , 所以开始 x 
用蓝色，^用红色。因为 x 和: y 是邻接的，一个被指定为红色，另一个被指定为蓝色，所以 
它们一定是在氏, 6 的同一个连通分支里，这同: c 属于(^， 6 而> 不属于矛盾。 口 

定理 13.3.2 —个平面图的色数至多是5。 

证明： 设 G 是一个 n 阶平面图。如果 n <5 ，那么 X ( G )<5。 现在设 n >5, 并且对 n 
用归纳法证明定理。假设把 G 作为一个平面图画在平面上，由定理 13.2.2 知，存在一个顶 
点: c , 它的度至多是5。设 H 是6的《-1阶子图，并且是由那些不同于 x 的顶点导出的， 
由归纳假设存在一个 H 的5-着色。如果 x 的度等于或小于4,那么我们能指定5种颜色之 
一给 x 而获得 G 的5-着色 e 。 现在假设 I 的度为5,那么存在5个顶点与： c 邻接，如果这 
些顶点中有两个被指定为相同色，那么为了获得 G 的一个5-着色，跟上面一样存在一种可 


㊀ 这正好像我们的证明： 6种颜色足以给一个平面图的顶点着色，但对于5-着色，我们还没有证明，因为现在必 
须讨论 x 有5度的情况。 
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分配给 i 的颜色。因此，现在进一步假设与邻接的每个顶点^，^，…，…，力被指定为不 
同颜色。像图 13-6 所示的那样，围绕顶点 x 按顺序标号顶点^，力，％，％，3^，颜色是数1， 
2,3,4,5, 且为 着色 j (_; = l ，2,3,4,5)。 

考虑由颜色1和3的顶点导出的 H 的子图玛, 3 ,如果^和: V 3 属于氏, 3 的不相同的连 
通分支，那么把引理 13.1.1 应用到 H 上得到一个: yi 和力着相同色的5-着色，这样为 x 空 
出一种颜色并且获得 G 的5-着色。现在假设％和力属于 Hu 的同一连通分支，那么在 H 
中存在一条连接 M 和％的路径，使得在该路径上顶点的颜色在1和3之间交替。沿着连接 
尤与”和工与力曲线边的路径确定一条闭曲线^，与 x 邻接的剩下三个顶点力，34, 力当 
中，一个是在7里面，另外两个在7外面或以别的方式环绕，见图 13-7, 在该图中，％和 
: y 5 在外面。现在考虑由颜色2和4的顶点导出的 H 的子图 H 2 , 4 , 但顶点&和 34 (见图 B - 
7) 不可能属于 H 2 , 4 的同一连通分支，因为: y 2 S 在一条简单闭曲线的内部，％在该曲线的 
外部。在含 有力的 H 2 , 4 中的连通分支里，交换顶点颜色2和4,由引理 13.1.1 得到 H 的 
一个5-着色，在该着色中与: c 邻接的顶点没有一个被指定为颜色.2。现在我们指定为颜 
色2而得到 G 的一个5-着色。 □ 




1943年， Hadwiger 0 提出了一个关于图的色数猜想，该猜想除少数几种情况外，一直未 
得到解决，这不足为奇，因为该猜想的一个真实实例等价于任何平面图4-着色的存在性。 

猜想 断言： 色数满足的连通图 G 能收缩到等价地，如果 G 不能收缩到 i ^， 

那么 X ( G )< f 。 该猜想的逆命题为假 ，即： 有可能一个图收缩到而色数小于声。例 
如，它的边能排成一个圈的4阶图有色数2,然而图本身能收缩到 K 3 。 

定理 13.3.3 Hadwiger 猜 想对于 f = 5 成立当且仅当每个平面图有一个 4- 着色。 

部分 证明： 我们只证明，如果 Hadwiger 猜想对 f = 5 成立，那么每个平面图 G 有一个 
4-着色。设 G 是一个平面图并且假设 G 能收缩到 K 5 , 因为平面图的收缩还是平面图，这就 
推岀 K 5 是平面的，从而得到一条假命题，因此 G 不能收缩到 K 5 , 所以 Hadwiger 猜想对于 

/> = 5为真推出 X ( G )<4。 □ 

我们已经知道， Hadwiger 猜想对于 p ^4 和 p = 6为真，在下面的定理中，证朋 Had - 
wiger 猜想对于 p = 2, 3的情形，至于 p = 4 的情形留作习题。 


© H. Hadwiger : Uber eine Klassifikaticai der stxeckenkcmplexe, VierteLjschr. Naturforsch. Ges. , Zurich ,88( 1943), 133 -142 。 
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定理 13.3.4 设/ <3, 如果 G 是有色数的一个连通图，那么 G 能收缩到仏。 
证明： 如果 p = l , 那么通过每条边的收缩得到如果 p = 2, 那么 G 至少有一条边 

a ， 除 a 外收缩所有边得到 K 2 。 现在假设 f = 3, X ( G )>3, 那么 G 不是二分图，由定理 
11.4.1 知 G 有一条长度为奇数的圏，设7是 G 中一条长度最小的奇数圈，则只有连接 y 
中顶点的边才是7的边，否则我们能找一条长度比7更短的奇数圈，除7中的边外，收缩 
G 中所有的边而得到7。我们可以进一步收缩边，直到获得 K 3 。 □ 

13.4 独立数和团数 

设(2 = ( V ， E ) 是 n 阶图，如果 G 的顶点集合 L 7 中任何两个顶点都不邻接（等价于 
由 L 7 中的顶点导出的 G 的子集 Gy 是一个零图），则称它为 独立集 e 。 因此，色数 X ( G ) 等 
于使得 G 的顶点能被 分成々 个独立集的最小整数 A 。 一个独立集的每个子集也是独立集， 
因而我们寻求大的独立集，在一个独立集中顶点的暈大个数称为图 G 的独 立数， 用 a ( G ) 表 
示，独立数是在 G 的顶点着色中着相同色的顶点的最大个数。推论 13.1.3 能重新表 示为： 

v ； , 1 ⑹》 「為 _ 

对于一个零图 N „， 完全图 K „， 完全二分图氏„,„我们有 

a ( N , t ) = n , a ( K n )- l , a ( K mtn ) = max { m , n \ 

一般来说，求一个图的独立数是一个非常难的计算问题。. 

例设图 G 如图 13-8 所示，那么是一个独立集，它不是任何一^更大的独立集的子集。 
同样是具有相同性质的独立集，任意4个顶点当中，有两个是邻接的，因此， a ( G )-3 0 □ 

例某动物园希望把各种动物放在同一个围栏里，显然，如果一种动 
物捕食另一种动物，那么两者不应该放在同一个围栏里。问能放在一个围 
栏里的最大的动物种数是多少？ 

我们建一个动 物园图 G ， 它的顶点是动物园里的不同种的动物，在 
两种动物 伺 放一条边当且仅当它们当中一种捕食另一种。能放在同一个 
围栏里的动物的最大种数等于 G 的独立数 a ( G )。 为了容纳所有种类的动 
物，需要多少围栏？答案是 G 的色数 X ( G )。 

: % 

例 （8 王后问题）考虑一个 8 X8 的棋盘，作为王后的棋子是已知的，在下棋时，王 
后能攻击位于它的行或列上的任何棋子，或者包含它的两条对角线上的任何一个棋子。如果 
9个王后放在棋盘上，则必然有两个位于同一行上并因此而互相攻击。问放8个王后在棋盘 
上以致没有任何王后能互相攻击是否可能？ 

设 G 是棋盘的王后图， G 的顶点就是棋盘上的方格，满足有两个方格邻接当且仅当放 
在某个方格上的王后能攻击放在另一个方格上的王后。因此，我们的问题是问王后图的独立 
数是否等于8。事实上， a ( G )= 8并且存在92种不同方案把8个非攻击王后放在棋盘上。 
其方案之一如图 13-9 所示。 □ 



□ 


© 有时也称稳定的。 
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设 G =( V ,£) 是一个图， U 是顶点的独立集，并且不是任何更大独立集的子集。因此， 
U 中任何两个顶点都不是邻接的。不在 U 中的每个顶点至少与 U 中一个顶点邻接 e , 具有 
这种性质的顶点集合称为 一个控制集。 严格地说，设 W 是 G 的一个顶点集，如果不在 W 
中的每个顶点至少与 W 中一个顶点邻接，则称 W 为一个控制集。 W 中的顶点可以是邻接 
的也可以是非邻接的。显然，如果 W 是一个控制集，则包含 W 的任何顶点集也是一个控 
制集，现在的问题是找一个控制集中最少的顶点数，在一个控制集中最少的顶点数称为 G 
的控 制数， 用 dom ( G ) 表示。 

例考虑一栋建筑物（也许是收藏艺术品的美术馆），它是由许多复杂的走廊构成的。 
人们的愿望是整个建筑物放某些看守使得建筑物的每个部分都在看守可见的范围内，从而至 
少要一个看守保护。问需要雇用多少看守保护建筑物？ 

构造一个图 G ， 它的顶点是两个或两个以上走廊的结合处或者一个走廊的端点，它的 
边为对应的走廊，例如，我们也许有如图 13-10 所示的走廊图，能保护这座建筑物的最少看 
守人数等于 G 的控制数 dom ( G ) 0 对于图 13-10 中的图 G ， 不难检查 dom ( G ) =2, U , 


61是2个顶点的控制集 



























































0 








图 13-9 


□ 



对于零图、完全图、完全二分图，我们有 

dom ( N n ) = n , dom ( K n ) = 1, dom ( K m ,„) = 2 (m , n ^-2) 


一般情况下，.计算一个图的控制数是非常困难的。一个非连通图的控制数显然是它的连通分 
支控制数的和。对于一个连通图，我们有简单的不等式。 

定理 13.4.1 设 G 是一个阶为的连通图，则 

71 

2 J 

证明： 设 T 是 G 的一棵生成树，则 


dom(GX 


dom ( G )^ dom ( T ) 

因此，对 h > 2 阶树证明不等式就足够了。我们对《使用归纳法。如果 n = 2 , 则 T 的每个 
顶点都是一个控制集，因此， dom ( T )- l =[-|] 0 现在假设令 y 是与一个悬挂顶点工 
邻接的一个顶点，: T 是从 T 中删除顶点 3 ；和所有与>关联的边而获得的图。的连通分支 


© 如果不存在，则可以扩大 I /。 
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是树且在这些树中至少有一棵树的阶为1。设: Ti ，…， A 是阶至少为2的树，它们的阶分别 
为 7 21 >2，"•，外>2,此时〜+…+叫 -2 。由归纳假设，每个 T; 有一个大小至多为 
[叫/2]的控制集，这些控制集与 j 的并给出了一个： T 的大小至多为 


1 + 


ni 
2 . 


nk 
.2 . 


<1 + 




+ 


nk 


<1 + 


— 2 


的控制集。 □ 

图 G 中的一个团定义为每对顶点都是邻接顶点的一个子集 U ( 等价于由 U 导出的子图 
是完全图），在一个团中顶点的最大个数称为 G 的团数，记为 co ( G ) 0 对于零图、完全图、完全 
二分图，我们有 

w(N„) = l ， co(K n ) = n ， w(K m ，„)=2 . 

一个图中团的概念在下述意义下与独立集是“互补的”。设万=(¥，1)是 G 的补图，回顾 
G 的补图跟 G 有相同的顶点集并且 G 中两个顶点是邻接的当且仅当它们在 G 中不是邻接 
的。从定义得到，对 V 的一个子集 L /， U 是 G 的一个独立集当且仅当?7是6的一个团， 


L7 是 G 的一个团当且仅当 U 是 G 的一个独立集，特别地 


ce ( G ) z = M ( G ), co ( G ) = a ( G ) 

色数和团数的关系由下述不等式给出（参看定理 13.1.2) 

X ( G )^ co ( G ) (13-6) 

至少有一条边的每个二分图满足 X ( G ；)== a ;( G )=2。 阶为 n >3 的奇数且在一条圈里有《条 
边的一个循环图 C „ 满足 X ( C „) = 3>2= w ( C „)。 

因为独立集与团是互补的概念，又因为一个顶点着色是图的顶点划分成独立集的一个划 
分，所以很自然考虑顶点着色的互补概念。在顶点着色的定义里用团取代独立集，则得到如 
下概念。图 G 的一个团划分就是它的顶点被划分成团的一个划分， G 中一个团划分的最小 
团数定义为 G 的团划分数，用没 （ G ) 表示。因此，我们有 

X ( G ) = 6( G ), 6( G ) = X ( G ) 

对于式 (13-6) 的不等式“补式”是 

6( G )> a ( G ) (13-7) 

该不等式成立是因为两个非邻接顶点不能在同.一个团里。 

. 很自然要考察哪些图对于式 (13-6) 等号（图的色数等于它的团数）成立和哪些图对于 
式 (13-7) 等号（图的团划分数等于它的独立数）成立，并且对于这两个不等式等号成立的 
图也不必太特殊，例如，设 H 是色数等于夕的任意图（因此， co ( H )< p ) 0 设 G 是有两个 

.连通分支的图，一个分支是 H ， 另一个是 K P ， 那么以 = = h 因此，不管 H 的 

结构如何，式 （13-6) 的等号都成立。要求式 (13-6) 不仅对 G 成立，而且对 G 的每个导 
出子图成立，则可以强加某些结构。 

如果对图 G 的每个导出子图 H 有 = 则称图 G 是 X - 完美的。 如果对图 G 
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的每个导出子图 H 有外 H ) = «( H ), 则称图 G 是汰完美的。1961年 Berge ® 提出了一个猜 
想： 只存在一种完美性。1972年 Lov & z @ 给出了它的证明。我们陈述该定理而不加证明。 

定理 13.4.2 图 G 是尽完美的当且仅当它是良完美的。等价地， G 是 X - 完美的当且 
仅当 G 是％-完美的。 

作为该定理的结果，我们现在考察完美图并且给出一大类的完美图的存在性。 

设 G =( V ，£) 是一个图， G 中一条圈的弦是连接该圈中两个非连续顶点的一条边，因 
此，一条弦是连接圈的两个顶点的一条边，但它自已不是圈的埠。长度为3的圈不可能有任 
何弦。如果长度比3大的每个圈都有一条弦，那么称该图为弦图。一个弦图没有任何无弦 
圏，一个弦图的导出子图也是弦图。 

例完全图和所有二分图都是完美的。一个完全图是弦图，因为每一个是树— 
个完全二分图不是弦图，因为这种图有一条长度为4的无弦圈。从一个 
完全图中删除一条边而获得的图是一个弦图，因为中每一条长度大于3的圈至少有 
两条弦。 □ 

考虑由直线上的区间产生的一类特殊的弦图。实直线上的一个闭区间可用 

[ a ， 办]=! x : a ^ x^b | 

表示，设 

= [ a l ，办 1 ] ， h = [“2,办2]，…，4 = [ a n 人] (13-8) 

是一系列闭区间， G 是一个图，它的顶点集合为 Unh ，…，4 丨，其中，两个区间厂和是邻 
接的当且仅当 Afli ；. 关0，这种图 G 称为区间图并且与区间图同构的任何图也称为区间图，因 
此，一个区间图的顶点能看成是有两个顶点邻接的区间当且仅当这些区间至少有一个公共点。 

例完全图是一个区间图，选区间 （13-8) 为： 

a 1 〈 以2< ••• 〈 a n < < … 〈 &2 〈心 1 

如果则 /；•[[• ，因此， I z •门/^0 ，故区间图是一个完全图。 

现在设 G 是从 K 4 中删除一条边而获得的4阶图，选区间 (13-8) ( n =4) 为： 

ci ]_〈 a 3〈 b 4〈 a 2〈 bi 〈 b 2 〈bs 

除区间 J 2 和 / 4 外，每一对区间有一个非空交集。 □ 

定理 13.4.3 每个区间图都是弦图。 

证明： 设 G 是有区间/^込，…， Z „ 的区间图，假设左>3,并设 

Ijl — Ij 2 —…一 Ijk — Ijl 

是一^长度为々的圈。我们将证明该圈中至少存在一个区间与圈中相隔两个区间远的区间有非 

© C . Berge：Farbung von Graphen , deren Samtliche bzw . deren ungerade Kreise starr sind , Wiss . Z . Martin - Luther - Univ ., 
Halle - Wittenberg Math . -Natur ， Reihe ( 1961) , 114-115 。 

㊁ L . Lovasz：Normal hypergraphs and the perfect graph conjecture , Discrete Math . ,2(1972) ,253-267 。 

㊂ 如果图没有任何圈，则它一定不可能有一条无弦圈。 
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空交集。假定该结论不对，那么将会得到一个矛盾。假设1„,，4,4,厂是上述圈中连续的四 
个区间，满足 i „, m g = 0 和 t ru . 二0且使得没有弦连接，&和& ，心 。于是 
I m f) I p ^0,Ipf] I q ^0I q f] lr^0 ,I m r\I g = 0,I p f]I r = 0 

如果 a 9 <% 且则 4 C 4， 从而0关4门4匚 / m n 4，矛盾。对％或者 
b p , 如果那么 a 9 < 〜，如果则 6 r <6 9 。 因此，对圈上三个连续的区间4,4, 

夂，有 

或者 . (13-9) 

♦ p = h , 先假设印，那么重复使用式 （13-9) 得 

d - jl ^：0, j 2 ： ^"'^： a jk^： a jl 

于是得到所有的区间有相同的左端点。如果％<6#，那么我们用类似的方法可以得到所有 
区间有相同的右端点。不论是哪一种情况，圈中的所有区间有一个公共点，这与我们的假设 
圈中相隔两个的区间没有公共点相矛盾，该矛盾就证明了定理的正确性。 □ 

本节最后，我们将证明弦图从而区间图是完美的。在该证明中我们使用了两个引理，回 
顾图( V , £) 的顶点子集 I /,如果由不在 L 7 中的顶点导出的子图 G v _ u 是非连通的， 
那么子集1/是一个关节集。第一个引理 证明： 如果某些更小的导出图具有这种性质，那么 
图的色数等于它的团数。 

引理 13.4.4 设 G = ( V ，£) 是连通图， U 是它的关节集， 且 使得由 U 导出的子图 Gu 
是一个完全图。导出子图 Gy - u 中的连通分支为 Gi = () ，…，， £ f ) ，假设导出 
子图 G u;Uu 鵷足 

^-( Gu . uu ) — cd ( Gjj \ ju ) (t — 1, 2, • • •, t ) 

那么 

X ( G ) = w ( G ) 

证明：令 々 = a »( G )。 因为 Gu . uu 的每一'个团也是 G 的团，所以 

々’ 2, •••, t ) 

因为在不同的 I /,.中的顶点是不相邻接的，所以对某些 j ， G 的每一个团也是 Gquu 的团， 
因此，至少存在一个 j 满足 

a >( G UjUu )^ k i： 

根据假设和定理 13.1.10 得 

X ( G ) — max i X ( Gu ( u u ) ，…，％ ( Gy , u u ) i 
^maxicuCG^uu) ,••• ^(G^yu)! 

= k - cv ( G ) □ 

假如对关节集 U 的所有子集17,但是 W 參 [/， W 不是关节集，那么 U 是一个极 
小关节集。 在下一个定理中我们将证明弦图中的极小关节集将导出一个完全子图。 

定理 13.4 .S 设 G = ( V , E ) 是一个连通的弦图， L 7 是它的一个极小关节集，那么 
由导出的子图 Gy 是一个完全图。 
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证明： 假设该结论不成立，即 Gy 不是完全图，那么我们将得到一个矛盾。设 a 和6是 
U 中两个不邻接的顶点。因为 U 是关节集，那么图 Gv - u 至少有两个连通分支 Oh , 
玢）和 G 2 = ( U 2 , E 2 ) q 如果 a 不与 Gi 中的任何顶点邻接，那么得到 U-UI 也是一个关节 
集，而 L 7 已经是极小关节集了，所以， a 必定至少与中一个顶点邻接。类似地，我们可证 
明 a 至少与 U 2 中的一个顶点邻接。对6也有同样的结论： 6至少与 R 的一个顶点邻接且至 
少与 U 2 的一个顶点邻接。因为&和 G 2 是连通的，所以存在一条连接 a 到6的路径 n ， 该 
路径中不同于 a 和6的所有顶点属于认，同样存在一条连接6到 a 的链乃，该路径中不同于 
a 和6的所有顶点属于1/ 2 ,我们可以选择7:和 y 2 使其长度最短，由此得到乃在 h 后面， 

y=7l ， 72 

它是 G 中的一条圈而且长度不小于4,此外，我们选择的”和 y 2 具有最短的长度，所以， 
7 的弦只可能是连接 a 和6的边，因为选择的 a 和6是非邻接的，所以，我们推出7没有 
弦，这与 G 是弦图矛盾。证毕。 □ 

现在我们来证明弦图是完美的。 

定理 13.4.6 每个弦图都是完美的。 

证明：因为一个弦图的导出子图也是弦图，所以只需证明对一个弦图 G 满足 X ( G ) = 
w ( G ) 就足够了。 

设 G 是一个 n 阶弦图，对^用归纳法 证明： 

X ( G ) = w ( G ) 

因为完全图是完美的，所以假设 G 不是完全图，这样 G 就应该有一个极小关节集 U ， 由定 
理 13.4.5 知 Gu 是一个完全图，设 Gf ( U t , EO , G t = ( U t , E t ) 是 G v - t ； 中的 
连通分支，根据归纳假设，每个图 G u;uu 满足 

^■(Gu^u ) = <^(Gu.[ju) (j = 1 > 2 , •••, t) 

应用引理13.4.4便推出％(6) = 0»(6)。 □ 

从定理 13.4.3 和定理 13.4.6 我们立即获得下面的 推论： 

推论 13.4.7 每个区间图都是完美的。 V , v '； 

试图刻画完美图的特征已做了大量的尝试工作，这些尝试大都是直接针对解决下列 
Berge e 猜想的： 

图 G 是完美的当且仅当 G 及它的补图 5 都没有一个长度大于 3 的奇数的圈并且也没有 
任何弦的导出子图。 

如果图 G 或者其 补图巧 有一个长度大于3且是奇数的无弦圈的导出子图，那么 G 不是 
完美的。它的证明留作练习。 

13.5 连通性 

图要么是连通的要么是不连通的。但是显然有些连通图比其他的连通图更加“连通”。 


© C. Berge: Farbung von Graphen, deren samtliche bzw. deren ungerade Kreise starr sind, . Z. Martin - 
Luther — Univ, ， Halle — Wittenberg Math . -Natur , Reihe (1961) , 114-115 。 
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例我们可以通过判断使一个图不连通的难易程度来判断图的连通程度，但是，如何判 
断使一个图不连通的难易程度呢？有两种自然的方法。例如，考虑形成一个路径的 n >3 阶 
的一棵树，如果我们取一个不是链的两端的顶点并且删除它（当然，要删除了两个关联的 
边），结果得到一个非连通图。事实上，此种情况的树中路径不是特殊的。对于任何树，删 
除一个非悬挂顶点，都将得到一个非连通图。因此，树不是非常连通的，为了使它成为非连 
通图只需删除它的一个顶点。如果不是删除顶点（及其关联的边）而是边（不删除任何顶 
点），那么树仍然是非连通的 ，即： 删除任何一条边都将得到一个非连通图。相反，对一个 
n 阶完全图删除顶点它还是连通的，因为删除顶点总是留下一个更小的完全图。如果 
是删除边而不是顶点，那么可以使不连通。如果删除与一个特定顶点关联的所有 n-1 
条边，那么得到一个非连通图 e 。 经过简单的计算便知删除少于 n -1 条边仍是连通的。 
因此，通过两种计算方法 @ 中的任意一种方法都可得知完全图尺„是非常连通的。 口 

为了简化解释，在本节的余下部分，假设所有图的阶为 n >2。 

设 G = ( V ，£) 是一个《阶图。如果 G 是完全图 K „， 那么我们定义它的顶点连通度为 

k(K h ) = n - I 

否则，定义它的顶点连通度为 


/ c ( G ) =min i I LT | ： Gv-u 是非连通的 I 

即最小顶点数。删除这些顶点便是非连通图。同样，一个非完全图的连通度等于极小关节集 
的元素个数，一个非完全连通图中存在一对非邻接顶点 a 和6 ,将图中 a 和6之外的顶点全 
部删除，便得到一个非连通图，因此，如果 G 是一个 n 阶非完全图，贝! U ( G )</ z -2。 非 
连通图的连通度显然为0,因此，有如下基本 结论： 

定理 13.5.1 设 G 是一个 n 阶图，那么 

(X/c(GXn - 1 

左边的等号成立当且仅当 G 是非连通的，右边的等号成立当且仅当 G 是一个完全图。 

图 G 的边连通度定义为从图 G 中删除边而使 G 非连通的最小边数，用 A ( G ) 表示。一个 
非连通图 G 的边连通度满足 A ( G ) =0。一个连通图 G 的边连通度为1当且仅当它有一个桥。 
一个完全图的边连通度为 n - l 0 如果将一个图中与某个特定的顶点: c 相关联的所有边删 
除，显然得到一个非连通图，因此，图 G 的边连通度满足 A ( G )< S ( G )， 其中，祝 G ) 表示 G 中 
顶点的最小度。下面的定理描述了边连通度和顶点连通度之间的基本关系®。 

定理 13.5.2 对每个图 G ， 有 

^( G )< A ( G )<5( G ) 


㊀ 事实上一个—个顶点从它中分离出来。 

㊁ 而且，正如我们期望的，对于用任何度量图的连通程度的合理的方法，完全图是非常连通的。 

㊂ 该定理苜先由 H . WThitney 证明 ： Congruent graphs and the connectivity of graphs , American J. Math . , 54 
(1932〉，150-168。 下面给出的证明源自 R , A . Brualdi 和 J . Csima , A note on vertex - and edge - connectivity , 
Bulletin of the Institute of Combinatorics and its Applications , 2 (1991) , 67 ~ 70。 
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证明： 前面已经证明了上面不等式的后半部分，现在我们证明前半部分。设 G 为 n 阶， 
如果 G 是一个完全图 iC „， 则 a ； ( G ) ( G ) = n - l 0 下面我们假设 G 不是完全图，如 

果 G 是非连通的，因为 a ： ( G ) =A ( G ) =0,所以不等式成立。现在假设 G 是连通的， 
F 为 A ( G ) 条边组成的集合，删除这些边将得到一个非连通图 H 。 于是 H 含有两个连通 
分支 0 ，分别有顶点集％和 V 2 ，其中 ， I + | V 2 | = n G 如果 F 是由连接％中顶点与 
V 2 中顶点的所有边构成的，那么 | F |> n - 1，因此 ， A ( G ) = n ~ l , 得到 G 是完全图， 
这与假设矛盾。所以在％中存在顶点 a ，中存在顶点6 ，使得 a 和6在 G 中是不邻接的。 
对 F 中每条边 a ， 我们如此选择一个 顶点： 如果 a 是 a 的一个顶点，那么选择《的另一个顶 
点（在 V 2 中的那一个)，否则选择 a 在 V \ 中的顶点。这样得到的顶点集满足 I Ul <|_ F | ， 
而且将顶点集 U 从 G 中删除，将得到一个非连通图，因为不可能存在从 a 到6的路径。因此 

«( G )^| U |<| F ] = A ( G ) 

证毕。 □ 

例假设某通信系统有 N 个工作站 @ ，某些工作站是通过直接通信线路相连的，并且 
假设该系统是连通的，即每个工作站能通过中间的通信链路与其他每个工作站通信。因此， 
就有一个自然的 n 阶连通图 G (顶点对应工作站，边对应直接连接)。连接可能出现错误而 
失败，工作站也有可能关闭，这都将影响通信。 G 的顶点连通度和边连通度与系统的可靠 
性密切相关。事实上，多达 WG )-1 个工作站可以被关闭，而剩下的在它们当中仍然可以 
正常通信。多达 A ( G )-1 个连接可能出现错误而所有的工作站仍然能够互相通信。 □ 

设 G 是一个图，那么 G 是连通的当且仅当它的顶点连通度满足 《( G )>1 ，如果是是一 
个整数且 / c ( G )> A ，则称 G 为々-连通的。因此， 1- 连通图是连通图。注意，如果图是 / c - 连 
通的，那么它也是 U -1) -连通的。图的顶点连通度等于使图为心连通的最大整数々。在 
本节的剩下部分我们将研究2-连通图的结构，特别证明图的边（一般不是顶点）将自然被_ 
分成 “2-连通分支”®。我们定义图 G 的一个关节顶点为一个顶点 a 使得删除该顶点便使 G 
不连通，即使得 Uf 是一个关节集的一个顶点。 

定理 13.5.3 设 G 是一个阶图，则下面三个论断是等 价的： 
i 是2 - 连通的 。.北 

ji ) G 是连通的且没有关节顶点。 

jii ) 对每三个顶点 a ,b , c ，都存在一条连接 a 和6而不含 c 的路径。 

证明： 如果 / c ( G )>2, 则 G 是连通的且没有一个关节顶点。反之，因为如果 
G 是连通的且没有关节顶点，那么 4 G)>2 ,因此断言丨 ） 和 ii ) 是等价的。 

现在假设 ii ) 成立。设 a , 6, c 为三个顶点。因为 G 没有关节顶点，那么删除 c 不会 
使 G 不连通，所以存在一个连接 a 和6而不含 c 的路径，从而断言 iii ) 成立。反之，假设 I ) 
成立，显然 G 是连通的。假设 c 是 G 的一个关节顶点，删除 c 将导致 G 不连通，于是，从 
不同的连通分支中选择 a 和6,这与 iii ) 矛盾。因此 G 没有关节顶点，即 ii ) 成 


© 假如有多于两个的分支，那么就能通过移去更少的边而使 G 不连通。 

㊁ 或者，我们可以在一台计算机中有 n 个芯片。 

㊂ 由于 1- 连通的含义就是连通，因此我们知道，一个图的顶点及它的边自然被化分成 1- 连通部分，即其连通分 
支。当考虑2-连通部分时，我们只得到边的一个自然划分。 
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立，从而证明了 il )和丨1丨 ） 是等价的。 □ 

在定理 13.5.3 中，假设是因为完全图 
尺 2 是连通的并且没有关节顶点，即满足 ii)， 但 « 

不满足I ) ，因为 /c ( k 2 ) =lo 

设6 = (\^，£)是72>2阶连通图。我们定义 
G 的块为连通的且没有任何关节顶点的 G 的极 
大导出子图，更精确地讲，令 L7 为 G 的顶点集 
的一个子集，如果 Gy 是连通的且没有任何关节 
顶点，并且对 G 的所有满足 L/QW/U 乒 W 的顶点子集 W ， 导出子图非连通的或者 
有一个关节顶点，那么导出子图 Gu 就是 G 的一个块。从定理 13.5.3 得到 G 的块要么是完 
全图 K 2 要么是2-连通的。 _ 

例设图 G 如图 13-11 所示，那么块将是由[/等于 
\ a , b \ ,\ b , c , d.,e \ ,\ c , f , g , h \ ,\ h,i \ 

导出的子图 G & 四个块是 iC 2 , 另外两个块是2-连通的。 注意： 当某些块可能含有一个公 
共顶点时， G 的每条边只属于某一个块。 □ 

定理 13.5.4 设 G=(V,E) 是一个阶连通图，并令 

Gw = ( R ， £ 丄 ) ， Gti 2 =( L7 2 ，£ 2 ) ， … ， Gc ；， (I7 r ，艮） 

是 G 的块，那么£ 2 ,…，&是 G 的边集合 E 的一个划分 e ， 并且任何一对块至多有 
一个公共顶点。 

证明： 因为一个块可能是 K 2 , 所以 G 的每条边属于某个块，而为&的块不可能与其 
他块有一条公共边，所以与其他块只多有一个公共顶点。从而，我们只需考虑阶至少为3的 
块 Ga，G u; 它们是2-连通的。如果能证明这些块最多有一个公共点，那么就推 

出一条边不可能属于两个不同的块。 

假设 Ui n Uj 至少含有2个顶点，因为17;和 U； 的交集非空，那么导出图 G u;uu； 是连 
通的。令 x 是 U; U q 的任意一个顶点，因为 Gu ” Gq 是 2-连通的，所以 G u; - ; w 和 
是连通图。此外，因为 L/； •有2个公共顶点，所以， Gquu^UI 是连通的，于 
是，得到导出图 G u;uu .是 2-连通的，从而我们得到了一个更大的2-连通的导出子图，这与 
我们的假设块（最大的2-连通的导出子图）矛盾，所以两个不同的块最多只能 
有一个公共顶点。 □ 

最后我们给出2-连通图的另一个特征。 

定理 13.5.5 设 G 是一个 n>3 阶图，那么 G 是2-连通的当且仅当对任意两+不同的 
顶点 a 和6都存在一条包含 a 和6的圈。 - 

证明：如果 G 的任意两个不同的顶点都在一个圈中，那么 G 肯定是连通的而且没有任 
何关节顶点。根据定理 13.5.3 知 G 是2-连通的。 



© 因此， G 的每边恰好属于一个块。 
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现在假设 G 是2-连通的， a 和6是 G 中的不同顶点， U 是所有不同于 a 的顶点 x 的集 
合，且满足对这些 x 都存在一条包含顶点 a 和 x 的圈。我们先证明 U ^0 , 即至少有一条 
圈含有顶点设 U ， 是包含 a 的任意一条边。通过定理 13.5.1 得， A ( G )>/ c ( G )>2, 
因此，删除边 Udi ， G 还是连通的。于是有一条含 a 和 j 但不含边 U ， 3^丨的路径，从而 
存在一条包含 a 和> 的圈，故17#0。 

现在证明6属于 U 。 假设6不属于 U ， 那么就会得到一个矛盾。令 z 是 L / 中离6点的距 
离为 p 的最近的顶点。 y 是一条从 z 到6长度为 p 的路径。因为 z 属于 C /， 所以存在一个圈 
△ 含有 a 和 I 圈 h 含有连接 a 和2的两条路径 y \ 和心〃。因为 G 是2-连通的，从定理 
13.5.2 得到存在连接 a 和6但不包含 z 的一条路径 y 2 。 令 w 是属于7的第一个顶点并且也是 
72 的一个顶点 e 。 令 I 是属于 72 的最后一个顶点并且也是 7 i . 的一个顶点 @ 。 顶点 U 要么属于 
y /要 么属于 h 〃。 假设属于} V ，那么得到 a 沿 y / 到％ P 沿 y 2 到 M ， 《沿 y 到 Z ， 2 沿 y /' 
回到 a , 这样我们构造了含有 a 和 M 的一条圈。因此， M 属于 L /。 但是 M 比 Z 更加接近6, 
这与我们对2的选择相矛盾。从而推岀 6 属于 17, 所以存在一条包含 a 和 6 的圈。 □ 

下面的推论给出了定理 13.5.5 中2-连通图特征的另一种表述。 

推论 13.5.6 设 G 是一个 n >3 阶图，那么 G 是 2 -连通的当且仅当对任意两个不同的 
顶点 a 和6都存在连接 a 和6的两条路径，并且这两条路径只有 a 和6两个公共点 q ::: ; 

该推论是 Menger © 定理的一个特例。 Menger 定理是对任意的々，描述々-连通图的特征。 
我们陈述该定理（有向图的明格尔定理的“间接描述”在 12. 2节中已证明），但不加证明。 

定理 13.5.7 设是是一个正整数， G 是一个阶为 + l 的图，则 G 是冬连通的当且仅当对 
任意两个不同的顶点 a 和6都存在连接 a 和 b 的 k 条路径使得每对路径只有 a 和6两个公共点。 

如果& = 1，那么定理简 化为： 一个图是 1- 连通的，即连通的当且仅当每对顶点可通过一 
条路径连接 。 

13.6 练习题 

1. 证明同构图有相同的色数和色多项式。 

2. 证明非连通图的色数是它的连通分支的最大色数。 

3. 证明非连通图的色多项式等于它的连通分支的色多项式的积。 

4. 证明长度为奇数的一个循环图 G „， 它的色数等于3。 

5. 求图 13-12 中各图的色数。 

6. 证明色 数为々 的图至少有 （ f ) 条边。 

7. 证明贪婪算法总是产生用两种颜色对 K m ,„ ( m ， n > l ) 的顶点进行着色。、 

8. 设 G 是一个具有色多项式 A ； U ) 的阶图。 

i ) 证明如(/0的常数项等于0。 • ... 


㊀ 这样的顶点存在，因为6是 y 的顶点，也是72的预点。 

㊁ 这样的顶点存在，因为 a 是的顶点，也是 h 的顶点。 

㊂ K. Menger: Zur allgemeinen Kurventheorie, Fujid. Math. , 10 (1927) ， 95-115 0 
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ii ) 证明在 ApU ) 中々的系数是非零的当且仅当 G 是连通的。 

iii ) 证明在加 U ) 中，的系数等于 - 其中 m 是 g 的边数。 

9. 设 G 是色多项式为 - I )”- 1 的 n 阶图（即 G 的色多项式跟一棵《阶树的一 
样），证明 G 是一棵树。 

10. 从 K „ 中删除一条边而获得的图的色数是多少？ 

11. 证明从中删除一条边而获得的图的色多项式等于 

[々 L + UL-i 

12. 从尺„中删除有一个公共顶点的 
两条边而获得的图的色数是多 
少？ 

13. 从尺„中删除没有公共顶点的两 
条边而获得的图的色数是多少？ 

14. 证明一个循环图 C „ 的色多项式 
等于 

( 卜 i) n + (-i) n U-1) 

15. 某图恰好有一个长度为奇数的圈，证明该图的色数等于3。 

16. 证明多项式 k 4 ~4 k 3 + 3 k 2 不是任何图的色多项式。 

17. 用定理 13.1.10 求图 13-13 的 色数: 

18. 用计算一个图的色多项式的算法，求一个三维立方体 
顶点和边的图 Q 3 的色多项式。 

19. 找出具有两个不同平面表示的一个平面图，使得对某 
个整数/，一个是有/条边曲线所围的区域，而另一 
个是无此限制的区域。 

20. 给出一个色数为4且不包含 K 4 作为导出子图的平面 
图例子。 

21. —个平面被有限条直线分成若干区域，证明这些区域能用两种颜色着色，并使共边界的 
区域着不同的颜色。 

22. 用圆取代直线，重复练习题21。 ' 

23. 设 G 是有 e = 3«-6 条边的 n 阶连通的平面图，证明在 G 的任意一个平面表中，每个 
区域恰被3条边曲线所围。 

24. 证明一个连通图总能收缩到一个单一顶点。 

25. 证明一个平面图的收缩还是平面的。 

26. 设 G 是每个顶点有相同度々的 n 阶平面图，证明 

27. 设0是《>2阶平面图，证明 G 至少有两个顶点，它的度最多是5。 

28. 如果一个图通过删除一个顶点而获得的每个子图都有更少的色数，那么称该图为 色的临 
界图。 设 G = ( V ， E ) 是一 个色临 界图， 证明： 

i ) X ( G v - lxl ) = X ( G)-l , 对每个顶点 x 都成立。 

ii ) G 是连通的。 
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iii ) G 的每个顶点至少有等于 X ( G ) - 1的度。 

iv ) G 没有关节集1/使得 Gu 是一个完全图。 

V )每个图 H 有一个导出子图 G ， 使得 X ( G ) = X ( H )， 并且 G 是色临界图。 

29.设是一个整数，证明每个顶点的度至少为1的图包含一条长度大于或等于 f 
的圈，然后用习题28证明色数等于 p 的图包含一条长度至少为 p 的圈。 

# 30.设 G 是没有任何关节顶点且使每个顶点的度至少为3的一个图， 证明： G 包含一个能 
收缩到 K 4 的子图（提 示： 从一个最大长度为 p 的圈开始，由习题28得 >>4)。现在 
用习题28获得 Hadwiger 猜想对于 p =4 的一个证明。 

31. 设 G 是连通图， 了是 G 的一棵生成树，证明了包含一个生成子图穸使得对每个顶点 
v , 它在 G 中的度与在 7" 中的度关于棋2是相等的。 

32. 找一种不同于图 13-9 中给出的8王后问题的解答。 

33. 证明一棵 n 阶树的独立数至少是「《/2~1。 

34. 证明非连通图的补是连通的。 

35•设是图 G 的一个生成子图，证明 dom ( G ) ^dom ( H ) 0 

36. 对每个整数求一棵控制数等于匕/2」的 n 阶树。 

37. 求一个三维立方体边和顶点的图 Q 3 的控制数。 

38. 求循环图 C „ 的控制数。 

39 .对于 n = 5和6，通过找3个方格，把王后放在该方格上，使得其他每个方格至少受到 
一个王后的攻击，证明一个 nx n 棋盘的王后图的控制数最多是3。 

40. 证明一个 7 X 7 棋盘的王后图的控制数最多是4。 

*41. 证明一个 8 X 8 棋盘的王后图的控制数最多是5。 

42. 证明一个区间图的导出子图是一个区间图。 

43. 证明一个弦图的导出子图是弦图。 

44. 证明只有是弦图的连通二分图是树。 

45. 证明所有的二分图都是完美的。 

46. 设 G 是一个图，使得或者 G 或者它的补5有一个导出子图，该子图有一条长度大于3 
的奇数的无弦圈，证明 G 不是完美的。 

47. 证明的边连通度等于 n - 1。 

48. 给出一个不同于完全图的图 G ， 且 / c ( G ) 二 A ( G ) 的例子。 

49. 给出一个图 G 且有 / c ( G )< A ( G ) 的例子。 

50. 给出一个图 G 且有《(0<久（0)<5(0)的例子。 

51. 求完全二分图的边连通度。 

52. 设 G 是一个 h 阶图且顶点度为4，&，…，毛。假设这些度满足 — 

证明： 如果对所有 k<n -毛 - 1有 d k > k , 那么 G 是一个连通图。 

53 .设 G 是一个 n 阶图，每个顶点的度均为 d ， 

丨）为了保证 G 是连通的， d 必须多大？ 
ii ) 为了保证 G 是2-连通的， d 必须多大？ 
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54.已知图为下面给出的图13-14,求该图的块。 



55. 证明一棵树的块都是 K 2 。 

56. 设 G 是一个连通图，证明 G 的一条边是一座桥当且仅当它是块等于 K 2 的边。 

57 .设 G 是一个图，证明 G 是2-连通的当且仅当对每个顶点 x 和每条边《，都存在既包含 
顶点 x 又包含边 a 的一个圈。 

58. 设 G 是一个图，它的每个顶点都有正的度，证明 G 是2-连通的当且仅当对每对边&和 
a % ,存在一'条包含_0：1和 o ：2 的圈。 

59. 证明阶为^>2的连通图至少有两个顶点，它们不是关节顶点（提 示： 取一条最长链的 
两个端顶点）。 



假如你要用红、蓝两种颜色给一个正四面体的4个顶点着色，试问存在多少种不同的着 
色？因为一个四面体有4个顶点，每个顶点可用两种颜色之一着色，于是，得到该问题的一 
个答案为2 4 = 16。但我们能认为这16种着色是不同的吗？若四面体在空间是固定的，则各 
顶点可通过它的位置而彼此区分，并且该问题与各顶点所着的颜色相关联，因此，在这种情 
形下的16种着色是不同的。若四面体是可转动的，那么由于吗面体有对称性质，所以该问 
题与哪个顶点着红色及哪个顶点着蓝色并不彼此相关联。两种着色可互相区分的唯一途径是 
通过每种颜色的顶点数决定的。故全部顶点为红色的有1种着色，三个顶点为红色的有1种 
着色，两个顶点为红色的有1种着色，一个顶点为红色的有1种着色及无顶点为红色的有1 


种着色，共给出5种不同的着色。 

假如用红、蓝两种颜色给正方形的心— 
4个顶点着色，我们再次得到，在正方 
形位置固定的条件下有16种不同的着 R [ 
色。如果允许正方形转动，问存在多少 u 
种不同的着色？尽管正方形不具有四面 
体的完全对称性，但它仍有很强的对称 
性，如图 14-1 所示。全部顶点为红色 
的有1种着色，三个顶点为红色的有1 
种着色，两个顶点为红色的有2种着色 



(这两个红色顶点可以邻接或是被一个蓝色顶点隔开），一个顶点为红色的有1种着色及顶点 


无红色的有1种着色，共有6种不同的着色。 

如果允许四面体和正方形自由转动，那么给顶点着色的2 4 = 16种方法被划分成一些部 
分，使得同一部分中的两种着色被视为相同的（着色是等价的），而不同部分中的两种着色 
为不同的（着色是不等价的)。因此，不等价的着色的数是不同部分的个数。本章的目的在 


于发展和阐明在对称情形下计算不等价着色的技术。 


14.1 置换群与对称群 


设 X 是一个有限集^不失一般性，取 X 为包含前 n 个正整数的集合 

{ 1 , 2 , •••, «} 


X 的每个置换 


可视为 X 到其自身定义的一个一对一的函数 


其中 


/： X->X 









378 组合数学 


/(1) = “，/(2) = z 2 , •••, f ( n ) = i „ 

根据鸽巢原理，/: X — X 是满的 e 。 我们要强调的是一个置换可视为一个函数，用 2 X „ 阵列 


1 2… n 

h i2”.in 


(14-1) 


也可表示该置换。在式 （14-1) 中，整数6对应的函数值4放到々的下面。 

例 jl ，2,3 l 的6个置换可视为如下诸函数。 

/I 2 3\ /I 2 3\ II 2 3\ 

\1 2 3/ \1 3 21 \2 1 3/ 

I 1 2 3 ) I 1 2 3 ) I 1 2 3 ) □ 

\2 3 1/ \3 1 2/ \3 2 1/ — 

将 U ，2，...， n ! 的所有 n ! 个置换构成的的集合记为 S „， 于是， S 3 是由上例所列出的6 
个置换所构成的。既然置换为函数，那么它们就可以结合（使用合成运算，即一个跟在另一 
后面）。如果 

2 "' n ) 

\n i2"，hJ 

和 

2 "' W ) 

是 |1，2, …， nl 上的两个置换，按先/后 g 的顺序进行合成，则得置换 


g ° f = 


1 2… n 

h h … jn 



1 2… 7Z 

i \ h … in 


其中 

( g 0 f )( k ) = g ( f ( k ))= j ik 

函数的合成定义了 S „ 上的一个二元运算：如果/和 g ■均属于 S „， 则 g 。/ 也属于 s „。 
例设 S4 中的置换/和 g 为 



1 2 3 4、 _/1 2 3 4\ 

3 2 4 1/ g ~\2 4 3 1/ 


则 


因此 


(尽。 /) ⑴ =3，（ g 。/) ⑵ =4，（ g 。/) ⑶=1，（尽。/)(4) = 2 


© 因此，从 x 到 x 的一对一的函数是一一对应的。 
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类似可得 


g ° f : 


<1 

\3 


2 

4 



f /I 2 3 4\ 
f ° g= \2 1 4 3 ) 

S „ 中置换的合成这一二元运算“。”满足结合律 © 

(f c g)°h= f°(g°h) 

但不满足交换律，如上例。尽管某些情形下等式可能成立，但通常情况下 

我们用通常的幂符号来表示一个置换与它自身的 合成： 

/ 1 = /，/ 2 = /。/，/ 3 = /°/°/，…，/ = /。/。…。/ U 个 /) 
恒等置换就是各整数对应到它自身的 |1， 2, …， 的 置换： 


□ 


它等价于 


i ( k ) = k 对所有的* = 1，2 ，…， w 



2… n 
2… n 


显然等式 

i c f=f°c=f 

对氏 中的所有置换/成立。由于 S „ 中的每个置换是一对一的函数，所以存在逆函数 
满足： 

如果 /( s ) = 6, 那么 s 

通过交换 2X„ 阵列/的第一行与第二行，并重新排列列使得第一行的整数以自然顺序 1 ， 
2, …， n 出现，便得到了 2 X „ 阵列厂、对每个置换/,我们定义= 于是，恒等置 
换的逆是它 自身 ： = 


例 考虑 S 6 中的置换 



交换第一行与第二行，得 


5 6 3 1 2 4\ 

1 2 3 4 5 6/ 


© 函数的合成总是可结合的。 
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再重新排列列，得 


1 2 3 4 5 6、 
4 5 3 6 1 2/ 


□ 


从逆运算的定义推出 S „ 中任意元/与它的逆 满足： 

f ^ r l = r K f=c 

如果 s „ 中的置换的非空子集 G 满足如下三条性质，则定义它为 x 的一个置换的群， 
简称置 换群： 

i ) (合成运算的封闭性）对 G 中所有的置换/与 g , /。呈也属于 G 。 

ii ) (单位元）中的恒等置换 £ 属于 G 。 • 

iii ) (逆元的封闭性）对 G 中的每一个置换/，它的逆 / _1 也属于 G 。 
叉=|1，2，...，72丨的所有置换的集合\是一个置换群，称它为 n 阶对称群。特别地，仅 

含恒等置换的集合 G = M 是一个置换群。 

每一个置换群满足消 去律： 

h .意味着 g = h 

因为用/- 1 左乘等式两端，并根据结合律，便得. 

/ - lo ( / og )=/ - io ( / o A ) 

(/ _1 。/)7=(厂 la /)。 办 
c ° g ~ c°h 
g^h 

例设 n 是一个正整数， &表示 |1，2, …， n 丨的置换，它定义为 

1 2 3 ••• n ~1 n \ 

2 3 4 … n 1 / 

则当 f = 1，2 ，…， n — 1时，有仏 （ i ) = i + 1且/^ ( n ) = 1 0 考虑 
将1到 n 的整数均等地放到圆周上或正 w 角形的 n 个角点上，当 
n =8时，如图 14-2 所示。 那么仏 按顺时针方向将各整数传到随后 8 
的整数。实际上，可将内视为圆的 360/ n 度的旋转，置换为圆 
的 2 X (360/ n ) 度的旋转，更一般地，对非负整数 I 4为圆的 7 
k 乂 (360/ n ) 度的旋转，从而推出 

1 2 ••• n — k n ~ k +1 … n \ 

k +1 k +2 … n 1 … k -1/ 

特别地，当 r mod 72时，有 p r n = p k n 0 因此，仅有内的 n 个不同的幂，即 





Pn 一 （ ， Pn ， Pn ，•••， Pn 

并且 
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Pn i = P' 

更一般地，对 々=0，1，2 ， …， n — 1， 有 


{p k n r l =p n n~ k 

从而得到 

C„= \p° n = t,p n ,pl, — ,pY 1 } 

是一个置换群 e , 它是 n 阶循环群的一个例子。读者可以看到，该群隐含了可用于计算 n 
个不同的对象安置到一个圆周上的方法数。下面将是更详细的内容。 □ 


设 o 是一个几何图形， n 到它自身的一个（几何）运动称为 Q 的一个 对称。 我们要考 
虑的几何图形，如正方形、四面体、立方体，是由角点（或顶点）、边及三维情形下的面 
(或侧面）所构成的，因此每个对称可看作是角点、边及三维情形下的面上的一个置换 。 n 
的一个对称后跟着另一个对称还是一个对称，即两个对称的合成仍是一个对称。类似地 ，一 
个对称的逆也是一个对称。最后，使所有对象固定不动的运动 © 也是一个对称即恒等对称。 
于是，我们推断出0的对称就是它的角点上的置换群 G c 、 边上的置换群 Ge 以及 D 是三维 
情形下的面上的置换群 G F ® o 因此由图形的所有对称决定的置换集合自然是一个置换群， 
从而得到了 角点对称群、边对称群、 面 对称群 等等。 


例考虑如图 14-3 所示的一个正方形 n ， 它的角点标以1、2、3、 
4,边标以 a 、 6、 c 、 d ， 那么存在8个 fl 的对称，并只有两种类型。 
有围绕正方形中心的0°、90°、180°、270°角的4个旋转，这4个对称 
的运动出现在包含 n 的平面上，它们构成了 n 的平面 对称。 平面对称 
本身就形成一个群。其他对称是关于 ft 的对角点的连线和对边中点的 
连线的4个反射。这些对称，它们的运动是在空间进行的，因为“翻” 
正方形需要离开它所在的平面。 

作用在角点上的旋转产生4个置换 


作用在角点上的反射产生4个置换 ® 


P4 ： 


P4 : 


(1 2 3 4、 
、2 3 4 1/ 

2 3 4、 
\4 1 2 3 y 



图 14-3 


0用更正式的语言来叙述就是，置换群 C ,, 同构于整数 mod n 的加群，见 10.1 节的讨论。 

㊁ 因此，在这个运动中实际上没有任何运动！ 

㊂ 存在群的一个抽象的概念，它被定义为具有二元运算的非空集合，满足结合律以及（丨）对合成运算是封闭的， 
( ii ) 单位元存在， （ iii ) 对求逆元运算是封闭的。由于对函数的合成运算结合律自然成立，因此置换群是群。 
图形 n 的对称在该定义下形成群，但正如所指岀的那样，这些对称能够作为其角点的置换群，其边的置换群等 
等。 

@ n 来自关于连接 K 点1和3的连线的反射， r 2 来自关于连接顶点2和4的连线的反射， f 3 来自关于连接直线 a 
和 c 的中点的连线的反射， r 4 则来自连接直线6和 J 的中点的连线的反射。 
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1 2 
1 4 


^3 = 


1 2 
2 1 


3 4) 
3 2/ 

3 4) 

4 3/ 




2 3 
2 1 

2 3 

3 2 



故正方形的角点对称群是 


Gc — ! (<?4 ~ £ »(°4 »|°4 5 (°4 » r l 5 r 2 5 r 3 » r 4 ! 

可以验证 

因此，又得到 

G c = = d ， |04，dd 

如图 14-3 所示，将 n 的边标以 a 、 6、 c 、 d ， 那么边对称群 G £ 可用 a 、 6、 c 、 ci 分别 
替换角点对称群 G c 中的1、2、3、4而获得。因此，若对进行这一替换，则得 

I a b c d \ 

\b a d cj 


这就是关于正方形两条边 b 与 d 的中点连线的反射导致的边的置换。 □ 


同理，对于任意的可得到正 n 角形的对称群。除 n 个旋转 d = “ 内，…， 
力- 1 外，还有 n 个反射 n ， r 2 , …， f „。 如果《为偶数，则有 n /2 个关于对角点的反射和 
«/2个关于对边中点连线的反射。如果 n 为奇数，则有 n 个关于角点与其对边中点的连线 
的反射。关于|1,2, …， 《丨的 2 n 个置换形成的群 


= 14 = «,/?„， d …，〆 r 1 ， n ， T2, …， r„ I 

就是一个阶为 2 n 的二面体群的一个例子。我们在下例中计算 D 5 。 

例 （10 阶二面体群）如图 14-4 所示，考察其顶点标以1、2、3、 
4、5的正五角形。它的（角点）对称群 D 5 包含5个旋转和5个反射， 
5个旋转为 


^5 = 


/I 

2 

3 

4 

5\ 


n 

2 

3 

4 

c ― 

(1 

2 

3 

4 

5) 

P 5= | 

[2 

3 

4 

5 

P 2 5 = 

/I 

2 

3 

4 

5\ 


^5=| 

(1 

2 

3 

4 

(3 

4 

5 

1 

2) 


[4 

5 

i 

2 


1 2 3 4 5、 
5 1 2 3 4/ 


将第；个角点与其对边的连线的反射记为 r ; (i = l ，2,3,4,5)， 则 


(1 

2 

3 

4 

5\ 

_/l 

2 

3 

4 

5\ 

ri= (l 

5 

4 

3 

2) 

r2_ (3 

2 

1 

5 

4 j 
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11 2 

3 

4 

5\ 

/I 

2 

3 

4 

5\ 

叫 5 4 

3 

2 

l ) 

叫2 

1 

5 

4 

3) 


/I 2 3 4 5\ ^ 

r5 -U 3 2 15/ 

假设 X 仍为前 n 个正整数集合|1，2,…，《丨， G 为集合 X 的一个置换群。 X 的一种着色 
是指对 X 的每一个元素指定一种颜色。设 C 是 X 的一个着色集合。通常我们有多种颜色， 
比如红色与蓝色， C 就是用这些颜色对 X 的所有着色所构成的。但这并非必须都是这种情 
况，集合 C 可以是 X 的任意着色集合，只要求 G 是以刚才所描述的方式将 C 中的一种着色 
对应到 C 中的另一■种着色。 

设 c 是 X 的一种着色，1, 2,…，72的颜色分别记以 c ( l )， c (2), c ( n ) Q 令 



是 G 中的一个置换，那么定义是使得4具有颜色 c (々) 的着色，即 

( f ^ c )( i k ) = c ( k ), 或用 / 的逆 
( f * c )( k ) = c ( r 1 ( k )) 

也就是说，因为/将々变到4,所以， 々的 颜色，即 cU ) 移到 / U ) = 4 并且变成4的颜色。 
着色集 C 需具备 性质： 对于 G 中任意元/和 C 中任意元 c ，/* c 仍属于 C 。 这意味着/置换 
了 C 中的着色，于是 ， G 充当了 着色集 C 上的一个置换群。因此， /* c 表示通过/变换 c 的 
C 中的着色。注意，如果 C 是 X 对给定颜色集合上的所有着色的集合，那么 C 自然具备所需 
要的性质。 

在两个运算。 （ G 中置换的合成）与* ( G 中的置换对 C 中着色的作用）之间成立的基 
本关系是 


( g ° f ) * c = g * (/* c ) (14-2) 

方程 (14-2) 的左边是将々的颜色变到 ( p /) U ) 的着色，右边是将6的颜色变到 / U )， 然 
后变到 g (/ U )) 的着色。因为由合成运算的定义有 （ g »/) U ) = g (/ U ))， 故式 （14-2) 成 
立。 

例继续考虑前面的例子， n 是如图 14- 3所示的正方形，其中 G c 是 n 的角点对称群。 
令 C 是 n 的角点1、2、3、4颜色为红色或蓝色的所有着色的集合。置换群 G c 包含8个置 
换， C 有16种着色。用 i ? 表示红色， B 表示蓝色并且按1、2、3、4的顺序书写角点的颜 
色来表示一种着色。因此，如 

( R , B ， B , R ) (14-3) 

是角点1为红色、角点2为蓝色、角点3为蓝色、角点4为红色的一种着色。置换内则将 
该着色变到下面着色 


( R , R , B , B ) 
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其中，角点1与2为红色，角点3与4为蓝色。 

在下表中我们列出 

Gc 中各置换作用在着色 

(14-3) 上的效果 





G c 中的置换 

作用在着色 （ i?，B 

, B . 

, R ) 上的结果 


( R , 

B ， 

B , 

R ) 

P 4 

( R , 

R , 

B ， 

B ) 

Pi 

(B, 

R ， 

R ， 

B ) 

Pi 

( B t 

B ， 

R ， 

R ) 

了 1 

( R , 

R , 

B , 

B ) 

To 

( B , 

B ， 

R f 

R ) 

^3 

(- B , 

R , 

R , 

B ) 


( R > 

B, 

B ， 

R ) 


注意，置换 r 4 不改变着色（14-3)，即 r 4 保持着色 (14-3) 不变，当然，单位元：也 
不改变它。事实上，表中的每个着色只出现两次。如果在 G c 中存在一个置换，它将一种着 
色变到另一种着色，那么就称这两种着色是等价的，于是，（只，5,5，只）等价于如下各种着 
色 ' 

( R , B , B , R ),( R , R , B , B ),( B , R , R , B ),( B , B , R , R ) 

因为置换不会改变各颜色的角点的个数，所以两种着色是等价的一个必要条件是它们包含相 
同数目的红色与相同数目的蓝色 e 。 着色 （ i ?， B ，_ R ， B ) 也包含2个红色角点与2个蓝色 
角点，但与不等价。事实上，可以验证 （_ R ， B ， 只， S ) 仅等价于(丑，艮只， 
B ) 和(5，只，仏只），并且，我们检验 G c 中的所有置换作用在(丑，5，及，3)上的结果时，这 
些着色各出现四次。特别地，我们能够推出在有两个红色角点和两个蓝色角点的所有着色中 
存在两种不等价的着色。显然，着色 ( mi ?) 仅与它自身等价。同样，着色 
B ) 也仅与它自身等价。考虑有1个红色角点和3个蓝色角点的着色通过一个 
旋转，它与 ( i ?， B ， B ， B )、 ( B ， R ， B , B )、( B ， B ， R ， B )、 ( B , B ， B , J ?) 中的每一种着色等 
价，因此，具有1个红色角点的所有着色是等价的。同理，具有3个红色角点（有1个蓝色 
角点）的所有着色通过一个旋转都是等价的。故在正方形的角点对称群 G c 的作用下，用两 
种颜色对正方形的角点进行着色，共有2+1 + 1 +1 + 1 = 6种不等价的着色方案。如果不允 
许正方形的完全对称群而只是用由4个旋转4 = £ ，内， d ， d 所构成的对称群，不等价的 
着色数仍为6,这是因为如果两种着色通过正方形的一个对称的作用是等价的，那么这两种 
着色通过旋转的作用也是等价的。 □ 

现在我们给出着色等价的一般定义。令 G 是作用在集合 X 上的一个置换群，通常取 X 
为前 n 个正整数的集合。令 C 是 X 的一个着色集合，使得对于 G 中任意元/和 C 中任意元 
c , X 的着色 /* c 仍属于 C 。 于是，在这种意义下 G 作用于 C ， 对 C 中进行的着色仍属于 C 。 
设(^与^是。中的两种着色，下面我们定义一个关于 C 的等价 关系， 记为 g (简记~):如 
果存在 G 中的一个置换/，使得 


㊀ 当然，如果两种着色有相同数目的红色，那么它们必然有相同数目的蓝色。 
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/*Cj=C 2 

则称 q (在 G 的作用下）等价于 c 2 。 如果它们不相等，则称这两种着色是不等价的。我们 
得到 


i ) (自反性）对于任意的 C ， C—C (因为 0 C = C ); 

ii ) (对称性） 如果则(如果对 G 中的某个/，有 /* Cl = c 2 , 则厂 1 * 

C 2 = C !)； 

iii ) (传递性）如果 q — Cs 且 c 2 〜 c 3 ， 则 q ~ c 3 (如果 /* q = c 2 且 g * C2 = c 3 ， 则 （ g 。/) 

* C! = C 3 )o 

由此得到 〜是在 4.5 节中所定义的意义下关于 C 的一个等价关系，这就证明了我们使用术语 
“等价”是合理的。 ' 

注意一个置换群的三个基本性质，即单位元、逆运算的封闭性及合成运算的封闭性是如 
何在丨）'~⑴）的证明中使用的。根据第4章中的定理4.5.3,等价将把(：中的着色划分成许 
多部分，使得两种着色属同一部分当且仅当它们为等价的着色 D 在下一节中，我们将导出关 
于部分的个数，即在置换群 G 的作用下 C 中不等价的着色数的一般公式。 

14.2 Burnside 定理 

本节我们将导出在集合 X 的一个置换群的作用下，计算集合 X 的不等价着色数的一个 
Burnside 公式 e ， 并应用这个 公式。 

设 G 是 X 的一个置换群， C 是 G 作用在 C 上的 X 的一个着色集合。回顾一下，这意味 
着对于 G 中的任意/与 C 中的任意 c ， 

/*c 

属于 C , 并且 G 中的每个/置换 C 中的着色。适当选取/与 c ， 可使得 

/ - c = c (14-4) 

例如，如果在图 14-3 中对正方形的顶点1与3着红色，顶点2与4着蓝色，那么关于顶点1 
与3连线的反射或者顶点2与4连线的反射或者通过180°的旋转均不改变 着色； 这些运动均 
保持了各顶点的颜色，于是保持了原着色。如果允许式 (14-4) 中的/在 G 中所有的置换 
间变化或者允许 c 在 C 中的所有着色间变化，那么我们得到使着色 c 保持不变的 G 中所有置 
换的集合 


G ( c ) ={/：/€ G ,/* c = c } (14-5) 

以及在/的作用下使着色 c 保持不变的 G 中所有着色的集合 

C (/) = { c ： c 6 C,/*c = c } (14-6) 

使着色 c 保持不变的所有置换的集合 G ( c ) 称为 c 的稳定核 ㊁ ，而且任何着色的稳定核也形成 
一个置换群。 


㊀ W.Burnside ： Theory of Groups of Finite Order , 2nd edition, Cambridge University Press, London, 1911 ( 由 
Dover, New York, 1955 重 印）， P.191 。 

㊁ 稳定 （ stable) 是保持不变 （ fbced) 的同义词。 
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定理 14.2.1 对于每一种着色 c ， c 的稳定核 G ( c ) 是一个置换群，而且对 G 中任意置 
换/与 g ， g * c =/* c 当且仅当 / _1 - g 属于 G ( c )。 

证明：如果/和 g 都使 c 保持不变，则先/后 g 将使 c 保持不变，即 （ g -/)( C ) = c 。于 
是，在合成运算下， G ( c ) 具有封闭性。显然，单位元 < 使得所有着色不变。如果/使 c 不 
变，那么厂" 1 也使 c 不变，于是 G ( c ) 具有对逆元的封闭性。由于满足置换群定义的所有性 
质，所以， G ( c ) 是一个置换群。 

假设 /* c = g * c , 利用基本关系式 （14-2) 得 

(f~ lo g) * c =/— 1 * (g * C) =/ _1 * (/* c) = (/ 一 1 。/) * c= : * c = c 

所以厂 1 %使 c 不变，因此厂^。尽属于 G ( c )。 反之，假设厂属于 G ( c )， 通过类似的计 
算可证得 

/* C=g * C □ 

作为定理 14.2.1 的一个推论，我们可以从已知的一种着色 c 出发，确定出在 G 的作用 
下不同的着色数。 

推论 14.2.2 设 c 为 C 中的一种着色，那么与 c 等价的着色数 

I i/*c ： /6g! I 

等于 G 中的置换个数除以 C 的稳定核中的置换个数，即 

IGI 

lG ( c )| 

证明：设/是 G 中的一个置换，根据定理14.2.1，满足 

g*c=/*c 


的置换 g 实际上就是 

|/。/ 1 : AGG ( c)l (14-7) 

中的那些置换。由消去律，则从 = 推出= 于是，集合 (14-7) 中的置换个数 
等于 G ( c ) 中置换 h 的个数 | G ( c )|。 从而，对每个置换/，恰好存在 | G ( c )| 个置换，这些置 
换作用在 c 上跟/有同样的效果。因为总共有 | G | 个置换，所以，与 c 等价的着色数 


i/^c：/eGii 


等于 

1G1 

, | G ( c )| 

即推论得证。 □ 

下面的 Burnside 定理给岀了一个计数不等价着色数的公式。 

定理 14.2.3 设 G 是 X 的一个置换群， C 是 X 的一个着色集并且使得对于 G 中的任意 
/与 C 中的任意 c ，/* c 属于 C ， 则 C 中不等价的着色数 iV ( G ， C ). 为 
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N ( G , C ) - 2 I C ( f ) I (14-8) 

I G 丨 /ec 

换言之， C 中不等价的着色数等于使着色通过 G 中的置换保持不变的着色的平均数。 

证明： 就我们现有的知识，论证就是我们前面已多次用到的一些技巧的简单应用，即先 
采取两种不同的方式进行计数，然后使计数相等。究竟计什么数呢？我们要数使/保持 c 不 
变即 /* c = c 的对偶 (/， c ) 的个数。一种计数的方式是考察 G 中的每个/,并计算/保持着 
色不变的着色数，然后相加所有的量。因 C (/) 是通过/保持着色不变的着色集，所以用这 
种方式计数得到 


S I C (/) i (14-9) 

f^G 

另一种计数的方式是考察 C 中的每个 c ， 计算满足 /*c = c 的置换/的个数，然后相加 
所有的量。对每种着色 C ， 满足 /*c = c 的所有/的集合就是我们所称的 C 的稳定核 G ( c )。 
因此，每个 C 对和的贡献是 

| G ( c )| 

由推论 14.2.2 得 

lG(c)l = (¥i#M#S) 

于是，用这种方式计数得到 

_ I G I _ 

(与 C 等价的着色数） 

但如果我们按等价类将着色归类，那么求和式 （14-11) 可以简化。在同一等价类中，两种 
着色对求和贡献了同样的量 (14-10), 因此，每个等价类的总贡献是 IGU 由于等价类的个 
数就是不等价的着色数 N ( G ， C )， 所以，式 (14-11) 等于 

N ( G , C)x | G | (14-12) 

使式 (14-9) 与式 (14-12) 相等得到 

S I C (/) I = N ( G , C ) xl G I 

f€G 

解出 iV ( G ， C ) 即得式 （14-8)。 □ 

在本节的其余部分，我们将举几个例子来说明 Burnside 定理。 

例（循 环排列 计数）把 n 个不同的对象放在一个圆上，问有多少种放法？ 

正如 13.1 节中所提示的那样，问题相当于用 n 种不同的颜色对正《角形 D 的角点进行 
着色，答案应为 ft 的旋转群的不等价着色数。令 C 是由对 n 的 n 个顶点进行着色且每种颜 
色只出现一次的所有 H ! 种方法所组成的集合，则作用在 C 上的循环群为 ㊀ 

C „= \pl = L , p n , P 2 n ,"' , pV l \ 


(14-10) 


(14-11) 


㊀ 回忆：内是 360/ n 度旋转。 
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且循环排列的个数等于 C 中不等价的着色数。 C „ 中的恒等置换：使 C 中的 n ! 种着色不变， 
由于在 C 的着色中每个顶点具有不同的颜色 e , 所以 C 中每个其他的置换均不保持 C 中任何 
着色。因此，根据定理 14.2.3 中的式 （14-8), 我们得到不等价的着色数为 

N ( C „, C ) = ^-(71 1 +0 +… + 0) = ( n - l )! □ 

例（项 链计数问题） 用种不同颜色的珠子镶成一个项链，问有多少种方法？ 

这与上例的情形几乎相同，只是项链可被翻转。现将置换群 G 取为一个正 W 角形的顶 
点对称群，于是，在这种情况下， G 是阶为 2 «的二面体群 D „。 能使着色不变的唯一置换 
是恒等置换并且它使所有的 n ! 种着色不变。所以，由式 (14-8) 得到不等价的着色数即不 
同种项链数为 . 

N ( D „, C ) = ^( n ! +0+-- + 0) = ( - g - ~ 1)! - □ 

例用红色与蓝色对一个正五角形的顶点进行着色，问有多少种不同的方法？ 

一个正五角形的对称群是二面体群 

^5 — ! P 5 — ^ > P 5 5 p 5 > p 5 > P 5 ， ri ， 1*2 j ^ 3 , 

其中， . 是 13.1 节中所描述的关于连接顶点与其对边中点连线的反射 (j = 1，2，3，4，5 ) 。 
设(:是关于正五角形顶点的所有2 5 = 32种着色的集合。对 L » 5 中的各置换求出在其作用下保 
持不变的着色数，然后利用定理14.2.3。单位元 £ 使所有着色保持不变，其他四个旋转各 
自仅保持两种着色，即所有顶点为红色的着色和所有顶点为蓝色的着色不变，于是 

现考虑任意一个反射 IV ，比如 n 。 为了在 q 的作用下使着色保持不变，顶点2与5必须具 
有相同的颜色，且顶点3与4必须具有相同的颜色。所以，在 n 的作用下保持着色不变可 
通过如下方法 获得： 对顶点1选择一种颜色（两种选择)、对顶点2与5选择一种颜色（两种 
选择)、对顶点3与4选择一种颜色（两种选择)。因此，在 n 的作用下保持着色不变的着色 
数是 2 X 2 X 2 = 8 。 对其他各反射可进行类似计算，于是对每一个 ； =1，2, 3, 4, 5,有 

| C ( ry)|=8 

因此，由式 (14-8) 得到不等价的着色数为 

N ( D $ ，0=点 (32 + 2 + 2 + 2 + 2 + 8 + 8 + 8 + 8 +8) = 8 □ 

例用红色、蓝色与绿色对一个正五角形的顶点进行着色，问有多少种不等价的方法？ 


© 事实上，如果所有的颜色是不同的，那么就没有不同于恒等置换的置换能够保持任何颜色都不变。这是因为对 
于异于恒等置换的置换，至少有一种颜色必须变化，从而着色也就改变了。 
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参考上例，但现在的正五角形所有顶点的着色集 C 的元素个数是3 5 = 243,单位元：使 
243种着色保持不变，其他每个旋转仅使3种着色保持不变。每个反射使 3 X 3 X 3 = 27 种着 
色保持不变。于是不等价的着色数为 

N ( D 5 , C) =忐 （243 + 3 + 3 + 3 + 3 + 27 + 27 + 27 + 27 + 27) =39 

用 P 种颜色对一个正五角形的顶点进行着色，存在多少种不同的方法呢？推广以上的 
计算则得不等价的着色数应为 

点(/十 4 x ^ + 5 x ^ ) = _ 2 + 4 1 ) 0 (々 2 + 1) □ 

例设 S = ⑺•: y | 是四个不相同对象 r ， 6，: y 的多重集合，且每 

个对象均具有一个无限重复数。如果对从左到右的一个置换与从右到左的置换不加区分，那 
么存在多少种 S 的 m - 置换？例如，将 r ， g , g ， g , 6， 3 N : y 与: y ， J ， 6， g "， S '， S'，r 
视为是等价的。 

答案是在置换群 

ii,rl 

的作用下，用红、蓝、绿、黄四种颜色对从1到^的整数进行着色的不等价的方法数。 



这里：为通常的恒等置换，置换 r 是通过把1到》的整数按逆顺序排列得到的。注意 G 确 
实构成一个群，因为 r => r = £ ， 从而， r 4 = r e 。 令(:是用4种已知的颜色对1到 n 的整数 
进行的4” 种着色所组成的集合，那么 £ 使(：中所有的着色保持不变。在 r 的作用下，保持 
着色不变的着色数取决于 n 是偶数还是奇数。首先假设 n 为偶数，那么，在 r 的作用下， 
保持着色不变当且仅当1与 n 具有相同的颜色，2与 n -1 具有相同的颜色，…，及 n /2 与 
( n /2) +1具有相同的颜色。所以 z •使 C 中的4”〃种着色保持不变。现在假设 n 是奇数，于 
是，在 r 的作用下，保持着色不变当且仅当1与 n 具有相同的颜色，2与 n -1 具有相同的 
颜色，…， U - l )/2 与 U + 3)/2 具有相同的颜色，对 （n + l )/2 的颜色不作限制。所以， 
在 r 的作用下，保持着色不变的着色数是 4 ( ”_ 1)/2 X 4 = 4 ( ” + 1)/2 。 综合以上两种情况，我们 
用弱取整函数表达则得 

| C ( r )| ^拳^」 

应用 Burnside 公式（14-8)，得到不等价的着色数为 

| ( 72 + 1 ) I 

n ( g , C ) = ^- +4 2 2 

如果用 p 种颜色代替4种颜色，则不等价的着色数为 


© 考虑一条线段，其上有 n 个等间隔的点，分别标为 1 , 2,此时， T 就是该线段180度的旋转，等价地， 
r 也是该线段关于其垂直平分线的反射。 
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| ⑼十丄 / I 

N ( G ， C ) 〜 - 丄- □ 

在下一节中我们将利用定理 14.2.3 引出更深入的理论，它将使我们能够更容易地解决 
更困难的计数问题。 

14。3 P 况 ya 计数公式 

本节将讨论的计数公式是 P 6 lya 在他的一篇长而重要和颇具影响的文章 e 中提出（并被 
广泛应用）的。直到大约1960年，人们才认识到，在 P 6 lya 的这篇著名文章发表10年之 
前， Redfield 的发表过一篇文章，在该文章中他就提前使用了 P 6 lya 的基本方法 @ 。 

正如上节中所看到的那样，在置换群 G 作用在着色集 C 的情况下， Burnside 定理之所以 
能成功地用于计数不等价的着色数，与它能够求出 C 中颜色不变的着色数 | C (/)| 有关，而 C 
中的颜色不变是由 G 中的置换/保持的。通过考虑置换的循环结构，计算可变得容易简便。 
设/敎=|1，2,…， n 丨的一个置换，是顶点集为 X 且弧集为 

Af - \( i , f ( i ))： i ^ X \ 

的有向图。该有向图有 n 个顶点与《个弧，各顶点的入度和出度等于1。正如推论 11.8.8 
所表明的那样，弧集 A /可 以被划分为若干个有向圏，且每个顶点恰好只属于一个有向圈。 
理由很简单，因为从任意一个顶点 ； 开始沿离开的唯一弧继续向前并到达另一顶点々，再 
对々继续重复该过程直至回到顶点），于是产生了一个有向圈；因为每个顶点的入度和出度 
均为1，所以最终必然能到达我们的初始顶点），去掉如此获得的有向图的顶点和弧，直到 
D f 的所有顶点和弧取完为止，从而将巧的顶点与弧全都划分成了有向圈。 

例设 


_/1 2 3 4 5 6 7 8\ 

^ _ \6 8 5 4 1 3 2 7/ 

是 U ，2,-,8! 的一个置换，那么应用上面提到的过程，可把巧划分成如下的有 向圈： 

1— 6— >3— 5~^1，2 —> 8 — ^2, 4—4 

对于|1，2,…,8!上的 置换： 1变到6、6变到3、3变到5、5变到1，余下的整数保持不变， 
我们记为® 

[1 6 3 5] 


© G.Polya ： Kombinatorische Anzahlbestimmungen fur Gruppen, Graphen und chemische Verbindungen. Acta Mathe- 
matica, 68 (1937), 145-254 。 

㊁ J. H • Redfield: The theory of group-reduced distributions, American Journal of Mathematics, 49 ( 1927), 433- 455 0 
㊂ 这个记号有些含糊，因为不能由它确定被置换的元素的集合。我们所能得知的 只是： 该集合至少是 il ， 3,5,6l 。 
但是由于该集合在所处理的特定问题中是不言自明的，因此这里不会引起混乱。 
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于是， 


[1 6 3 5] = Q 


2 3 
2 5 


4 5 
4 1 


6 7 8\ 
3 7 8/ 


对应置换 [1 6 3 5] 的有向图是由有向圈 


1—6— 3—5—1， 2—2, 4-^4, 7—7， 8—8 

组成的有向图。如果某些元素以循环的方式被置换且余下元素（如果有的话）保持不变，那 
么我们称这样的置换为循 环置换 或简称 循环。 如果循环中的元素个数为々，则称它为々-循 
环。因此， [1 6 3 5] 是一个4-循环。在巧的划分中，其他有向圈给出如下循环 

[2,8,7]和 [4] 

现在我们看到，将叫划分成有向圈对应于将/因子分解成循环置换（关于合成运 算）： 


/= 


1 2 
6 8 


3 4 5 6 7 
5 4 13 2 


;) = [1 6 3 5 ]。[ 2 8 7] 。[ 4 ] 


(14-13) 


这是因为置换/中的每个整数至多属于因子分解中的一个循环。 

关于因子分解应注意两点。首先，与书写循环的顺序无关 e ， 这是因为每个元素恰好在 
一个循环中出现。其次， 1- 循环 [4] 恰好是恒等置换 ㊁ ，于是，在式 （14-13) 中可将它略去 
而不影响其正确性。但是，我们还是选择将它留下，因为包括所有的 1- 循环对我们的计数 
问题是有用的。 □ 


设/是集合 X 的任意置换，则推广上例，看到关于合成运算/有一个化成循环的因子分解 

f=[ii h h … J ?]。 …。 [“ h … Z r ] (14-14) 

其中， X 的各整数只出现在某一个循环中，我们称式 (14-14) 为/的循 环因子 分解。除循 
环出现的次序可以任意变化外，/的循环因子分解是唯一的。在集合 X 的一个置换的循环 
因子分解中， X 的每个元素恰好出现二次。 

例求8阶二面体群 D 4 (正方形的顶点对称群）中各置换的循环因子分解。 

D 4 中的各置换已在 13.1 节中计算过。每个置换的循环因子分解在下表中 给出： 


d 4 循环因子分解 


P°4=C 

[1] 。 [2] 。 [3] 。 [4] 

P4 

[1 

2 3 4] 

pi 

[1 

3]。[2 4] 

pi 

[1 

4 3 2] 


[1]。[2 4] 。 [3] 


㊀ 即 “ 不相交的循环 ” 满足交换律。 

㊁ 回忆此处 [4] 意 味着： 4 变到 4 而其他整数不动。这就是说，所有的整数包括 4 都是固定不变的，因此，我们 
得到的是恒等置换 C ； 如果该例中的置换是恒等置换，那么，就写成 /=[1]。[2]。…。[8]。 
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(续） 


循环因子分解 


^2 

[1 3 H 2 H 4] 


^*3 

[1 2]。[3 4] 


^4 

[1 4]。[2 3] 



注意，在恒等 置换： 的循环因子分解中，所有的循环是 1- 循环，这与恒等置换保持所 
有的元素不变这一事实相吻合。在反射 q 与的循环因子分解中，出现两个1阶循环，因 
为这些反射的每一个是关于连接正方形两个相对顶点的连线，所以，保持这些顶点不变。关 
于^与1" 4 的循环因子分解，我们有两个2-循环，因为它们是连接对边中点连线的反射。 
在一个正《角形 U 为偶数）的顶点对称群中，反射有类似的性质，其中一半有两个 1- 循 
环和 （ («/2) -1) 个2-循环，另一半有 n /2 个2-循环。 □ 

例求10阶两面体群 D 5 (—个正5角形的顶点对称群）中各置换的循环因子分解。 

我们已在 13.1 节中求出了 D 5 中的置换，将各置换的循环因子分解列表 如下： 


Ds 

Ps=i 


PS 

PS 

pi 

pi 


循环因子分解 
[1] 。 [2] 。 [3] 。 [4] 。 [5] 
[1 2 3 4 5] 

[1 3 5 2 4] 

[1 4 2 5 3] 

[1 5 4 3 2] 

[1]。[2 5]。[3 4] 
[1 3] 。 [2]。[4 5] 
[1 5] 。 [3]。[2 4] 
[1 2]。[3 5H4] 
[1 4]。[2 3]«[5] 


注意，在反射的循环因子分解中，恰有一个 1- 循环出现，因为每一个这样的反射是关于 
顶点与其对边中点的连线，所以只有一个顶点保持不动。当《为奇数时，一个正 n 角形的 
顶点对称群中的反射有类似的性质，各反射有一个 1- 循环和 U -1) /2个2-循环。 □ 

下面举例说明循环因子分解在计算不等价着色问题中的重要性。 

例设叉=|1，2,3,4,5,6,7,8,9!的置换/为 

/I 2345678 9\ 

U 9 1 7 6 5 3 8 2/ 


那么/的循环因子分解为 

/=[1 4 7 3]。[2 9]。[5 6]。[8] 

假设我们用红色、白色和蓝色对 X 的元素进行着色， C 是由所有这样的着色构成的集合。 
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问/保持 C 中着色不变的 | C (/)| 是多少？ 

设 c 是使得 /*c = c 的一种着色。首先，考虑4-循环 [1 4 7 3], 该4-循环将1的 
颜色变到4, 4的颜色变到7, 7的颜色变到3, 3的颜色变到1。因为/保持着色 c 不变，于 
是，通过这个循环后得到 

1的颜色= 4的颜色= 7的颜色= 3的颜色=1的颜色 

这意味着1、4、7、3具有相同的颜色。同理2-循环 [2 9] 的元素2和9具有相同的颜色， 
2-循环 [5 6] 的元素5和6具有相同的颜色。因 [8] 是 1- 循环，所以对8的着色没有任何限 
制。因此，/保持着色不变，即满足 /* c = c 存在多少种着色 c ? 答案是很清楚的。我们对 
|1，4,7,3丨任意指定红、白、蓝三种颜色中的一种（三种选择），对12,9!任意指定红、白、 
蓝三种颜色中的一种（三种选择），对!5,61任意指定红、白、蓝三种颜色中的一种（三种选 
择），对|8|任意指定红、白、蓝三种颜色中的一种（三种选择），总计有3 4 = 81种着色。注 
意答案中的指数4是/的循环因子分解中循环的个数，且答案与循环的阶数无关。 □ 

上例的分析是相当一般化的。不管所用的颜色数是多少，该方法可用于确定任意置换保 
持着色不变的着色数。我们在下面的定理中将给出这个结论。置换/的循环因子分解中的 
循环个数记为 


#(/) 

定理 14.3.1 设/是集合 X 的一个置换，假如用々种颜色对 X 的元素进行着色，令 C 
是 X 的所有着色的集合，则/保持 C 中着色不变的着色数为 

\C{f)\^k Uf) 

例用红色、白色、蓝色对一个正方形的顶点进行着色，问共有多少种不等价的着色方 
法？ 

令 C 是用红色、白色、蓝色对一个正方形的顶点所进行的3 4 = 81种着色的集合。正方 
形的顶点对称群是二面体群 D 4 , 它的各元素的循环因子分解已被求出。对0 4 中的各置换 
/，用表示# (/) 和/保持着色不变的着色数 I C (/) | 的附加列重复结论 如下： 


d 4 中的/ 

循环因子分解 

#(/) 

IC(/)I 

P °4 = i 

[1 H 2 H 3 H 4] 

4 

3 4 = 81 」'广 

P 4 

[1 2 3 4] 

1 

3* = 3 

Pi 

[1 3]。[2 4] 

2 

3 2 = 9 

Pi 

[1 4 3 2] 

1 

3* = 3 

r \ 

[1]。[2 4]。[3] 

3 

3 3 = 27 


[1 3]。[2]»[4] 

3 

3 3 = 27 

^3 

[1 2] 。 [3 4] 

2 

3 2 = 9 

U 

[1 4] 。 [2 3] 

2 

3 2 = 9 


根据定理 14.2.3, 则得不等价的着色方法数为 

N(D 4 ,C) = ^ + 9 + 3 \ 21 + 27 + 9 + 9 -21 

O 
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定理 14.2.3 和定理 14.3. r 为我们提供了一种计算集合（在集合 X 的一个置换群 G 的 
作用下） C 中不等价的着色数的方法，其中， C 是用给定颜色集对 X 的所有着色的集合。该 
方法需要对 G 中的各置换能够计算出循环因子分解（或至少知道循环因子分解中的循环个 
数)。为了对更一般的着色集 C 求出不等价的着色数，我们对 G 中的置换个数引进一个生成 
函数，其中，在置换的循环因子分解中各阶循环都具有相同的循环数。 

令/是含有„个元素的集合 X 的一个置换。假设/的循环因子分解有 q 个 1- 循环， e 2 
个2-循环，…，&个〃-循环。因 X 的各元素在/的循环因子分解中恰好出现在一个循环 
中，所以， e :， e 2 ，…，是非负整数且满足 

lq 十2《2 + …+ n (14-15) 

我们称元组…， e „) 是置换/的型，记为 

type { f ) = { ei ， e 2 ,-'-, e n ) 

注意，在/的循环因子分解中，循环数为 

因为置换的型仅取决于循环因子分解中循环的阶数，并不取决于元素在哪个循环中，所以， 
不同的置换可以有相同的型。既然现在仅按型区分置换，那么我们引进《个不定元 

之1， Z 2 , Z n 

其中， Z 是 对应一个是阶循环 1 0 = 1，2，…， n ) 0 ■对于具有以批 （/) = ( e i ， e 2， …， G ) 
的每个置换/,定义/的单项式为 

mon ( f ) = z e ^ z 兮 … z e n n 

注意， f 的单项式的总次数等于 / 的循环因子分解中的循环个数# (f)o 

设 G 是 X 的一个置换群。对 G 中每个置换/的单项式求和，得到关于 G 中的置换按照 
型的生成函数 


mon ( f ) = Xlzfz 穿… z 》 1 (14-16) 

/€G /ec " ' 

如果合并式 (14-16) 中的同类项， 砟 / f …4■的系数等于型为(^，6 2 ,…， e „) 的 G 中的置换 
个数。 G 的循环指数定义为该生成函数除以 G 中的置换个数 | G |， 即 

P G ( z 1 , z2 ,'" , z n ) = 77^7 2对 2 ?… 

I (j 丨 /eG 

例求二面体群 jD 4 的循环指数。 

在定理 14.3.1 之后的例子中，给出了包含 D 4 中各置换循环因子分解的一张表。利用 
那些因子分解，我们在下表中给出各置换的型和相关的单项式。 
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D 4 

循环因子分解 

型 

单项式 

P4=C 

[1] 。 [2] 。 [3] 。 [4] 

(4, 0, 0, 0) 

zUlzlz^zl 

P4 

[1 2 3 4] 

( 0 , 0 , 0 , 1 ) 

ZiZ2Z3z\ = Z 4 

P4 

[1 3]。[2 4] 

( 0 , 2 , 0 , 0 ) 


Pi 

[1 4 3 2] 

( 0 , 0 , 0 , 1 ) 

Z 1 Z 2 Z 2 Z 4 = Z 4 

Tl 

[1]。[2 4] 。 [3] 

( 2 , 1 , 0 , 0 ) 

z\z\z%z\= z\z 2 


[1 3] 。 [2] 。 [4] 

( 2 , 1 , 0 , 0 ) 

Z 1 Z 2 ZSZ 4 - z\z 2 

^3 

[1 2]。[3 4] 

( 0 , 2 , 0 , 0 ) 

ZiZ2Z3Z4~ Z 2 

『4 

[1 4]。[2 3] 

( 0 , 2 , 0 , 0 ) 

z\zlz\z%=zi 


D 4 的循环指数是 


P D4 (z 1 ,z 2 ,z 3 ,z 4 ) = ^(zi + 2z4 + 3z2 + 2zlz2) □ 

现在假如我们知道了集合 X 的置换群 G 的循环指数，那么就能用指定的颜色集，在 X 
的所有着色集中求出不等价的着色数。 

定理 14.3.2 设 X 是有 n 个元素的一个 集合， 假设有6种可用的颜色集可 用来对 X 的 
元素进行着色。令 C 是 X 的所有 P 种着色的 集合， G 是 X 的一个置 换群。则不等价 的着色 
数是用 々 = •二1，2,…， n ) 代入 G 的循环指数中而得到的数，即 

N ( G , C )^ P G ( k , k ,-, k ) 

证明： 该定理是定理 14.2.3 与定理 14.3.1 的一个推论。 G 的循环指数是 G 中置换/ 
的单项式求和的平均值，即 

(之1，之2, ••• ，之7, ) = 一 ~ 7 ~'―\ > : 之 I 1 之之 • ••之 t / 1 
I CT I f^Q - 

由定理 14.3.1 知 / 保持 C 中着色不变的着色数是 

是軲 (/) = + ~ + …= k €l k e 2 ---k en 

其中 （ ei ， e 2 , …， e „) 是/ 的型。 由定理 14.2.3 知不等价的着色数是 

N ( G , C ) = 7 b ~： ^ jk ei k ei --- k en = P G (k ,k , k ) □ 

I Lr I /eG 

例已知一个有 &种颜 色的色集合，问对一个正方形的顶点进行着色，不等价的着色 
数是多少？ 

我们已经求出二面体群 d 4 的循环次数是 

P D ^ z l , z 2 , z 3 , Z 4 ) : ^-^(zi + 2 z 4 + 3 z 2 + 2 ziz 2) 

因此，根据定理14.3.2,不等价的着色数是 

k A + 2 k +3 k 2 + 2 k 2 k k A + 2 k z + 3 k 2 + 2 k 
P D ( k , k , k , k ) = - o - = - n - 
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如果颜色数为々=6,那么不等价的着色数是 

尸'(6,6,6,6) = 64 + 2X63 + 8 3X62 + 2X6 = 231 □ 

假如 C 是可能有 A 种已知颜色的所有着色构成的集合，那么定理 14.3.2 给出了一种令 
人满意的计数 C 中不等价着色数的方法。但该定理中的公式需要知道置换群 G 中各种类型 
的置换个数，因此可能很难应用。然而，我们所希望的是尽可能地简便实用，例如，假设 
G 可能是已着色对象集合 X 的任意置换群，我们最终关心的是使用更一般的着色集 C 。 回 
顾定理14.2.3,对 C 的唯一限制是 G 可作为 C 上的一个置换群，也就是说， G 中的各置换/ 
将 C 中的着色 0 对应到 C 中的另一个着色 /* c 。 在更一般的情况下，人们最希望的是有某种 
有效的方法用来求不等价的着色数。现在我们来说明怎样用 G 的循环指数，求出当使用的 
各颜色次数为指定时不等价的着色数。 

设 X 中各颜色的元素个数是指定的， C 是由 X 的所有着色构成的集合。对 X 中的每一 
个置换/与 C 中的每一种着色 c ， 一种特定的颜色出现在 c 中的次数与该颜色出现在 /* c 中 
的次数相同。换句话说，对 X 中的对象与其颜色一起进行置换并不改变各种颜色的数目。 
这意味着 X 的任意置换群都可作为着色集合 C 上的一个置换群。 

例对一个正五角形的三个顶点着红色，对其余两个顶点着蓝色，问有多少种不等价的 
着色？ 

令 C 是使得正五角形的三个顶点为红色，其余两个顶点为蓝色的所有着色构成的集合。因 
为选三个顶点着红色有10种方式，于是，另两个顶点就着蓝色，所以 C 中的着色数为10。顶 
点对称群0 5 可作为 C 上的一个置换群。我们在前面已获得 G 中各置换的循环因子分解，在下 
表中，我们再次列出这些因子分解以及在£) 5 中各置换的作用下保持 C 中着色不变的着色数。 


D5 循环因子分解 不变的着色数 



[1] 。 [2] 。 [3]»[4] 。 [5] 

10 

P5 


[1 

2 

3 

4 

5] 

0 

P5 


[1 

3 

5 

2 

4] 


0 

pI 


[1 

4 

2 

5 

3] 


0 

P5 


[1 

5 

4 

3 

2] 


0 


[1] 

° 

[2 

5] 

0 

[3 

4] 

2 

r 2 

[1 

3] 

0 

[2] 

0 

[4 

5] 

2 


[1 

5] 

0 

[3] 

0 

[2 

4] 

2 

14 

[1 

2] 

°- 

[3 

5] 

0 

[4] 

2 

r5 

[1 

4] 

0 

[2 

3 ] 

0 

[5] 

2 


除单位元外没有任何旋转使任意着色都保持不变的原因在于：若这样的旋转使一种着色 
不变，那么着色中所有的颜色必须相同（从而不能如指定的那样具有三个红色顶点与两个蓝 
色顶 点）。 每个反射保持(:中的两种着色不变，这是因为五角形中的每一种反射都有型（1， 
2, 0, 0, 0)。为了在固定着色中有两个蓝色顶点，我们必须对因子分解中的两个2阶循环 
之一的顶点着蓝色。应用定理14.2.3,计数该型的不等价的着色数是 
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10 + 0 + 0 + 0 + 0 + 2 + 2 + 2 + 2+2 „ 

该答案易直接得到，两种不等价的着色一种为两个连续的蓝色顶点，另一种为两个不连续的 
蓝色顶点。 □ 

为了用 Burnside 定理来求各颜色出现的次数被指定时的不等价的着色数，我们必须能够 
求出置换保持着色不变的着色数。设/是集合X的一个置换，并假设 

type ( f ) - ( e 1 , e 2 ,-" , e n ) 

和 

mon ( /) = 2 1 1 zy ••- z e ^ 

那么，在 / 的循环因子分解中有 q 个 1 阶循环，6 2 个2阶循环 ，…， ~个 n 阶循环。为讨 
论简单起见，假设仅有红色与蓝色两种颜色。令 

C p，q 

表示所有的 f 个元素着红色且 q = n — p 个元素着蓝色的X的着色集合。 C 中的一种着色在 
/的作用下保持不变当且仅当/的循环因子分解中各循环中的所有元素的颜色相同。因此，为 
求 C 中的着色在/的作用下保持不变的着色数，我们可认为是对循环指定红色元素的个数为 
P (从而指定为蓝色的个数为假设指定为红色的 1- 循环有~个，指定为红色的 2- 
循环有个，…，指定为红色的 n- 循环有4个。欲使指定为红色的元素个数是/)，必须有 

夕= Ql + ^2 + …+ (14-17) 

于是，在/的作用下使中着色保持不变的着色数|~， 9 (/)|可以这样 得到： 首先在式 
(14-17) 中选一个解，其中整数 q ， 《 2 ,…， G 满足 

,0^ t n ^ e n (14-18) 

(确定指定为红色的每一个长度循环有多少个），然后把该解乘以 

(：：)(：)-(") 

(确定长度为1，2,…， w 的哪些循环被指定为红色)。 

现将红颜色考虑为变量 r， 蓝颜色为变量6,我们对此以通常的方式进行代数处理，则满足 
式 (14-18) 的式 (14-17) 的解的个数是对/的单项式做代换 


zi = r + b , Z2 ~ r 2 + b 2 , •••, z n — r n + b n (14-19) 


而得到的表达式 

(r + b ) ei ( r 2 + b 2 ) e ^-{ r n + b n ) e " 

中 r% 9 的系数。一个置换群 G 的循环指数是 G 中置换 / 的单项式的平均值。因此，根据定 
理14.2.3, C& 中不等价的着色数等于对 G 的循环指数作代换式 （14-19) 而得到的表达式 

Pq (r + b , r 2 + b 2 ,••• , r n + b n ) (14-20) 

中〆 M 的系数。这意味着式 (14-20) 是当(^, 9 中用各种颜色着色的元素个数为指定时关于 
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不等价着色数的一个二元变量生成函数 e 。 

在上面的讨论中我们使用了任意种颜色，并且给出了关于各种颜色数为指定时，不等价 
着色数的一个生成函数。这为我们提供了本书的最后定理该定理就是通常所称的 P 6 lya 
定理，并且它的动机、推导与应用已成为本章的主要目的。 

至于两种颜色的情形，我们需要将颜色看成变量，…，％进行代数处理。在以 
上论证中唯一的变化是由两种颜色 变为々 种颜色。 

定理 14.3.3 设 X 是一个元素集合， G 是 X 的一个置换群， Ui , w 2 ，…，々！是々种颜 
色的一个集合，（:是 X 的任意着色集并且 G 为 C 上的一个置换群，那么根据各颜色的数目， 
C 的不等价着色数的生成函数是由循环指数，幻，…，％)通过做变量代换 

zj = u \ H -+ u { (j — , n ) 

而得到的表达式 

+ …+ + …+ M ! ，"•， M ! + …+ W ) (14-21) 

换言之，式 （14-21) 中 

U 气 l U 给 … up 

的系数等于 X 中的九 个元素着颜色 A , 声 2 个元素着颜色 M 2, …，九个元素着颜色叫的 C 
中不等价的着色数。 

将叫=1 (i = l , 2, k ) 代入式 (14-21), 得其系数和，从而得到 X 用6种颜色着 
色的不等价着色总数。由这样的代换产生 

P G (k ,k , k ) 

所以，定理 14.3. 3是定理 14.3. 2的一个更精细的改进，它比定理 14.3.2 包含更详尽的信 
息，后者因用1代替每个仏而丢失这些信息。 

例用2种颜色及3种颜色对一个正方形的顶点着色，求它们的不等价着色的生成函 
数。 

由前面的计算可知正方形的顶点对称群 D 4 的循环指数为 

P D4 (zi ， z 2 ,z 3 ,z 4 ) --^■(zi + 2z4 + 3z2 + 2zjz 2 ) 

设两种颜色为 r 与 b , 则生成函数为 


© 生成函数中的这两个变量是 r 和6。我们可以通过令6 = 1而得到单变量生成函数。这样做不会失去什么，因为 
我们已经说过，一旦红色的数目被指定，剩下的就是蓝色的数目了。然而，由于我们要写下任意颜色数目的生 
成函数而又不能将其化成单变量函数，因此，这里最好使用两个变量。 

㊁ ， 如杲你从第一页开始到现在做了大部分的练习，那么祝 贺你； 你知道了组合数学和图论的许多知识。但是，还 
有许多的知识需要知道，而且知识量每天都在增长。在各种杂志中组合数学和图论的研究论文的数量看起来也 
在逐年増加。然而这还不足为怪。我希望你已经发现，这方面的内容是令人兴奋和着迷的，而在现实世界中的 
应用我们已经给出某些提示性的线索。在本章的练习之后，为进一步研究，我们列出了一些参考书。 
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pD 4 (r + b,r 2 + b 2 ,r 3 + b 3 ,r 4 + 6 4 ) 

= -^-((r + b) A + 2(r 4 + b 4 ) + 3(r 2 + b 2 ) 2 + 2(r + b) 2 (r 2 + b 2 )) 

o 

=J (8r 4 + Sr 3 b + 16r 2 b 2 + 8rb 3 + Sb 4 ) 

因此得 

P D (r + b ,r 2 + b 2 ,r 3 + b 3 ,r 4 + b 4 ) = r 4 + r 3 b + 2r 2 6 2 + r6 3 + 6 4 (14-22) 

于是，不等价的着色总数是 6, 即式 (14-22) 中系数的和。其中，全部顶点着红色的有一 
种，全部顶点着蓝色的有一种，三个顶点着红色与一个顶点着蓝色的有一种，一个顶点着红 
色与三个顶点着蓝色的有一种，最后，两个顶点着红色与两个顶点着蓝色的有两种。 

现在，假设有三种颜色 r 、 6与 g "， 则不等价着色的生成函数为 

P D (r + b + g , r 2 + b 2 + g 2 , r 3, + b 3 + g 3 , r 4 + b 4 + g 4 ) 

4 

= + b + g) 4 + 2(r 4 + b 4 + g 4 ) + 3(r 2 + b 2 + g 2 ) 2 + 2(r + b + g) 2 (r 2 + b 2 + g 2 )) 

利用第 5 章中的多项式定理，可以计算出该表达式。如， rW 1 的系数为 

皆 (12 + 0 + 0 + 4)=2 

于是，存在一个顶点为红色、两个顶点为蓝色、一个顶点为绿色的两种不等价的着色。不等 
价的着色总数为 

Pn (3, 3, 3)=21 □ 

4 

例用 2 种颜色及 3 种颜色分别对一个正五角形的顶点着色，求它们各自不等价着色的 
生成函数。 


由我们前面的计算知 D 5 的循环指数为 

Pd 5 (zi ， z 2 ,z 3 ,z 4 ,z 5 )=Jq(zi+4z 5 + 5z 1 Z2) 

注意，循环指数中既不出现 q 也不出现这是因为 d 5 中的置换在其循环因子分解中均 
无3-循环及4-循环。假设有2种颜色 r 与6,则关于不等价着色的生成函数为 

P Ds (r + b ,r 2 + b 2 ,r 3 + b 3 , r 4 + b 4 ,r 5 + b 5 ) 

= ^((r + b) 5 + 4(r 5 + b 5 ) + 5(r + b)(r 2 + b 2 ) 2 ) 

-r 5 + r 4 b +2r 3 b 2 + 2r 2 b 3 + rb 4 + b 5 

不等价的着色总数为 

1 + 1 + 2 + 2 + 1 + 1=8 

关于 3 种颜色，不等价着色的生成函数为 

+ b + g) 5 + 4(r 5 + b 5 + g 5 ) + 5(r + b + g)(r 2 + b 2 + g 2 ) 2 ) 

不等价着色总数为 
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忐(3 5 + 4 X 3 + 5 X 3 X 3 2 ) =39 □ 

例 （一个立方体的顶点与面的着色） 用指定的颜色对一个立方体的顶点与面进行着 
色，试求立方体的对称群及不等价的着色数。 

一个立方体的对称有24个，它们属于四种不同类型的 旋转： 
i ) 恒等旋转： （ 1 个） 
ii ) 绕三对对立面的中心旋转 

a ) 90。 (3 个） 

b ) 180。 （3 个） 

c) 270° (3 个） 

iii ) 绕对边中点连线的旋转180° ( 6 个） 
iV ) 绕对角点的旋转 

a) 120 。 (4 个 ) 

b ) 240° (4 个） 

一个立方体对称的总个数是24。 

在下表中，我们把每类对称看成是 8 个顶点的置换（作为立方体顶点对称群的元素）和 
6 个面的置换（作为立方体面对称群的元素）。在该表中我们参考了以上给岀的对称的分类。 


对称种类 

个数 

顶点类 

面类 

i ) 

1 

(8,0,0,0,0,0,0,0) 

(6,0,0,0,0,0) 

H ) a ) 

3 

(0,0,0,2,0,0,0,0) 

(2,0,0,1,0,0) 

ii )b) 

3 

(0,4,0,0,0,0,0,0) 

(2,2,0,0,0,0) 

ii ) c ) 

3 

(0,0,0,2,0,0,0,0) 

(2,0,0,1,0,0) 

iii) 

6 

(0,4,0,0,0,0,0,0) 

(0,3,0,0,0,0) 

iV ) a ) 

4 

(2,0,2,0,0,0,0,0) 

(0,0,2,0,0,0) 

iv)b) 

4 

(2,0,2,0,0,0,0,0) 

(0,0,2,0,0,0) 


由上表我们看到立方体的顶点对称群 G c 的循环指数为 


Pg c (zi,z 2 ,-" ,zs) z= ^(zi+6zl + 9z2 + 8zlzl) 
及立方体的面对称群 G f 的循环指数为 

Pg f ( Zl ， Z 2 ,'" , Z 6 )-^(zi + 6 zlz 4 + 3 ziZ 2 + 6 zl + 8 之 3 ) 
用红色与蓝色对一个立方体的顶点着色，不等价着色的生成函数为 

Pg c (厂 + 6， r 2 - 卜6 2 ,…， r 8 + 6 8 ) 
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= g((r + 6) 8 + 6( r 4 + 6 4 ) 2 + 9(r 2 + 6 2 ) 4 + 8( r + 6) 2 ( r 3 + 6 3 ) 2 ) 
关于立方体面的生成函数为 


Pq (r + 6 ， r 2 + 6 2 , …， r 6 十 6 6 ) 

F 

= 2^((r + b ) 6 + 6( r + b ) 2 ( r 4 + b 4 ) + 3 (r + b ) 2 ( r 2 + b 2 ) 2 + 6( r 2 + b 2 ) 3 + 8( r 3 + b 3 ) 2 ) 
现在进行某种代数计算得到顶点的不等价着色的生成函数为 

r 8 + r 1 b + 3 r 6 b 2 + 3 r 5 6 3 + 7 r 4 b 4 + 3 r 3 b 5 + 3 r 2 b 6 + rb 1 + b 8 
以及关于面的不等价着色的生成函数为 

r 6 + r 5 6 + 2 r 4 6 2 + 2 r 3 6 3 + 2 r ~ b ^ + rb 5 + 

关于顶点的以及面的不等价着色总数分别是23与10。 

如果我 们有々 种颜色，则不等价的顶点着色数是 

^( k 8 + 6 k 2 + 9 k 4 + 8 k 2 k 2 ) = ^( k 8 + m 4 + 6 k 2 ) 


不等价的面着色数是 

盖 U 6 + 6 k 2 k + 3 k 2 k 2 + 6 k 3 + 8 k 2 ) = ^( k 6 + 3 k 4 + m 3 + U 2 、 □ 

在最后的例子中，我们说明如何应用定理 14.3.3 来求具有指定边数的 n 阶非同构图的 
个数 。 . 

例求各种可能边数的4阶非同构图的个数。 

例中数4确实很小，以至于我们不需借助定理 14.3.3 便可解该问题，但是，在本例中 
我们的目的是说明如何将定理 14.3.3 用于图的计数。 

设仏是顶点集为 V = U ，2,3,4 丨的所有的4阶图的集合，我们寻求中具有指定边数 
的非同构图个数的生成函数。04中图的边集合均是 

. X = 111,2 U 1.3 U 1,4),)2, 3[,|2,4},|3,41! 

的一个子集。我们可将^^看成是集合 X 中的边有两种颜色“是”（或与“否”（或 77 ) 
的着色，其中，&中的边有颜色非&中的边有颜色 n 。 设 C 是有: y 与《两种颜色的 X 
的所有着色集合。因此，04中的图恰好是 C 中的着色！为获得问题的解，这是第一个重要 
的发现。 

设 H 2 = ( V ，£ 2 ) 是04中的另一个图，则 Hi 与《 2 是同构的当且仅当存在 V = {1，2,3, 
的一个置换/ ( S 4 的置换），使得 U ， j 是£ 1 中的边当且仅当|/(0，/(川是£ 2 中的 
边。 S 4 中的24种置换中每一种置换/都利用规则 


置换 X 中的边。例如，设 
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则/置换 X 中的边 如下： 

!\1,2\ il ,3 S il ,4 f |2,3 l !2,4 l j 3,4 f \ 

\|2,3 i !3,4! U ,3| |2,4 i \1,2\ \1,4\1 

令 S 〗 2) 是通过这种方式从 S 4 得到的 X 的置换群 e 。 我们的第二个重要发 现是： 04中的两 
个图是同构的当且仅当作为 X 的着色它们是等价的。这一发现是同构图与等价着色定义的 
一•个直接结果。 

因此，根据颜色^和》的数目，我们可将问题化为计数关于置换群 S ( 2) 的 C 中不等价 
着色数的问题。但这恰好是定理 14.3.3 所提出的，唯一余下的是计算 S 沪的循环指数。为 
此，我们必须计数句 2) 中24种置换中每种置换的型，计算结果总结于下表中。 


型 

单项式 

si 2) 中的置换数 

(6, 0,0, 0,0,0) 


1 

(2, 2,0,0, 0,0) 

zM 

9 

(0,0, 2, 0,0,0) 

zi 

8 

(0,1, 0,1, 0,0) 

Z2Z4 

6 


S ^ 2) 的循环指数为 

Ps^ 2) (z l ,z 2 ,z 3 ,z 4 ,z 5 ,z 6 ) = ^(zi + 9 ziZ 2 + 8 z 3 + 6 z 2 z 4 ) (14-23) 

根据定理 14.3.3, C 中不等价着色数的生成函数可通过对式 （14-23) 作代换 

zj = y + n j (j = l ，2,3,4,5,6) 

而获得。通过少量的计算可得该结 果为： 

+ y 5 n + 2 y 4 n 2 + 3y 3 ?i 3 + 2 y 2 n 4 + yn 5 + n 6 

注意，颜色 y 的数目等于边数，于是，根据边数我们看到4阶非同构图的个数可由下表 给出： 


边数 

非同构图的个数 

6 

1 

5 

1 

4 

2 

3 

3 

2 

2 

1 

1 

0 

1 


0由于 S 4 是一个置换群，则容易推出， Si 2) 也是一个置换群。作为抽象群而不是作为置换群， S _^ flSi 2> 是同构的。 



. 特别地，4阶非同构图的总个数等于11。 
14.4 练习题 
1•设 
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/ = 


/! 

2 

3 

4 

5 

6\ 

/! 

2 

3 

4 

5 


\6 

4 

2 

1 

5 

3 )， g = 

\3 

5 

6 

2 

4 

1 ) 


求 

i ) f ° g , g ° f ； ii ) 厂 1 ， g _1 ; iii ) / 2 ， / 5 ; iv ) v ) g 3 , /° g 3 °/ rl 0 

2 •证明置换的合成满足结 合律： （/。容） 。/ 1=/。 ( g ° h)o 

3. 求一个等边三角形的对称群与顶点对称群。 

4. 求一个等腰但不等边的三角形的对称群与顶点对称群。 

5. 求一个既不等腰也不等边的三角形的对称群与顶点对称群。 

6. 求一个正四面体的对称群（提 示： 有12个对称)。 

7. 求一个正四面体的顶点对称群。 

8. 求一个正四面体的边对称群。 

9. 求一个正四面体的面对称群。 

10. 求一个非正方形矩形的对称群与顶点对称群。 

11. 求一个正六边形的顶点对称群 （12 阶二面体群 D 6 )。 

12. 求一个正方形的边对称群中的全部置换。 

13. 设/与&为习题1中的置换， c = ( i ?， B ， i ?， i ?， 只）是用颜色只与 B 对1、2、 
3、4、5、6进行的一种着色。求以下对 c 的 作用： 

i ) /*c ii ) 厂 1 * c iii ) g -c iv ) ( g ° f ) * c 与 ( f 。 g ) *c 
v ) ( g 2 ° f ) *c 

14 . 用红色与蓝色（用红色、白色与蓝色）对一个等边三角形的顶点进行着色，试通过检验 
所有可能出现的情况，求出不等价的着色数。 

15. 用红色与蓝色（用红色、白色与蓝色）对一个正四面体的顶点进行着色，试通过检验所 
有可能出现的情况，求出不等价的着色数。 

16. 刻画 S „ 中置换/的循环因子分解的特征，其中/满足厂(即/ 2 = 0。 

17. 用红色与蓝色对一个正六边形的顶点进行着色，在 14.2 节中已得到有8种不等价的着 
色。请详细给出这8种不等价的着色。 

18. 用 f 种颜色对一个正方形的顶点进行着色，利用定理14.2.3,求不等价的着色数。 

19. 用红色与蓝色对一个等边三角形的顶点进行着色，利用定理14.2.3,求不等价的着色 
数。用/>种颜色（参考练习题 3) 如何？ 

20. 用红色与蓝色对一个等腰但不等边的三角形的顶点进行着色，利用定理14.2.3,求不等 
价的着色数。用/>种颜色（参考练习题 4) 如何？ 

21. 用红色与蓝色对一个既不等腰也不等边的三角形的顶点进行着色，利用定理14.2.3,求 
不等价的着色数。用种颜色（参考练习题 5) 如何？ 

22. 用红色与蓝色对一个非正方形矩形的顶点进行着色，利用定理 14.2.3 求不等价的着色 
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数。用 f 种颜色（参考练习题 10) 如何？ 

23. — 副有标号的多米诺 牌是由两个正方形沿一条边连接构成的，其中，每个正方形在一个 
面上刻有0、1、2、3、4、5或6个点。牌的两个正方形可以有相同的点数。 

! ) 利用定理 14.2.3 求不同的有标号的多米诺牌数。 

ii ) 如果用0、1、…、 f -1 或 f 个点刻于正方形的面上，问有多少种不同的有标号的 
多米诺牌？ 

24. — 副双面标号的多米诺 牌是由两个正方形沿一条边连接构成的，其中每个正方形在两个 
面上刻有0、1、2、3、4、5或6个点。 

I ) 利用定理 14.2.3 求不同的双面标号的多米诺牌数。 

ii ) 如果用0、1、…、 p -1 或 多个点 刻于正方形的面上，问有多少种不同的双面标号 
的多米诺牌？ 

25 .用3个红色珠子与2个蓝色珠子镶成项链，问有多少种不同的项链？ 

26. 用4个红色珠子与3个蓝色珠子镶成项链，问有多少种不同的项链？ 

27. 求习题1中置换/与 g 的循环因子分解。 

28. 设/是集合 X 的一个置换，试给出由/的循环因子分解求/- 1 的循环因子分解的一种简 
单算法。 

29. 求二面体群 D 6 中每个置换的循环因子分解（参考练习题11)。 

30•求同一集合 X 上的置换/与尽，使得/与 g 在各自的循环因子分解中均有2个循环，但 
/。5■仅有一个。 

31. 用6种颜色对一个正五角形的顶点进行着色，求不等价的着色数。 

32. 用红色、白色与蓝色对一个正六边形的顶点进行着色，求不等价的着色数（参考练习题 
29) 0 

33. 证 明： 任意置换与它的逆置换具有同样的型（参考练习题28)。 

34. 设 q 、 e 2 、 …、是满足 + 2 q + …+ 的非负整数，试说明如何构造集合|1， 
2 ,…， W } 上的一个置换 /，使得 type (/) = ( ei ， e 2 , …， e „)。 

35 .用々 种颜色对一个正六角形的顶点进行着色，求不等价的着色数（参考练习题29)。 

36. 用红色、白色与蓝色对一个正五角形的顶点进行着色，求使得两顶点为红色、两顶点为 
白色及一顶点为蓝色的不等价的着色数。 

37. 求二面体群 D 6 的循环指数（参考练习题29)。 

38. 分别用2种及3种颜色对一个正六边形的顶点进行着色，求不等价着色的生成函数（参 
考练习题37)。 

39. 求一个正方形边对称群的循环指数。 

40. 用红色与蓝色对一个正方形的边进行着色，求不等价着色的生成函数。用 々种颜 色时有 
多少种不等价的着色？（参考练习题39)。 

41. 设 n 是一个素数，证明|1，2,…，”丨上的各置换内、 〆 „、 …、 巧― 1 皆是一个 n 阶 
循环（回想置换&将1变到2、将2变到3、…、将 n - 1变到 n 、 将?!变到1)。 

42. 设 n 是一个素数，用々种不同颜色的》个珠子做成项链，求不同的项链数。 

43. 将一个3行3列棋盘中的9个正方形着红色与蓝色，棋盘是可自由旋转的，但不能做翻 
转运动。求不等价着色的生成函数及其着色总数。 
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44.一个3行3列棋盘形式的着色玻璃窗有9个正方形，其中，各正方形着红色或蓝色（颜 
色是透明的，且可从两面观看窗户）。求不同的着色玻璃窗的生成函数及着色玻璃窗的 
总数。 

45 ■有 16 个正方形的 4 行 4 列棋盘形式的着色玻璃窗，重复习题 44。 

46 •如果是一个素数，求由 f 个红色珠子与 p 个蓝色珠子组成的不同项链的生成函数 
(参考练习题 42)。 

47. 求二面体群的循环指数，其中夕是—个素数。 

48. 求由 2 p 个红色或蓝色珠子组成的不同项链的生成函数，其中 p 是一个素数。 

49 .用 10 个球垒成一个三角阵，使得 1 个球在 2 个球之上， 2 个球在 3 个球之上， 3 个球在 
4 个球之上（联想到弹子戏）。这个三角阵是可自由旋转的。用红色与蓝色对该阵着色， 
求不等价着色数的生成函数。如果允许翻转该阵，求出相应的生成函数。 

50•利用定理14.3.3,求5阶非同构图的生成函数（提示：本练习需要一定的工作量，是难 
度适中的最后一个习题。需求出集合 X 的置换群辑 2) 的循环指数，其中， X 是由 U ，2, 
3,4,5 l 中10个无序的不同整数对（一个5阶图中可能的边）所构成的。首先计算每类 
S 5 中各型置换/的个数，然后利用如下 事实： 作为 X 上的一个置换/的型只依赖于作 
为|1,2,3,4,51上的一个置换/的型)。 



我们只给出部分练习题解答与提示。 

第1章的练习题 

3. 不能。 

4. /( n ) = /(n - 1 ) + /( n - 2) ;/(12) = 233。 

5. 11。 

10. 使用 5 X 6 棋盘并用 2 X 3 的牌片。 

16. 不能。 

21. 由于3个国家1，2和10中的每两个都有一条公共边，因此3种颜色是必须的。使用 
红、蓝、白着色共有12种不同的着色方法。 

22. 否。公共线的和是 (1+2 + -+7) /3,但这个数不是一个整数。 

27. 简单的实验通常是会成功的。 . 

30. 是平衡的。游戏人 H 应该从大小为22的堆中取走14枚硬币。 

32•提 示： 考虑单位数字 (units digit) 0 

35. 第二游戏人。考虑5。 

36. 第一游戏人。 

37.105。 

39. 提 示： 考虑一种配对方法，使 w 条线段的总长度尽可能地小。 

40. 提 示： 《必须是偶数。把方格涂成黑色和白色，第1, 3,…， n -1 列所有方格都涂成 
黑色，而第2, 4,…， n 列所有方格都涂成白色。棋盘上以 1- 四格拼板有两种 类型: 
或者它们覆盖3个黑方格和1个白方格，或者它们覆盖3个白方格和1个黑方格。 

第2章的练习题 


2.见 D . O . Shklarsky , N . N.Chentzov 和 I . M . Yaglom ： The USSR Olympiad Problem Book ， 
Freeman , San Francisco , 1962, 169-171。 

4. 把整数|1，2,…， 2 M 化分成数对 |1,2 U 3,4 L …， l 2«- l ，2 nU 

7. 见 D . O . Shklarsky , N • N.Chentzov 和 I . M . Yaglom ： The USSR Olympiad Problem Book , 
Freeman , San Francisco , 1962， 169 — 171 0 

8 . 当一个整数被 《 去除，可能的余数是什么？ 

9 .用10个数所能形成的和数是 2 1G - 1。没有和数能够超过600。 

14. 45分钟。 

15. 提 示： 考虑一个整数被 n 所除的余数。 

18. 把这个正方形分成边长为1的4个正方形。 

19. 丨） 将该三角形分成边长为1/2的4个等边三角形。 
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20. 考虑一点和到其他16个点的线段。至少其中的6条线段有相同的颜色。 

24. g 3 ° 

27. 一个集合及它的补能够同在该子集的集合中吗？ 

28. 提 示： 首先证明存在一种选择跳舞表的方法，它以 q + a 2 +…+ = 1620( = 20 + 

80 X 20) 种方式工作。然后通过使用一种平均的论点（对于 i = 2,…，20,令 h 为包 

含第 i 位女士的表的数目并将这些数平均）证明不存在和为1619的能够工作的排列。 

第 3 章的练习题 


1. I I， ii !: 48 。 
2.4! (13!) 4 。 


3. 52X51X50X49X48 ； 



4. i ) 5X3X7X2 ； iii ) 121 o 


5. i ) 12 。 

6. 把这些整数按照它们包含的数字位数划分。 
8. 6! 5 L 


10 . 

11 . 



-2X17 —17x16-18 o 



13. ! 


100 y 75' 
35； 


、25 

15. i ) 20! /5! 


ii) 


, 15'|p0 、 

ao/\io ( 


10 ! 


17. 6!; 6! ⑵。 

27. 叫沪! 。 

30. 2(5!) 2 。 


32 - 111 Ul 4!5! +3!3!5!+3!4!4! j ° 

36.(ni + l)(”2 + l)” •（〜 + 1 )。 

39 .如果移走 6 根不连续的棍，就得到方程:^ + a +…14的整数解，其中，尤1， 

工7>0而 A 〉。 （i =2，…，6)。 



/r + 々一 2\ j r + k ~3\ 

43 - ( k-2 ) + ( k~2 )° 

47. 提示： 使用减法原理。首先，对将书放到书架上的方法总数进行计数。然后，对一个书 
架放书多于另外两个书架的方法数（使得书架至少有 n + 1 本书）计数。 
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54. 3 "。 


第4章的练习题 

1. 35124。 

2. |3,7,8!。 

4. 提示：1不动。 

6 . j ) 2, 4, 0, 4, 0, 0， 1, 0 o 

7. ii ) 48165723。 

ii. i) ooinooo ； ii) ooioioi ； iii) 01000000 。 

15. i ) lx 4 ,X 2 i ； ii ) |* 2 ： 7 ， > 2 ： 5 ，： ? ： 3 ，： £ ： 0 ! O 

16. 丨 ）{ ; ii ) 丨 ■ r 7 ，： r 5 ， X2 ，> r 1 ，xoL 

17 .第 150 是 \ x -], X4 , X2 , xi I o 

23. i ) 010100111。 

24. i ) 010100010。 

28. 2, 3, 4, 7, 8 , 9 直接跟在2, 3, 4, 6 , 9， 10 之后； 2, 3, 4, 6 , 8 , 10 直接位于2, 
3, 4, 6 , 9, 10之前。 

34. i ) 12… r ，12 … （r _ 1 )(r + 1) ，…，12 … （r - 1 )n 0 

36. X 上的关系的数目是2" 2 ;反射关系数为 2 n ( ”一 1〉 。 

4 1 .提 示： 考虑传递悖。 

48.提 示： 某种非常熟悉的东西。 

50. 42 o 

第 S 章的练习题 


6. -3 5 2 13 (^)； 0 o 

7 - 2: =0 (:)卜(1 +，广。 

8. 提 7 K : 2 = 3-1。 

9. (- l ) n 9 n 0 
/ n + 3 \ 

l3 .U )。 

15. 微分二项式公式，然后用 - 1代替: T 。 
17.积分二项式公式，但要注意积分常数。 
20,为求 a 、 6和 c ， 乘开并比较系数。 


23. i 


24. 


24! 

10114! ; 
45! 


10!15!20! 


15! 

4!5!6! ; 



(9!) 2 

4!5!(3!) 3 。 


29. 提示： 考虑个男孩和 n 个女孩，并形成大小为？2的委员会，委员会的领导是 


个男孩。 
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30. 



31. 首先证明大小为6的杂置不可能含有3 -组合。 

35.提 示： 只有一个组合的链的个数为 [^.)-( r/ 

\ln/2jl \f(n + 1)/21 

38.用1代替所有的七。 


40. 


10 ! 

3!4!2!° 


第6章的练习题 


I. 5 334。 

3.10 000- (100 + 21) +4 = 9 883。 

4. 34 0 
7. 456。 

9. i ) 使用变量变换 ： yi = xi ― 1 ， yi = x 2 , y ^ = A , = x ^~ 2 0 

II. 8!—4 X 7!+6 x 6!—4 X 5!+4! 0 



15. [ ) D r , li ) 7!- D 7 ； iii ) 7!- D 7 -7 XD 6 o 

16 . 提 示： 按照在其自然位置上的整数的个数划分这些排列。 

17 -9i--(-1L + -6L + -8L) + ( 41 + M + 51 ) _ , 

3!4!2! 〈4!2! 3!2! 3!4! ; 〈2! 4! 3! ; 

21 . Di = 0 和£)2 = 1。再使用归纳法和 _ D „ 的一个递归关系。 

24. ii ) 6! -12 x 5! +54 X 4! -112 X 3! +108 X 2! -48 + 8 0 

28. 8! -32 X 6!+288 X 4!-768 X 2! +384 (数32如下产生。原坐法将男孩们配成对。使得 
恰有一对男孩互相面对的座位安排方法数可如下 得到： 可以用4种方法选出一对，选择 
他们以4种方式占据的两个座位，然后让他们以两种方式坐下。得到4 X 4 X 2 = 32)。 

3!4!2! M !2! 3!2! 3!4! ; ^2! 4! 3! ； 

31 •提 示： 令人•为在1和《之间能够被 A . 整除的整数的集合。 

35.答案是6。不过这是做这道题的一种困难的方法，实际上把所有的答案列岀更容易。 

第 7章的练习题 

1- i ) /2n，li ) /2” + 1 - 

2.提 示： 证明^的绝对值小于 

3 - ! ) fn ~ fn - l ^ fn ~2 ~ ^ fn -2 fn -3^ 再用归 纳法。 

li ) fn = ^ fn ~3 2/„ -4 , 再用归纳法。 

6 •首先对 m 用归纳法证明再令 m = 并根据对6的归纳法证明 

f m 可以被/„整除。 
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7. 令 m = w + r。 然后，通过练习4给出的部分解， f m = f q „- if r + f qn f r + ) _ 0 根据练习4, 
由于/#能被/„整除，因此/„和/„的 GCD 等于/#</；和/„的 GCD。 此时，再用计算 
GCD 的标准算法（见 10.1 节)。 

8. / i 72 — h n ~ \ h n — 20 

9 . h n = 2/ i n ~]_ + 2/ i w —2 o 
12. 2 n ~ 2 ~(-2) n ~ 2 0 
13. ( n +2)!。 

16. 吾—音”+ ★(- 2) w 。 

19. i ) 3”； iii ) —— K 

20. h n = / z M -1 + h n ~ j,o 

22. 见第 8 章练习1。 

23. 4 n + 1 -3 x 2 n 0 
25. 3 x 2 n -?t -2 0 


28. i 


29. i 




cx 

x 4 


iV ) 

iii ) 


\ + X 

(1-X 2 ) 4 ， lil; (1 — 工 ) 


2 ° 


30. i ) 如果 n 是偶数，贝! U ，0, 如果 n 是奇数，则~ = 古 （―3 + 


4 x 3 ,! - (-3) n )； V )〜= 吾—營 《 + ★(- 2) n 。 

32 . 从级数 1/ (1 - :c ) = 1 + + : c 2 +…开始并微分，乘以 :r 并微分，再乘以 :c 并微分。 

33. 提示：用 72=( W - 1) + 1。 


I x 2 ){\ — x 5 ){l~ x){l~ x 1 ) 0 

37 . 提示： h n =^(n 2 - n) 0 

38 . 把 ; i„ 写成 n 的 3 次多项式。 

40. l/(l-x) 0 . 

42. i ) (x + x 3 /3\ +x 5 /5\ + … 芦； ii) {e x -l-x-x 2 /l-x i /6) k -, 

iV ) (l + x)(l + ^: + x 2 /2] )".(1 + + … + ！） 。 

43 . 如果 n>l 且 = 则 — 

45 . 提 示： 其指数生成函数是 


第 8 章的练习题 


1 . 设对于 2h 个点的方法数是选取一个点并称之为 P 。 则 P 必然被连到一点 Q 上，使 
得在直线 PQ 的两侧存在偶数个点。这就导致递归关系 <3„ = <3 D 乂 ^ + 
a 0 ,a 0 = lo -#• b „^ a„-i (n>l )。 则 6 „ = — i + 62 乂 -2 + … + \- 1 办 1 (6i = l)o 因此， 


， 2n—2 、 


, n 




1 


和<2„ — b n +1— 


I2n 


n + 1 


C „ o 
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2•提 7 K : 考虑+ 1和 - 1的序列 a !, a 2 ， …， a 2 „， 如果在矩阵的第一行取 o ； 为+ 1，如 
果在矩阵的第二行则取屮为- 1。 

5. 推广定理 8.1.1 的证明。 


6 - sr = 0 hk ^ 3 [ n \ l ) + 

9. 对々用归纳法。 


n +1 \ 
2 / 



10. 用到 a j 是 W 的々次多项式的事实。因此， c m 必须选得使在中 c ,„/ m ! 是的系数。 

12. ii ) S ( n ,2) 是将个元素的集合分成两个可辨别的盒子，使得没有盒子是空盒的划 
分的个数。存在 2"- 2个分成非空可辨别盒子的划分。 

13•提 示： 一个映上函数的逆像给出分成 A 个非空可辨别盒子的一个划分。 

15. 划分那些按照非空盒子的数目得到的划分。 

19. i ) s ( n ， l ) 与 n 元素集的循环置换的个数相同。 

26. i ) 12 = 4 + 3 + 2 + 2 + 1 0 


第 9 章的练习题 

4. 至少存在一个顶点与多于4条边关联的任何二分图。 

5 •提 示： 将这些多米诺牌逐列垂直摆放，但有一张多米诺牌要水平放置。 

7•提 示： 边的总数是与 X 的一个顶点关联的边的数目，它也等于与 Y 的一个顶点关联的边 
的条数。 

9. 应用定理9.2.5。 

10•对于右边的二分图，匹配中的最大边数是6, 6条边的一个匹配是 

\ \ \ ,\ x 5 ,yz \ \ 

覆盖该二分图的所有的边的一个顶点集为 \ xx ， X 2， X 5， X(,,Xj , yo , \ O 

12. 最大数为5。 

13. (对于所有的 《) 不同的 SDR 的个数是2。 

15•从 A 2 ，…， A „ 的每一^中删去(如果有的语)，并证明结果的 《-1 个集合满足配对条件。 
17•提 示： 设黑方格的数目等于白方格的数目，证明在同一行或在同一列有两个相邻的方 
格，使得将它们拿走则得到练习中的类型的棋盘，再用归纳法完成证明。 

20•提 示： 一位女士的第 A 个选择是一位男士，该男士的第 U + l -/ O 个选择即为该女士。 
如果 p〈k ,那么 n +1 — />>n + l — 是。 

22. 在两种情形下，我们都得到稳定的完备婚姻 A <_> c , B *-* d , C*-^a , D *-^ b 0 

23. 由于 ( n 2 - n ) = 因此，在 n 2 -n + l 次提议后，某位女士已经被拒绝了 n _ 

1次，而每位男士至少接收到一次求婚。 

24. 提 示： 为了能有相等数目的男士和女士，引入一些假想的女士，每个男士把假想的女士 
放在他的列表的最后。 

27•提示：构造二分图 G = ( X ，△， Y ), 其中 X = lx !, X 2, …， } 和 l ： yi ， ％， 
…， 3 U ， 在图的 A 和为之间存在一条边当且仅当％关0。然后证明它的覆盖数是《。 
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第10章的练习题 

6. 用到练习题5和 a - b = a + 6) 的事实。 

9. -3 = 17，-7 = 13，-8 = 12，-19 = 1。 

10. 1 _1 = 1， 5 -1 = 5, 7 _1 = 7, 11 _1 = 11 0 

11. 4, 9,和 15没有乘法逆元。 lr ^ ll , = 23— = 23。 

12. n — 1 和 《. 的 GCD 是 1。 

14. i ) GCD=lo 

15 .在 Z 31 中，12的乘法逆元是13。 

17. i ) i 2 ； iii ) 1 + P ; V ) i 。 

19 .不 存在： 要是存在这样一个设计，那就有 A = 1)/ U -1) = 80/17。 

21.其参数为 6'= i / = 7， 是 ’ = 〆 =4和 A ' = 2。 

23. 每一个都由另一个通过用0代替1和用1代替0而得到。 

27 . A 二幻 o 
29.不是。 

33. 存在3变元的指数为1的 Steiner 系统，再应用 t ~1 次定理10.3.2。 

37. 互换行和列不改变行和列是置换的事实。 

40.取 m =6 ， r = 1 和 〆 = 5。 ， 

43. 应用定理10.4.3。 

44. 为了构造9阶2 MOLS ， 可以使用定理 10.4.6 的证明中的构造，或可以使用从2个3阶 
MOLS 开始验证定理 10.4.7 所引入的乘积结构。为了构造3个9阶 MOLS ， 应该首先 
从其系数在 Z 3 中但在 Z 3 中没有根的一个多项式 x 2 + x + 2) 开始构造一个9阶域， 
然后应用用于验证定理 10.4.4 的结构。 

45. 取两个3阶 MOLS A 和 A 2 和两个5阶 MOLS 历和,则和 A 2 ® B 2 是两个 
15阶的 MOLS 。 

47.在 B 中被1所占据的 A 中的? z 个位置就是 w 个非攻击型车的位置。 

55. 一个完备化为 


3 2 0 4 5 1" 

2 0 3 5 1 4 

0 3 2 1 4 5 

4 5 1 2 3 0 

5 1 4 3 0 2 

_1 4 5 0 2 3- 

57.取一个完备化，另外一个通过交换最后两行得到。 

60.在最后 《-1 行和列中的0与整数1, 2，…， n -1 配对，因此 n -1 是偶数。 
第11章的练习题 
1. 分别为1个、2个和4个。 
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3. 否。 

4 . 否； 可以。 

5. 见第2章的练习题16,对多重图不真。 

6 . 提 示： 尝试环。 

7. 提 示： 插入尽可能多的环。 

8 . 提示： 对于6个顶点的任意集合[/，有多少边至少在 U 中有它们的一个顶点？ 

11 . 只有第一个图和第三个图是同构的。 

14.否。 

15•否。 

19. 连通性和平面性都不依赖于环或连接一对顶点的多于一条的边存在。 

21 .如果 G 是连通的，那么肯定 CT 也是。顶点 I 和^必然在 G 的相同的连通分支上（为 
什么？），因此，如果是连通的，那么 G 已然连通。 

29.第二个有一条欧拉迹，但第一个没有。 

32. 5。 

39.提 示： 首先构造一个5阶图，它有四个顶点的度是3而剩下的顶点的度为2。再用该图 
的3个拷贝构造所要的图。 

48. 不是，但如果我们删除环则是。 

49. i ) 为使 U ， 61是一条边，或 a 和6都是偶数，或它们都是奇数。由此得到结论为 
a ) 不是； b ) 不是； c ) 否； d ) 否。 

50. 4 (为得到 K 2 ,3， 需要有6条边）。 

54. 唯有其边被排在一个路径中的树。 

55. 还是唯有其边被排在一个路径中的树。 

56. 有11个。 

57. 提示：对《用归纳法。至少一个木等于1。 

59. 要是有多于两棵的树，那么把这条边放回去就不可能构成连通图。 

64. 提示： 试一试“扫帚”。 

66 . 恰好一个。 

68 . 图 11-49 分别给出正方游戏、反方游戏和先方游戏。 

71.提 示： 否则该边割能是极小吗？ 

75. iii ) 一个 BFS - 树是其边被排在一条路径中的树，而根“在中间”。 

76. iii ) 一个 DFS - 树是一个 Ki ，^， 度为1的顶点作为根。 

78. 提示： 考虑一个悬挂顶点并对 n 用归纳法。 

86 . 提不：考虑两棵最小权生成树，使得一棵树有一条权为 > 的边而另一棵树则没有权户的 
边的最小数 f 。 

第12章的练习题 

5.提 示： 在没有任何有向圈的有向图中，必然存在一个顶点，没有弧进入该顶点。 

7. 提 7 K :存在一'条 Hamilton 路。 

9. 提 示： 一个强连通的竞赛图至少有一个有向圈。证明，有向圈的长度可以增加直到包含 
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所有的顶点。 • 

11 . 提示：开迹。 

16.如果不然，则“从分配中分离，从而该分配就不是核心分配。 

18. 验证6个可能的分配。有该算法产生的核心分配是每个交易商得到他排位在最先的物品 
的分配。 

19. 否则，他将脱离这个分配。 • 

第 13 章的练习题 

4. C „ 不是二分图，而且容易找出一个3-着色。 

5. 分别为2, 3和4。 

8 . I ) 通过应用求色多项式的算法得到的所有零图至少有一个顶点，从而他们的色多项式 
形如 F ， 其中/>>1。 jj ) G 是连通的，当且仅当所得到的零图中的一个是1阶的。⑴） 
为得到《 -1 阶的零图，必须收缩一条边而其余的边必须被删除。 

9. 使用练习7的结果。 

10. w -1。 

12 . n —1。 

13 . n — 2。 

15.提 示： 拿走一条边并得到一个二分图。 

21 .提 示： 将这些线一次放入一条，再用归纳法。 

23.提 示： 考察不等式 (12-5) 的证明。 

26. 提 示： 定理12.2.2。 

27. 提示：考察定理 12.2.2 的证明。 

29.提 示： 选择一条最长的链抑， q ，…，々， 抑可以 邻接到哪些顶点上？ 

33.提疋：树是二分图。 

37. 2。 

38. r n /3 1 0 

42.提 示： 如果 G 是一个区间图，则任何导出图都是某些区间的图。 

44.提 示： 一个弦二分图不能有圈。 

51. min 1 m , n | 0 

52. 提示： 设 G 是不连通的。关于 G 的度序列意味着什么？ 

5 3. i ) 「 (n - 1 ) /2]。 

第 14 章的练习题 

, r _/1 2 3 4 5 6\ n /I 2 3 4 5 6、 

' f0g ~\2 5 3 4 1 6); ’ —U 3 6 2 5 1/° 

5. 对称群仅包含恒等运动，顶点对称群仅包含三个顶点的恒等置换。 

10.—个非正方形矩形的对称群包括四个 运动： 恒等运动，饶矩形中心的180°旋转，关于对 
边的两个反射。 

13. !' ) ( R , B , R , B , R , R )； ii ) ( R , R , B , R , R , B ) 0 
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14. 4 (10)。 

16.如果 /( i ) = j ， 则 /( j ) =;，/的循环因子分解仅包含 1- 循环与2-循环。 

18 P A + 2p i + 3p 2 + 2p 
8 

99 P 4 + 3 p 2 
LL ' 4 0 

23. i ) 将两个正方形标以 A 与 B ， 用颜色0、1、2、3、4、5、 6 对 I A，_B 1 进行着色，贝！]有 
标号的多米诺骨牌数等于在彳 A 丨的两种可能的置换群 G 的作用下 { A ，_ B 丨的不等价的 

着色数。根据定理13.2.3,则得不同标记的多米诺骨牌数为¥ = 28。 

24. i ) 现在的置换群包含已标号的 4 个正方形的 4 个置换，答案为 


25. 一个正五角形的三个顶点为红色两个顶点为蓝色的着色方式共有 10 种，在二面体群 D 5 

.10 + 5 x 2 + 4 x 0 


26. 


的作用下，不等价的着色数为^ 
35+7 x 3+6 X 0 


: 2 C 


14 


:4。 


27. f =[\ 6 3 2 4]。[5]。 

28. 对/的循环因子分解中的每一个循环中的元素反序。 


k 5 + 5 xk 3 + 4 xk 

Ji. 10 

33. 参考练习题28。 


% 30+5X2+4XQ , 

. 1Q _ 4。 

41.如果 U = l ， 2,…， n -1) 包含一个 f 循环，那么由对称性，的循环因子分解 
仅包含 h 循环，这意味着 Z 是 n 的一个因子，由于《是一个素数，因此 Z = 1 或 i = 


因 r = 1隐含4是恒等置换，所以《 = n 即 g 是一个 n 阶循环。 

42. 利用练习题41， ^ k n + nXk ^ + ^ + ( n - l ) k o 

43. 置换群的循环指数为 


P G ( z 1 , z 2 ,"' ,Z 10 ) = 


+ 2ziZ4 + Z\Z2 

4 


因此，不等价的着色数为 


P g (2,2,-,2) = 29 + 2 , 4 + 25 ^2 7 + 2 2 + 2 3 


4 


49. 三个旋转的群 G 的循环指数为 


P G ( z 1 , z 2 ,--- ,Z 9 ) 


z \ + 2 z 1 2：3 


不等价着色的生成函数为 

P G (r + b,r 2 + b 2 ,---,r 10 +b w )^ {r + b)10 + 2(r a +bXr3 + b3y 
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弧的起始顶点 ，336 
弧的终止顶点 ，336 
弧的容量 ，336 
互素， 18, 255 
互相正交的拉丁方 ，276 
互异代表系统 ，238 
划分的部分 ，28 
划分的加细 ，79 
环， 19, 293 
幻方， 1 ， 6，312 
幻方体 ，7 
幻和， 6, 7 
活动的整数 ，57 
回溯算法 ，323 


迹， 145, 296 
奇排列 ， 61 
基本流算法， 346 
基边， 173, 220 
基础一般图， 337 
基为 2 的运算， 63 
极大元 ，101 
极小边割， 333 
极小割 ， 345 
极小关节集， 368 
极小元 ， 74, 101 
集合的 r - 排列 ， 34 
集合的 r - 组合 ， 38 
集合的补 ， 36, 107 
集合的大小， 28 
集合的划分 ， 28, 76 


集合的着色， 355 

集合划分的部分 ， 28 

几何序列， 140 

几何序列的部分和， 142 

计算 GCD ( 最高公因式）的算法， 252 

计算强连通定向的算法， 340 

加法逆元， 251 

加法原理， 28 

减法原理 ， 30 

交错路径 ， 230 

交易问题， 340 

角点对称群 ， 381 

阶乘， 34 

竞赛图 ， 337 

矩形格路径 ，211 

矩阵的乘法 ， 263 

矩阵的转置 ， 263 

距离树 ， 325 

卷积， 89, 126 

军团矩阵， 9 

军衔矩阵， 9 


K 

开途径， 296 

开有向途径， 338 

可传递关系 ， 73 

可传递竞赛图 ， 337 

可接受的序列 ， 185 

可解的 Steiner 三元系统 ， 270 

可解类， 270 , 282 

可解类设计， 282 

克罗内克德尔塔函数 ， 126 

空图， 352 

控制集 ， 365 

控制数 ， 365 

块， 372 

扩展的二项式系数， 89 


L 

拉丁方， 9, 272 
拉丁方的标准形式， 273 
拉丁矩形， 285 
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拉丁矩形的完备化，285 

立方体顶点与侧面的着色，400 

立方体切割，5 

立方图，323 

连通（一般）图，297 

连通图的块，372 

连通分支，298 

连通有向图，338 

连续法则，64 

链，94，100 

邻接顶点，293 

邻接矩阵，299 

零阶差分序列，191 

零流，346 

零图，352 

流，343 

流的值，345 

路径，9, 229, 297, 338 
路径的长，229 
路径的端点，229 
旅行商问题，308 

M 

幂等，15 
幂等拉丁方，290 
面对称群，381 
模 n 乖法，250 
模《加法， 250' 

模 n 整数系统，250 
模运算，250 
莫比乌斯反演，124 
莫比乌斯反演公式，128 
莫比乌斯函数，127 
目标，343 

男士最优完备婚姻，244 

N 

拟 -Catalan 数，187 

拟 -Catalan 数的递推关系，187 

逆函数，127 

逆序，58 

逆序偏序集，79 

逆序列，58 


逆序数，58 
逆元的封闭性，380 
牛顿二项式定理，98 
女士最优完备婚姻，244 

O 

欧几里德几何的平行公设，283 
欧拉（一般）图，299 
欧拉公式，360 
欧拉迹，300, 338 
偶排列，61 

P 

排列，32 
排列的个数，37 
排列的逆序，58 
排列的生成算法，57 
配对问题，239 
匹配，225 
匹配的大小，225 
匹配算法，234 
偏序，73 
偏序集，73 

偏序集的覆盖关系，74, 79 
偏序集的扩展，75 
偏序集的线性扩展，75 
偏序集的直积，79 
平凡 Ramsey 数，23 
平凡完美覆盖，5 
平衡不完全区组设计，260 
平衡区组设计，260 
平衡取子游戏，12 
平面对称，381 
平面图，294 
平面图表示，294, 359 
剖分，220 

Q 

齐次递推关系，149 
骑士周游问题，311 
棋盘，2 

强连通定向，339 
强连通有向图，338 
强取整函数，93 



t 引 423 


桥 ，306 

求闭迹算法，301 
求顶点着色的贪婪算法，354 
求斐波那契数的公式，145 
求广度优先生成树算法，322 
求哈密尔顿圈的算法，307 
求距离树的算法\ 325 
求欧拉迹的算法，301 
求色多项式算法，358 
求深度优先生成树算法，323 
求生成树的算法，315 
求最小权生成树的贪婪算法，327 
求无桥连通图的强连通定向算法，340 
求线性扩展算法，75 
求有向圈的算法，341 
求最小权生成树的 Prim 算法，328 
区间图，367 
区组，260 
区组设计，259 
区组设计指数，260 
圈，229, 297 
圈的弦，367 
全序，74 
权，324 
381 

R 

认证方法，232 
容斥原理，2, 107 
入度，337 

弱取整函数，93, 389 

S 

三角形，22 
三角形数，83 
三进制数，42 
色多项式，356 
色划分，353 
色临界图，374 
色数，8, 352 
森林，333 
设计指数，260 
深度优先生成树，323 
深度优先数，323 


深度优先搜索，324 
生成函数，140，161 
生成排列，54 
生成排列的算法，57 
生成森林，333 
生成树，315 
生成子图，297 
生成组合，62 
生成组合的基2算法，64 
实验设计，9 
树，313 
数的分拆，205 
数的分拆的共轭分拆，205 
双面标号多米诺牌，404 
水平步进，211 
四面体数，83 
四色问题，7, 352 
算术序列，140 
算术序列的部分和，141 


贪婪算法，327 
特殊计数序列 ， 184 
凸集，172 
突破点，234 
图 ， 10, 292 
图的阶 ， 292 
图的块，372 
图的收缩，361 
图的同构，295 
图的细分，361 
图形的对称性，381 
途径，10, 296 
途径的长，10, 296 
途径的权，325 
团，366 
团划分 ， 366 
团划分数，366 
团数，366 

W 

完备婚姻 ， 239 
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完美覆盖，2, 3 
完美匹配，237 
完美图，367 

完全二分（多重）图，309 

完全区组设计，260 

完全图，22 , 293 

完全有向图，341 

王后图，364 

网络，336, 343 

网络的目标，343 

网络的源，343 

网络中的流，343 

微分方程，149 

未被扫描的顶点，234 

稳定的完备婚姻，241 

稳定核，385 

稳定婚姻问题，342 

无区别车，不可区分的车，45 

无限重复数，32 

无序摆放，32 

五色定理，362 


X 

下对角线矩形格路径，211 
小 SchrOder 数，215 
先方游戏，318 
弦，367 
弦图，367 
线性递推关系，118 
线性扩展，75 
线性排列，37 
线性齐次递推关系，148 
线性序，80 
线性有序集，74 
香农开关游戏，317 
项链计数问题，388 
削去律，380 
消去法则，257 
鞋盒原理，16 
星，312 

序列的生成项，140 
序列的一般项，140 
悬（挂）点，314 


悬边，314 
循环 Gray 码，66 
循环排列，37 
循环排列计数，387 
循环排列个数，37 
循环排列的周期，134 
循环群，381 
循环因子分解，391 
循环指数，394 
循环置换，391 


Y 

延迟认可算法，243 
严格递增序列，18 
严格偏序，73 
样品，260 
一般图，293 
一般子图，297 
一般生成子图，297 
一般位置，142 
一般有向图，336 
—阶差分序列，190 

以反射 Gray 码顺序生成0和1的 n - 元组的算法， 
68 

优超，206 

优先秩评定矩阵，242 

由逆序（序列）构造排列的算法，59 

有标号多米诺牌，404 

有限偏序集的图，74 

有限域，9, 257 

有向哈密尔顿圈，338 

有向迹，338 

有向圈，338 

有向图，292 

有向途径，338 

有向途径的起始顶点，338 

有向途径的终点，338 

有序排列，30 

右顶点，309, 225 

右逆函数，127 

源，343 
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Z 

杂置， 93 
整数解 ，48 
整格，211 
正方选手，317 
正方游戏，318 
正交拉丁方，9, 276 
正交配偶，289 
正则二分（多重）图，237 
正整数的分拆，205 
直积，79, 131 
指数生成函数，175 
置换，377 
置换的合成，378 
置换群，380 
中国剩余定理，18 
中国邮递员问题，304 
终止顶点，336 
逐次性法则，68 
着色，7, 383 
子多重集，46 
子图，297 


子图的权，326 
子序列，21 
字典序，207 
自反关系，73, 357 
自共轭分拆，206 
组合，1，32 
组合的压缩序，64 
组合设计，250 
组合数学，1 
组合优化问题，10 
最大公约数，18, 252 
最大流，336, 345 
最大流最小割定理，345 
最大匹配，229 
最短路径问题，9 
最小覆盖，233 
最小割，345 
最小连接问题，326 
最小权生成树，326 
最小元，128 
左顶点，309, 225 
左逆函数，127 



